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О СХОДИМОСТИ ИТЕРАЦИОННЫХ СПОСОБОВ

В ОБОБЩЕННО-НОРМИРОВАННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

С. УЛЬМ

1. Пусть Х линейное пространство, нормированное посредством

полуупорядоченного пространства Ž.2] Обобщенную норму элемента

хЕХ обозначим через |х|е'7. Рассмотрим нелинейное операторное
уравнение . -

х== U(x) (1)

где 0/ переводит Х в Х. Для приближенного решения уравнения (1)
будем применять итерационный способ

Ха +1 О(ха) (n=0,1,..)) (2)
Сопоставим уравнение (1) с мажорантным уравнением

2=V (2) (3)

и способ (2) со способом

га == И (2„) (п==0,1,...) (4)

тде У переводит 7 в.7. Пусть ( и И непрерывные и дифференцируемые
операторы. Предположим, что факт существования решений уравне-
ний (1) и (3) установлен, т. е. х* = U(x*) u z* =V (2*). Toraa спра-
ведлива

Теорема 1. Пусть `
1° |х* —хо | <<2* 2O; _
2° (U (x) | K<V (2), если |х*—х|«2* 2< 2* гo;*
3° правнение г== И(г) не имеет решений в промежутке zo <z < 2%,

40 21 > 20. ; |
Тогда последовательность (2) сходится к решению х* уравнения (1),

причем |х* х„ | < г* —г„ (п== 1,2,...).
Замечание 1. Теорема 1 остается в силе, если условие 2° заме-

нить более слабым условием

2%| 7(х*) (х) | <2* И(2), если |х*—х| < 2* 2< 2* 2O.
При этом не предполагается дифференцируемость U и V. Дополни-

* Условие 2° надо понимать так: -
107(х) Ах | < И’(2) Аг, если |х* —х|<2*—2 < г* го для каждого |Ах] <Аг

(Axe X, AzeZ). . .
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тельно требуется, чтобы оператор И был монотонно возрастающим на

отрезке 20 <<#< 2* (1. e. V(22) 2> И(21) для каждой пары точек Z; H 22
из рассматриваемого отрезка). |

2. На основе теоремы 1 и ее модификации (см. замечание 1) можно

получить ряд теорем о сходимости различных итерационных способов.
В качестве примера рассмотрим операторное уравнение

P(x) =0 (5)

где оператор Р переводит линейное пространство Х в пространство У

такого же типа. Для приближенного решения уравнения (5) будем при-
менять модифицированный способ Ньютона „

rr= Ü (n=o, 1,...) (6)

rae V Z To=[P’(xo)]". ` :

Пусть ф(2) и Ф(2) являются при фиксированном гЕ7 линейными опе-

раторами, переводящими пространство 7 в себя: ф(2), Ф(г) е (Z—>Z),
Ф (2) Аг, Ф (г) Аг е2, (Агв 7). Предположим, что в интересующих нас об-

ластях ф(2) и Ф(2) положительны и монотонно возрастают, т. €., Ha-

пример, ф(г») Аг 2> ф(г1)Аг2> Ох для каждого гз 2>21 и А2 2> бу, где

©г нуль пространства Z. При таких предположениях справедлива

Теорема 2. Пусть ;
1° ypaererua P(x)=o u 2 V(2) имеют соответственно решения х*

и г*, причем | х*— хо | << z*; о

2° оператор Р непрерывен и дифференцируем в области |х хо|<
< 22% 21; ; ;

3 a) |[E—ToP (x) | <o(x—xo]), если | х хо |<L 2%;

6) | Е ГоР'(х) |<Ф(|х жо ), если | х —хо | < 22* —2,
где Е тождественный оператор пространства Х;

4° И’(2) 22Ф (22* г), если г| <<е< z
5° уравнение г = \(г) не имеет решений в промежутке 21 << г << 2*;
60 29 > Žl.

-
:

Гогда последовательность (6) сходится к единственному в области

|ххо| <2* решению х* уравнения (5), u справедливы оценки

|х* N где —гпl = И(2„) (п==l, 2,...),
z-‘k .

21 == 2* f p(z)dz. '
0, |

Замечание 2. Доказательства теорем 1 и 2 аналогичны доказа-
тельствам соответствующих теорем при численных нормах.!B

3. Приведем простой пример составления мажорантного оператора
на основе теоремы 2. Рассмотрим нелинейную систему двух уравнений

{u(E‚ n) =0

о(5, п) =0 (7)

Систему (7) можно рассматривать как операторное уравнение

* To есть И’(2)Аг, » Ф(22*—г)Лг», если Лг; » Azp> 0,
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P(x) =0

rae x= (En) P(x) = (u(x), v(x)). ;

Обобщенную норму в пространстве Х— В, определим формулой
lx|= (&|,lml), т. е. 7 В. Пусть известна оценка |х*х,| <
< г* == (s*, {*). Введем обозначения:

(3) иа=()10 дЁ х-=х,
о1 0 .

до до g Upq |
vlO =(3= Vo =[s D=| 0 ®)

10 (õš)x=xo o (Õ”)x=xo l VlO ’oni‚

F- V ди
й

до

1125[001(%0—6—&.)—%1 (dlo— Ё_Ё)]
Е —i[v Ио: —Ou—Иo{ 0

v |12 =75| 141 ) о(Yo 5 ]
: 1 ди до1:21:5[—”010(Цlo—'sЁ)+иlo (Ulo—'õg)]

1 ou доР„:Б[——т/…(и…—тй›—і—и…(гищ—%)]
Тогда

_ (ёа Fl2)Е_ГОР,(Х)___‹РШ oo

Пусть, например, справедливы оценки

F<aElen- mo (j=l2) (8)

—k. . )
в области |х—xo| <<2*, где а;; (i,j,k=l2)

положительные постоянные. Тогда

- allls —+ aät all2s + al22t \
¢(2) =

| , | : /а5 - а) аое

где 2== ($, ), имы получим

1 1 ‘=:2 2 1 n A
2 :5:2R ?(a„S'* +(all+al2)s A

,

1 .;;2 2 1 ; A 2 :2:2
а5) 5° +(a2l+a22)s*t*+a22t' ›

Если оценки (8) осуществлены в области |х хо| << 22*—Zı M CO-

ответствующие постоянные обозначены через B’;]_ (i,j,k=l,2), 10
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Ф (2г* —г) = <В1:1 (`2s***——s›+ВЁ(2!*—Ё) B,}(Qs*—s)_}_ßl}(gt*_t))
2 1 2 1

BblÖepeM ß1 = max (1811 › 18]2) ‚ ß2 max (;B‹_›l , 4822) .

В качестве мажорантной системы 2== // (2) получим:

s=# B, (52_ 4s*s + 38*2) —3 sz(tž— 4z=e=t+3t*2)
B (st 2t*s 2s*t + 3s* £*)

f
1 1 2

s 32 1 9 9 . . *2
b /321(3 4s*s+3s )—7 ,822(t —4# +- 3Ё )

l ,32 (Sf OEED —+ 3S*t*)

В случае системы*из л нелинейных уравнений мажорантная система

составляется совершенно аналогично.
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Zusammenfassung

Der Aufsatz enthdlt einige Biespiele der Übertragung friiherer Ergebnisse [}l des Ver-
fassers auf Rdume von verallgemeinerter Norm. Es wird auch die Anwendung der Theorie
in bezug auf nichtlineare Gleichungssysteme behandelt. .
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