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I_lenb}o настоящей работы является определение критического давления защем-

ленной на контуре цилиндрической оболочки вращения. Рассматриваются два вида

цилиндрической оболочки: а) оболочка средней длины и б) короткая оболочка.

Порядок допустимой асимптотической погрешности принимается #°%s, где h =
= 6/К (6 толщина оболочки, ® радиус кривизны оболочки), т. е. в уравнениях

отбрасываем члены, порядок асимптотической величины которых меньше порядка глав-

ного члена в соотношении ЙO5; 1,

1. Основные соотношения. Отнесем срединную поверхность оболочки
к безразмерным координатам ЕЁ и @, причем линии & сопз! пусть будут
направляющие, а линии @ сопs{ образующие цилиндрической по-

верхности. Частные производные по Ё обозначим штрихом и частные

производные по @ точкой.

Нахождение критического давления сводится к интегрированию си-

стемы линейных дифференциальных уравнений

РIУSEEDELW ZO, (1.1)

g(W’"-2WwW- )Y+ Е-- WV 2W7 : 4 W---)=0, (1.2)

где 4 :2_%?’ A2 = ЩЁЙ ‚ причем W прогиб, Р функция напряжения,

р внешнее гидростатическое давление, Е модуль Юнга, у коэф-

фициент Пуассона, t=h = 1% Уравнение '(1.1) является условием со-

вместности деформации, а уравнение (1.2) условием равновесия.

Выбираем решение системы (1.1), (1.2) в виде |

F(&,o)=f[f(E) cos.s@, W(E o)=w(E)cossO. (1.3)

Для определения функций / @ и параметра д получим систему

РУ—2 в° S— w” =O,

д (@” 25) -- [ + X (wIY 2 s?w” + stw)=0 (1.4)

В соответствии с формой решщения (1.3) тангенциальные компоненты

(, \ вектора перемещения представим в виде

((Е @)= и (Я) соз 5 @, И(Е, @)= о (Е) чп 5 @. (1.5)

Функции и(Е), 9(Ё) определяются из уравнений

W=—sBf—vf" svt+w=f+vs¥, —su+v =2(l4v)sf. (1.6)
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При решении задачи рассмотрим такой вариант краевых условий, ко-

торый, после исключения угловой координаты @, примет следующий вид:

u=o, v=o, w=o ш’—O. (1.7)

Дифференцируя второе уравнение (1.6) по & и подставляя его в

третье, получим ;

]c/// _ (2 + V)SZIU $° _:__ w'. (18)

Обозначив р 2‹%’ можем придать перв'ому уравнению (1.4) форму

# D? *
(0° —&) ?} = О?ш, откуда f =(0а-в ® (1.9)

Подставляя полученное для { выражение в уравнение (1.8) и во второе

уравнение (1.6), получим краевые условия выраженными через @:

D 5 (24 v)s?D3 o, DitwsD?
—W w—Dw—=s U, —_——(D2—s2)2

W W— SO (110)

или после упрощения

AD
(D___2_32)_2

Dw —й,
Ш(D 2 82)2

{0 —% ' (1.11)

Учитывая условия (1.7), получим краевые условия на обоих краях
оболочки в виде системы уравнений

B 2+
(D% 5%)2 w =O, (DT__SZL)QD'CUZO. (1.12)

Подставляя выражение (1.9) во второе уравнение (1.4), получим

[A2(D2 s2)*+ q(D? s2)2(D? 25%) 4 DYw=o. (1.13)

4
Здесь целесообразно ввести переменную Ё, =s(š—'—2—). Эта замена

переменных соответствует соотношению между дифференциальными
операторами О:== $; или упрощенно D = sD;. Кроме того, обозначим

для краткости а== 45° и В== ) s°. После указанной замены переменных
можем уравнение (1.13) выразить в виде

B2(D2— )4+ a(D2— I)2(D2—2)+ Dy*lw =0 (1.14)

К этому уравнению относятся краевые условия (1.12), которые после

замены 2 $), примут вид

(2 )D2—l 1 D;?
w=o, Diw=o, ——(_Efg—_lsvw:o‚ (D_l—;;f_—l;lew:O. (1.15)

Предположим, что некоторые интегралы дифференциального уравне-
ния имеют свойство увеличиваться при дифференцировании NO EB h-"

раз, а при дифференцировании по @ в А-” раз, npuuem m u n< 0,5.
Назовем такие интегралы основными интегралами. Таким образом

Fa ff A R W -n wrrl (1.16)
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Здесь т и п пока неизвестные числа, которые следует найти из условия

минимума критической нагрузки 4. Из работы Мизеса ! уже известно,

что минимальное значение 4 будем иметь в случаях т < n.*
Обозначим далее @ == @о-|- Фо, где Wo основной интеграл, a Wo

интеграл, описывающий краевой эффект. _
Рассматривая только симметричную форму потери устойчивости,

получим следующее решение для @:

w=Acosul+Bchvg+Cchow&+Cchot. (1.17)

Здесь {и, 0, @, © являются корнями к характеристического .уравнения

ß2(x? 1) *-- а (к?—1)?(к?—2) -|- к* —O. (1.18)

Два первых интеграла

wo= A cos uE, + B ch vg;

являются основными интегралами, соответствующими малым корням
уравнения (1.18), а последние два интеграла представляют собой ин-

тегралы краевого эффекта

@, = Cch ok,C ch »E,.

Здесь @ и & наибольшие по модулю корни характеристического урав-
нения. ;

2. Цилиндр средней длины. У цилиндра средней приведенной длины
m =2O, T. е. порядок величины компонента перемещения @ при диффе-

-1
ренцировании по Ё не увеличивается. Имея в виду, что , 5

Du

D~ h-m umeem Dy~ h". Nanpme HafigeM a~ A - yg~h'—*2 Tak как

в данном случае л== 0,25, то Э, ,а—й, В №°s иВ*—Й. На основе

этих оценок уравнение (1.14) принимает вид _

[D,* (20 8?)]w= 0. (2.1)

Соответственно упрощаются краевые условия (1.15), принимая следую-
щие значения:

(2.2)w=o, Diw=o

Решением уравнения (2.1) при краевых условиях (2.2) является

w Acosu&, + Bchug,, (2.3)

тгде и определяется уравнениями

ut—(20 —B%)=o, tgul +thul,=o, (2.4)

/
(здесь / _—_‘% )

* _ Кроме этих OCHOBHBIX HHTErpajioß, CVIIECTBYIOT elile HÄTErPaNbI THNA краевого

эффекта, которые при дифференцировании по Ё возрастают в Й %5 раз.
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По формулам (2.4), учитывая, что а== 45?, получим для минималь-

ной критической нагрузки выражение

2*
- Al

qminzš 'V3E°—ll/ (2.5)

Этому значению соответствуют

B—)3 2, a=2B, [ =3« В 0,7260A
IVZ, 3 , 02° ›

' (2.6)

3. Короткий цилиндр. Коротким цилиндром называем случай, при
котором т= 0,25 и п= 0,375. Отсюда следует, uro D;~ h%1% o~ KOSS,
B2 ~ I°s и уравнение (1.14) для основных интегралов получает вид

[D? + (5@ 46?)D? (24 B?)]w, = 0. (3.1)

Приближенные значения интегралов краевого эффекта найдем, от-

бросив в дифференциальном уравнении (1.14) [а также в характеристи-
ческом уравнении (1.18)] все низшие производные, оставив лишь выс-

шие производные, учитывая при этом порядок величины множителей

дифференциального уравнения (в данном случае т==0,5, п== 0,375 и

D, ~h—0,125)_

Для нахождения интегралов краевого эффекта @ и © следует решить
приближенное уравнение

ß2x4+ (a 4ß2) x? +l=o. (3.2)

решением которого будет

2 42+ Vlöß“1 88a + a_______.
m S

482 a

;
2

к“ (3.3)

Ввиду того, что краевой эффект имеет существенное значение лишь

при более коротких оболочках, можем полученное выражение (3.3)
упростить, взяв на основании (2.6) в первом приближении а = 8В?.
В таком случае получим

к—2
=

+
3 _'_l—ßi p (cosp+isin ),

где

25 1 3

p=|"+ 4, v=arctg55.
Исходя из условий (1.15), имеем

(3.4)

HJIH

Cchwl,+ Cchal,=—(Acosul,+ Bchvly),

Cwshwll—f—Õcõshcõll:Ausinull—Bvshfal-„ (3.5)
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Отсюда для постоянной С найдем выражение

с= А(@ 51 @l, + cos uly + и з!т ш1 + сВ @l,) B(& sh &, + ch vl, vsh vl, + ch7&l,),
ö ch 04 sh ö/, o ch 04 » sh 0

(3.6)

Подставим выражения С и С в краевые условия (1.15), которые в

случае не очень короткого цилиндра упрощаются в следующие:

( 1+ 9Dwo+25 w =O, [l+2+DiD + 5 Bp=o. (3.7)

Тогда получим отношение

и[l (2 4 v)u?] tg ul; + š[?l/z) cos %—{— utg ull]
(1+ vu2) + QT_};—Q-} [Q(I + 2 cos g)+ 2uVo cos % tg ull]

o[l 4+ (2 4 v)v?] th 0/ š [2]/5 cos %—vth vll]
Mрр ,

(1— vO2) + 2%3’[0 (1 +2соз ф) 200cos %th щ]

(3.8)

котсрое можем упростить в следующее:

[l—2(l+ v)u?2]u t
22 g

=gul + —u2 o

1

Vg
cos

5 оtg ul,

(3.9)
2 ;

=[l4 21 4+»v) v2Ju th v —l2/—”_—o2cos%+ ’—’g—’th 0.
o

С точнестью #°s можем придать этому уравнению следующий вид:

[2(l 4 v)u® I]utg ul, + ‘;_{s„2 cos £=[2(l + v)o?+ I]othol,
o

о сов£
. 1/_s‘o СОS

9°

(3.10)

Учитывая, что у мало, можем полученное уравнение еще более упро-
CTHTb:

[2(l + v)u?* I]u tg ul, =[2(l + v)v*? + I]oth 01,. (3.11)

Оценка величины членов, содержащих V?, nNaeETCA B CNENYIOLLEM pas-
деле работы.

Тот же самый результат получим из уравнения (3.1), принимая
краевые условия равными

(—l4+yDYw,=o, [l+ (2+v)DDw= 0, (3.12)

T. €. He учитывая краевой эффект.
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Входящие в (3.11) значения и и о выражаются через а и В формулами

и=|/} 22- 4[a—)+3 2—,
(3.13)

v_—_VV% 8 + (š а 2@2)—2—@«_3;;;.
d

Для получения уравнения, соответствующего условию ?iz == 0, опре-

делим из первого уравнения (3.11) производную по $. Тогда будем иметь

{lä(i%__;’)xz—l] 10 х - [2—(%—;))‘3—9:]solB—2)6} х №3l3х=
(3.14)

601+ 352 ‚ [2(l+ »)у? 1
‚

4(1 3

\[ An +l] th)’+[__ll'ä_+.3’] @7})’ —'(—;—ž;l tgy,

npuuem x = ulı, y = OЙ, (3:15)

282) (5а 652)02х—& (За—252)+(5а—6‚32)1219‚ y=l (:;»/a ‘2/32) (5a -B uV?a—B?—{—(ga_Qfig) ©' 2аВ +(sa_2/3)
Из выражений (3.13) найдем, что

a= z[4u%?+(v?—u?)], в—[а--( —)]. (3.16)

Подставив найденные для а и В? выражения в уравнения (3.15) и

полученные таким путем выражения для х’и / в свою очередь в урав-
нение (3.14), найдем

tg ul, . ] -
[6(l + v)u? —1]220 L [2Ol +2)e® 1] —p—o

ара-0Н( Т)(

ов
[6(l 402 11 7A20 +OR a

—) Fgl = —— @+

+ 100%u20? + (1 70°)(@? v9] + Fthol,. |
(3.17)

Давая величине /, ряд конкретных значений и решая совместно урав-
нения (3.11) и (3.17), получим для и и 0 значения, на основании кото-

рых при помощи выражений (3.16) найдем соответствующие значения

4, * и !, а вместе с тем можем выразить и искомую зависимость 4 = 9(1).
В табл. 1 представлены значения и, 0, а, 82, соответствующие длине обо-

лочки /. я
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1
В вычислениях принято Y=— 0,3, ) 369°

4. Приближенные способы нахождения критической нагрузки в слу-
чае короткого цилиндра. Ввиду того, что определение минимальной

критической нагрузки короткой цилиндрической оболочки вышеизло-

женным точным методом сопряжено с весьма громоздкими вычисле-

ниями, представляет интерес найти подходящие приближенные спо-

собы.

Решим задачу при помощи разложения в ряд по малому параметру.
Исходя из первого выражения (3.16), получим

1
q - ;Ё: —382—114 [4x2y2 + I%(VQ x2)]. (4.1)

Пусть в случае короткого цилиндра

4 4

DA SM4251/3—0,—4), S2=l/3lwc2: (4.2)

тогда
4

1 [Z%ZZVEZOW 02;

% я
и, обозначая хо=—2" ‚ & MT ‚ получим на основании (3.16) систему

уравнений

4

12 x 3 05 Bxy2 + VB 589 о°(у? х”),

(4.3)
4

9 xot 03 sx2y? +V 3 žso а*(у? х?).

Bocno.nbsyeMc;{ следующими разложениями в ряд

с== 1 +eo, +& + ... b=l-+¢ed;+ey+...
(4.4)

X=xo4ex;+x4...Yy= 4FnFn+..

I, = Iš ! / j I u l v l a , p?

3 l 0,297 0,565 0,510 0,0910 0,0990
6 0,790 0,345 0,358 0,0235 0,0316
9 1,61 0,245 0,254 0,00661 0,00935

12 2,72 0,189 0,194 0,00244 ‚ 0,00355
15 4,18 0,153 0,156 0,00107 0,00157

Таблица 1
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Тогда, решая систему (4.3), получим

ф —Xi У,
1 2хо (4.5)

На основании краевых условий (3.10) можем написать

х 2v2 x2 P y2x[2o+x)jä—l]tgx+3723 coss=y[2o+» 2 IВУ
20292cos £

'—]'/Té.)ll
СОS

Э°

(4.6)

Разлагая полученное выражение в ряд и учитывая только члены до по-

рядка е (включительно), получим

Ay,
2xy th x

х,+у,= ——- (5- АУ +

.
( 4у xoth Xo)0 4V2v2xo. (4.7)

При х =0,3 получим ı = —2,65. Отбрасывая в уравнении (4.7)
член, содержащий v?’, имеем 1ı=—2,90. Минимальной критической
нагрузке . .

4

q=%[/3i‘°_’;fi(l_2,6se) (4.8)

соответствует (исходя из условия а = 3ß?) Ф= 0?, HIM

I 5 ` 202 82— j2sl2(1—2,65), a=3ß, P=82“1/311/71( (4.9)

‚ Недостатком изложенного метода является плохая сходимость ря-
дов, что сказывается при больших значениях E (&> 0,05). |

Уравнение (3.1) можно точно решить, если исключить из него сред-
ний член. Проведенные вычисления показывают, что около TOUYKH MHHH-

мума критической нагрузки в промежутке безразмерных длин оболочки
1

<

§<l< 1 при обычных относительных толщинах с достаточной точно-

стью выполнено условие ц— о. Но это условие равносильно условию
ба 48°—O. На основании этого вместо выражения (3.1) получим

уравнение (2.1), к которому относятся краевые условия (3.12). Согласно

формуле (2.4) из краевых условий получаем

RE
1 tgx+thx

b
=OT хх (4.10)

или в других обозначениях

tgx+4th x .—9%_4(}—[—4!)B___o.—х х
_

tg x

V3xo
(4.11)

Минимальную критическую нагрузку найдем следующим образом:

1 p 0 17g=2 =o(B 2 ut)= o5(N2s*-x,9).
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С другой стороны,

4 4

2 /“x„‚a% 1 „0/1%( а _l__х_4›_g=3]/ 3% +=s/3 Y |2+3 ля

Таким образом,

3 1 4

_ -

2 ————xv 4(c+3„6;;). (4.12)

Задача COCTOHUT теперь в том, чтобы определить минимум выражения

1 xt
2E4306° x,

если х и с? удовлетворяют условие (4.11).
Решив эту задачу по методу Лагранжа путем введения неопределен-

ных множителей, получим уравнения —-

| x 4 1 tgax4thxy
оBх)* +Ax2 tex—thx =O, (4.13)

4 x 3 э 4 [1 tgx—+4thx\__
AA a;(}‘z_—“tgx_tfi)—o (4.14)

После исключения Л получим

8 x 4 2 ig2 x—l 2 х `
o= а I_3;_—2;‹—-…976—!—); th x :tgx)5 - cos2x ch2x

(4.15)

Это уравнение дает нам возможность легко найти в параметрическом
виде }== }(х) и е е(х).

Имеется еще простой приближенный способ для решения уравне-
ния (2.1) и для нахождения минимальной критической нагрузки.

o 2 5
Из условий Фа В? —и* иsа 4В? =0 вытекает, что Ё:ё'

Отсюда в свою очередь следует, что

4

u? 34 u__ 311—2‘—41/—5B, 2‘l-—2‘/35
Далее находим

4

3

LL?:l”Tal1 =2 V:š ex,

на основании чего можно (4.10) переписать в виде

4

е
1 V“_ä ‘р х +thx

740 +v)x V 3 tgx-—thx
(4.16)

Из условия ба 4[? 0 получим для \ следующее выражение:

4
121/5 x

(4.17)
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Описанный приближенный способ приводит к несколько завышен-

ным результатам по сравнению с точным способом, причем при в —> 0

разница составляет 3,6%. Таким

образом погрешность приближен-
ного способа находится в пределах
нашей допустимой погрешности.
Этот способ решения оказывает-
ся также целесообразным при
решении вопроса об устойчиво-
сти конической оболочки.

Результаты, полученные раз-
личными способами, представ-
лены на рис. 1.
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ÜHTLASELT JAOTATUD VÄLISRÕHU ALL OLEVA RINGSILINDRILISE

KOORIKU STABIILSUSEST

P. Müürsepp

' Кеsйтее :

Töös vaadeldakse kinnitatud äärtega silindrilise kooriku kahte põhijuhtu: keskmise

pikkusega ja lühikest koorikut. Saadud tulemusi võrreldakse omavahel. :
Vörrandite tuletamisel on silmas peetud asümptootilise täpsuse nöuet h°s, s. t. aval-

distest on välja jäetud kõik liikmed, mille asümptootiline suurusjärk on võrrandisse jää-
nud suurima liikmega võrreldes väiksemas suhtes h%5:1.

Lühikese silindri puhul on. peale $ 3 esitatud täpse lahendusviisi antud veel rida

ligikaudseid meetodeid minimaalse kriitilise koormise leidmiseks.

Рис. 1. А. Случай защемленных кра-
ев: / цилиндр средней длины;

2 короткий цилиндр по прибли-
женному (последнему) способу;
8 короткий цилиндр B случае
\ = 1 2,65 в; 4 короткий H-

гиндр в случае 1 1 2,90 в; ооо

короткий цилиндр по разделу 3.

Б. Случай шарнирной опоры:
6 короткий цилиндр согласно ре-

зультатам Х. М. Муштари и А. В. Са-

ченкова #; 6 цилиндр средней
длины.
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Tulemused on kujutatud joonisel 1:

A. Kinnitatud äärte puhul: / keskmise pikkusega silinder; 2 lühike silinder ligi-
kaudse (viimase) meetodi järgi; 3 lithike silinder, kus ¥ = 1 2,65е; 4 lühike

silinder, kus p = 1—2,908; 000 lühike silinder $ 3 järgi.
B. Šarniirsete äärte puhul: 5 lühike silinder H. Muštari ja A. Satšenkovi poolt

saadud tulemuste põhjal; 6 keskmise pikkusega silinder.

Eesti NSV Teaduste Akadeemia
Fiiiisika ja Astronoomia Instituut

Saabus toimetusse
31. V 1957

ABOUT THE STABILITY OF THE CIRCULAR CYLINDRICAL SHELL UNDER

UNIFORMLY DISTRIBUTED EXTERNAL PRESSURE

P. Müürsepp

Summary

The treatise deals with two cases of cylindrical shells having clamped edges, viz.

with shells of medium length and short ones. The results obtained are compared.
In the case of short cylinders the author presents, besides the exact solution ($ 3),

a number of approximate methods for finding the minimal critical load‚/_
k

The dependence of the load parameter ¥ on the quantity of & = ]'l— is presented in

Figure 1:

А. In the case of clamped edges: I a cylinder of medium length; 2 a short
cylinder (the last approximate method); 3 a short cylinder in the case о!

\ = 1 2,656; 4 а short cylinder in the case of P =1—2,90e; 000 a short
cylinder according to § 3.

5. In the case of freely supported edges: 5§ a short cylinder by H. Mushtari and
A. Sachenkov; 6 a cylinder of medium length.
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