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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ОБОБЩЕННЫХ МАТРИЧНЫХ

МЕТОДОВ СУММИРОВАНИЯ

Э. ЮРИМЯЭ

Будем рассматривать матричные преобразования

y„:zA(1)

rae A,,€(X—Y) u X, Y HeKoTopble ÖaHaxooßbl NpocrpakHcTßA. llpeo6pa-
зование (1) определяет метод суммирования ®= (А,„). Такой метод

сохраняет сходимость тогда и только тогда, когда выполнены условия:

1° limA,x =Ax (xeX; k=0,1,...)

2° limZA„„szx (xeX)
n R

>3° sup Axe |<M (n, p=0,1,...)
Ilxe 1] <1

"k=o k„\

Мы называем метод, СОХР&НЯЮЩИЙ сходимость, конулевым, если

lim g (Ax z Arx) =0
r

k=o

Ala BCex xEX u geY* (cm.Bl). Остальные методы, сохраняющие сходи-

мость, называем корегулярными.

В дальнейшем используем следующие обозначения. Через сх, Тsх

обозначим классы всех сходящихся, соответственно ограниченных по-

следовательностей в Х, через с°х класс всех последовательностей,
сходящихся к нулю. При нормировке |х!|sир |х,| классы сх, Mx M

» .

с%х превращаются в банаховы пространства. Символом ®{* будем обо-

значать множество всех xr—={x} (xe¢X), для которых Y
= {3Аи‚х,}ссу и которые назовем полем суммируемости. Отметим еще,

R

UTO последовательности —.

e(x) ={x, x,..., x,...} (хе Х)
H

ex(x)=(o, 0,...,0, x, 0,...} (xeX; k=0],...)
& нулей -

составляют основное множество в пространстве сх.
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В $ 1 будем рассматривать одно достаточное условие для того, что-

бы ограниченные расходящиеся последовательности были точками при-
косновения множества Cx B A* (условие (Г)). Мы увидим, что при по-

мощи этого условия, удовлетворяющегося для довольно широкого
класса корегулярных методов, разрешаются некоторые важные вопросы
методов суммирования, например, суммирование неограниченных после-

довательностей (п. 2.2), суммирование ограниченных расходящихся по-

следовательностей (п. 2.3) и совершенность реверсивных методов

(п. 2.4).

§ 1. Ycaosue (7)

В дальнейшем мы будем рассматривать корегулярные методы сум-
мирования особого рода, а именно те, для которых выполняется сле-

дующее условие:
из равенства :

Ит ф(Ах Y' A,x) =0(T)

npu scex xeX вытекает ф = 0 в У*.

Класс всех методов суммирования, для которого выполняется усло-
вие (Т), обозначим через $. Из определения конулевого метода ясно,
что ® составляет некоторый класс корегулярных методов. Класс ® He

пустой, так как он содержит все методы, для которых ряд ZA,x cxo-
в

дится для любого хеХ, и оператор, определенный равенством Р(х) =

=Ax2A,x, имеет правый обратный. В случае Х У условие (Т) вы-

R

полнено для всех регулярных методов. Если Y = R, (поле комплексных

чисел), то всегда выполнено условие (Т).

Если выполнено условие (Т), то можно доказать, что каждая огра-
ниченная последовательность является точкой прикосновения множе-

ства сходящихся последовательностей в W*. Для доказательства рас-
смотрим непрерывный линейный функционал в A*

f(x) :Z фе(хк) --» nO

где x HeNnpepblßHble JNHEÄHBIE PYHKIHOHAJIBL B X, @, Pr B Y H, KpoO-
ме того, выполнено условие

21ga <

(cm.. B1).
-

Выясним, при каких условиях

Dion(yn) = >) cpn(ZAnkm = ZD O Anr

TaK KaK MeTOn Y coxpaHteT CXOAHMOCTb, TO Ha OCHOBE COOTBETCTBYIOLLHX
условий

P

2) gAmtx| <Mlgll (1,p=0,1,..), la <1
k=o >

и отсюда
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Ъ аАк < Milgll _ (n =0,1,...)
R

для всех с е У*. Учитывая последнее обстоятельство, можно сказать,

что ряд z Pn(Yn) абсолютно сходится для любой ограниченной после-

довательности { = (х,} е u |

Zn APIIESEPIPI IS
Hrak, npu = {xx}e mx nA*

f(x) =; 8r (%x) + @(y)

gx = Yr + Z PnAnx

(2)

где

Из равенства (2) легко cJenyer, что каждая последовательность

Y € mxN A* является точкой прикосновения множества схХодящихся NO-

следовательностей в пространстве ®Х{*, если A е®. Для доказательства

этого достаточно показать, что любой непрерывный линейный функцио-
нал [(х) =0 для yemxn A*, ecau f(xr) =0 для всех г ©сх.

Действительно, пусть [(r) =0 npu Bcex LE сх. Torma, выбрав

е*,(х) = е (х) Z е(х), будем иметь

k=o

limfle* ()} lim 2 в»(хь) +- Нт ф(Ах —) А,х) =0
S

z
r k=o

OTKyAa, NO YCNOBHIO (T), p=o. Ec.nnšz {xx}, где

x—) 567 В:(х) - Х, & < т

o‚® > т

TO 13 [(r) =0 вытекает, что gr=o (k=0,1,...). Hrak, f(r) =0 npu
всех XE mx N A*, ecan f(xr) 0 для каждого х ©сх.

$ 2. Применения

2.1. Как применение $ 1 обобщим для рассматриваемых методов

теорему Мазура-Орлича о совместности матричных методов на

множестве ограниченных последовательностей (см. теорема 2/7, теоре-
ма 6'®, теорема 6.4!6)).

Теорема. Пусть метод HET u r*emxn A*. Ecau ®* ЭA* ц

Bl =Wg} npugecx, o Bix*} = Mr*). |

Доказательство. Так как ®{х} = WAy} (recx), то g (A{rx} Bix}) =0
(х есх) для каждого непрерывного линейного функционала g p Y. Ho
тогда последнее равенство верно для всех t€ mx NA* (cm. § 1) и, в част-

HOCTH.
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g (Air*) Bixr*)) =0

для каждого непрерывного линейного функционала @ в Y, orkyxa

Niz*) Biz*) =0

Ax*y = Br*}ИЛИ

2.2. Применяя результаты $ 1, докажем еще теорему о существова-
нии неограниченной последовательности в поле суммируемости метода

A, удовлетворяющего условию (7).

Теорема. Если корегулярный метод %в ® суммирует только огра-
ниченные последовательности, то он суммирует только сходящиеся по-

следовательности: /

Доказательство. Покажем, что если UA* comepKUT ограниченную рас-

ходящуюся последовательность, то N* содержит и неограниченную по-

следовательность. Пусть г© Тх ПХ{*, Xı 6 сх. Тогда по $ 1 к: является

точкой прикосновения множества сх в пространстве ¥, не являясь точкой

прикосновения сх в пространстве /х. Тогда по теореме 4.5'8 He

может быть выполнено соотношение хЭ Ü*, T. e. должна существовать

последовательность г € A*, 1o € mx.

Из доказанной теоремы в качестве следствия можно получить тео-

рему 7.1'8! и следствие 1111,

2.3. Суммирование ограниченных расходящихся
последовательностей. B 2.2 мы видели, что в поле суммируе-
мости всегда существует неограниченная последовательность, если толь-

ко метод суммирует расходящиеся последовательности. Интересно уста-

новить, при каких условиях метод %( суммирует ограниченные последо-

вательности. Из теоремы 2@! можно получить, что (в случае Arn—> 4,
(& ==0,1,...) по норме) никакой корегулярный метод %{ не может сумми-

роватх[эщвсе ограниченные последовательности. Действительно, из теоре-
мы 2# `

-„Y ySAH =0

равномерно относительно р =0,1,... . Отсюда

lim zAnX = z ArX
n p k

Из последнего равенства ясно, что

limg (Ax Ё Akx) =0
r k=o

для Bcex g eY*.n x e X, T. e. MeTOn Y sABJAETCA KOHYJEBHIM METOLOM.

Теперь возникает вопрос, при каких условиях корегулярный метод

суммирует ограниченную расходящуюся последовательность? Ответом

на этот вопрос является следующая теорема (обобщение теоремы 1 ).
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Теорема. Пусть Х корегулярный метод, удовлетворяющий усло-
вию (Т). Тогда следующие условия эквивалентны:

(a) сх замкнуто в ®(*; .

() % не суммирует ограниченную расходящуюся последователь-

HOCTb.

Доказательство.
(а) (b). Предположим, что сх замкнуто в %{*. Тогда ® корегуля-

рен, так как при конулевом методе е(х) оказывается точкой прикосно-
вения множества сбхв 9[*; в силу замкнутости ©°х всх то же самое должно

иметь место и в сх (в этом случае топологии эквивалентны), что оче-

видно неверно.
Если метод % е&, то на основании $ 1 должно иметь место соот-

ношение

cx € mxNY* © сх

откуда, в силу замкнутости сх B A*, mxNUA* =cx, Т. е. мётод Хне сум-

мирует ограниченную расходящуюся последовательность.

(b) = (a). Предположим противное, т. е. что сх He замкнуто в A*.

Тогда найдется последовательность {Ф,} (х, © Сх) такая, что

=y (r > со)

где у © сх. Если у ©sх П %(*, то очевидно (b) (а). Поэтому можно счи-

тать, что X € mx NUY*. B этом случае доказательство аналогично доказа-

тельству теоремы 3.1 4. Надо отметить, что доказательство теоремы 3.1

дает больше, чем сказано в формулировке теоремы, а именно: если
в ЕК-пространстве Й неограниченная последовательность X является

точкой прикосновения множества сходящихся последовательностей, то

в В найдется и ограниченная расходящаяся последовательность.

2.4. Совершенные методы. Метод NM называется совершен-

ным, если он совместен со всеми не более слабыми, чем он, методами,

предполагая, что совместность имеет место при последовательностях

е(х) и е,(х) (хеХ; &
= 0,1,...). На основе теорем 5 и 6% можно заме-

тить, что метод %{ совершенен тогда и только тогда, когда последователь-
ности е(х) и е,(х) (х 6Х; В =0,1,...) составляют основное множество

B A*. _ ;

Teopema Ma3ypa-Banaxa 1!! дает необходимый:и достаточный
признак для совершенности реверсивных методов. На основе $1
легко обобщить эту теорему для вышеуказанных корегулярных методов.

Теорема. Реверсивный метод % е ® является совершенным тогда
ы только тогда, когда из

D lgall <oo

(M) ZgnA„kx«—_—O (xeX; k=0,1,...)

leLTeKaeT @п= 0 (п=0,1,...) вY*

Доказательство. Методы, выполняющие условие (М), называются

методами типа (М). Надо доказать, что реверсивный метод A € T AB-

ляется методом типа (М) тогда и только тогда, когда множество

Е = {е(х), ex(x)} составляет основное множество в ®{*. Очевидно, по-
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следнее требование эквивалентно требованию, что из [(;) = 0 nna r€ E

вытекало бы {(х) —0 для всех g € A* или из

Dgl < c
-

gAx+ D) gndux =0 (xeX; k=0,1,...)
(M) n

gAx + Eg„ ZA„‚„x:O (x € X).
n k

вытекало бы g =gn=o (n=0,1,...) BY*

Легко видеть, что (М,) эквивалентно (М). Действительно, из (/М,)
можно получить, суммируя второе условие из (М{) по & от 0 до /, вы-

читая из третьего и переходя к пределу г—> ©о, что из |

2 2l< `

gA„x—}—Z gnlAux =0 (x€eX; & =0,1,...).

(Mz) я

Ит @ (Ах —),Awx) =0 (хе Х)
r k=o

должно вытекать 2 2„ == 0 (л == 0,1,...)

Так как A €T, то (М,) и (М) эквивалентны, что и доказывает тео-

рему.
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ÜHEST ÜLDISTATUD MAATRIKSMENETLUSTE KLASSIST

E. Jürimäe

Resümee

Käesolevas. töös vaadeldakse üht üldistatud maatriksmenetluste (1) klassi, mis mää-

ratakse tingimusega (7) ($ 1). Selle küllalt üldise klassi jaoks lahendatakse mõned
arvujadade puhul juba tuntud probleemid, näiteks kooskõla tõkestatud jadade puhul
(2.1), tõkestamata jada olemasolu summeerimisväljas (2.2), tõkestatud hajuva jada
summeerimine (2.3) ja pööratavate menetluste perfektsus (2.4).

Tartu Riiklik Ulikoo! Saabus loimetusse
19. I 1959

ÜBER EINE KLASSE VON VERALLGEMEINERTEN MATRIXVERFAHREN

E. Jürimäe

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird eine Klasse verallgemeinerter Matrixverfahren (1)
betrachtet, die mit der Bedingung (T) ($ 1) bestimmt wird. Für diese genügend allge-
meine Klasse werden einige für Zahlenfolgen schon bekännte Probleme gelöst, z. B. die
Verträglichkeit bezüglich beschränkter Folgen (2.1), die Existenz unbeschränkter Folgen
im Wirkfeld (2.2), die Limitierung beschränkter divergenter Folgen (2.3) und die Per-

fektheit der umkehrbaren Verfahren (2.4).
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