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К ТЕОРИИ СХОДИМОСТИ ИТЕРАЦИОННЫХ СПОСОБОВ

С. УЛЬМ

Теоремы о сходимости итерационных способов можно разделить на два типа:_
1. Теоремы, в которых доказывается сходимость рассматриваемого способа сов-

местно с существованием и единственностью решения уравнения.

В случае способа Ньютона (для приближенного решения нелинейных операторных

уравнений) впервые такие теоремы доказал Л. В. Канторович 9. Используя принцип

мажорант, он позднее обобщил и уточнил свою теорию Г, . Аналогичные теоремы

о сходимости некоторых других способов были доказаны рядом авторов [° !4 18] Bojee

общие методы для доказательства таких теорем дали Ю. Я. Каазик М1 и Э. Э. Тамме Г.

П. Теоремы, в которых существование решения предполагается и даются только

условия для сходимости (часто влекущие за собою также и единственность решения)
рассматриваемого способа. ;
> Некоторые такие теоремы для вещественных уравнений и систем уравнений (обыч-

ный способ итерации и способ Ньютона) доказаны разными авторами [!2, М, 19 -21], для

нелинейных операторных уравнений (способ Ньютона) M. П. Мысовских [!, !1 и

Б. А. Вертгеймом [! 2],

Теоремы второго типа труднее применимы, чем теоремы первого типа, так как тре-

буется знание области (сферы) расположения решения. Зато они часто дают возмож-

ность расширить условия сходимости итерационных способов, а также уточнить оценки

погрешностей.
Настоящая статья посвящена доказательству теорем второго типа некоторых ите-

рационных способов, часто применяемых в практике, с использованием принципа мажо-

рант. Оказывается, что мажорантные уравнения можно составлять при более широких

условиях, чем при теоремах первого типа! (см., например, теоремы 5, 10, 11 и 12).

$ 1. Основные теоремы о сходимости обычного способа итерации

1. Рассмотрим нелинейное операторное уравнение

х == /(х) (1.1)
где ( - оператор, переводящий линейное нормированное пространство
Х в себя. Применим для приближенного решения уравнения (1.1) обыч-
ный способ итерации

KB 1 Z | (1.2)
тде хо начальное приближение к решению х* уравнения (1.1).

! Основные результаты настоящей статьи легко переносимы в пространства, нор-
мированные посредством абстрактных полуупорядоченных пространств (см., например,
работу '!). Численные нормы рассматриваются только для простоты.
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Наряду с уравнением (1.1) рассмотрим вещественное уравнение

г== // (2) ; (1.3)
и способом (1.2) способ

Zn+l=V(zr) (n=0,1,2,..) (1.4)

где го начальное приближение к решению 2* уравнения (1.3).

Предположим, что факт существования решений х* и 2* установлен.

Тогда справедлива

Теорема 1. Пусть выполнены условия Щ
.

1° ||х* хо |<< 2* 20;
2° || 0(х*) /(х) |<<2* И(2) при || х* —х||<<2*— г << 2* 2',
ede z° число, удовлетворяющее неравенству г„ 2 #' (n=2o, 1,2,...);
3° lim z,=z*. E

N —> oo .

Тогда последовательность (1.2) сходится к решению х* уравнения

(1.1), при этом || х* ха |<< 2* г„ (п==l, 2,...). ;

Доказательство. По принципу полной индукции допустим, что спра-

ведливы оценки -

|х* х, | << 2* —г„ <<2* #’, k<<n—l

(при & 0 такая оценка очевидно верна). Тогда по условию 2° получим

|х* х„ |==|0(х*) О(х„аа) || << #* И(2„н1) = ;
2* г„<< 2* —2/

Так как Нт 2,—=2* 1o u lim х„ =х*. Теорема доказана.

й—>CO N >oo

2. Выясним условия сходимости последовательности (1.4). Пусть
У (2) является в промежутке 2’« 2<<2* монотонно возрастающей функ-

цией, причем 21>29 22 2’. Тогда 2»= И(2г,) 22 И(го) = гl. Индуктивно
легко доказать, что вообще . :

<<y <] L2L22

Hrak, cymecrßyer lim 2, =2. Переходя в соотношениях (1.4) к пределу
N > OO |

(n—> се) и требуя непрерывности И(2), получим г== /(2), т. е. 2 ЯВЛЯ-

ется решением уравнения (1.3). Следовательно, если 217>20 и уравнение

(1.3) He имеет решений в промежутке 20<2<2*, то Пт 2„ =2*. При
й-> ©О .

DTOM MOXWHO B3ATb 2°=2.

* Неравенства 2„ <#* (п==l, 2,...) справедливы без использования : условия
lim 2z, = 2*.

и

й —> oo .
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Легко убедиться, что при 21 << го последовательность (1.4) не сходит-

ся к решению 2* (очевидно, что интересен только случай 2*>2o). Итак,
справедлива _ .

Teopema 2. Пусть выполнены условия

1° ||х* —хо |<<2* 20;

2° || U(x*) U(x) ]| <z2*И(2) npu ||х* —х||<2* 2 г* г0;
3° функция V(z) непрерывна и монотонно возрастает в промежутке

20 < Z <Z*;

4° уравнение (1.3) не имеет решений в промежутке 2o < z < 2* ;

5° 21 >2O: .

‚ Тогда последовательность (1.2) сходится к решению х* уравнения

(1.1), причем || х* х |<< 2* —2„ (п= 1,2,...).

§ 2. О сходимости итерационных способов, содержащих

вторую производную

°l. Рассмотрим уравнение -

Р(х) =0 (2.1)

где Р нелинейный оператор из линейного нормированного простран-
ства Х в пространство У такого же типа.

Применим для приближенного решения уравнения (2.1) способы

Xn+l== Ха (Е-- аК,)—! [Е -- (а---1) К]Г„Р (Xn)

| (n=o, 1, ...)

(2.2)

Здесь Е единичный оператор пространства Х, а вещественное число,

Хо начальное приближение к решению х* уравнения (2.1),

RS TaP(xn), Tp=Ts =[P’(xn)]"’
Способы в виде (2.2) при вещественных уравнениях рассмотрел Р. Луд-
виг 0%, обобщение их на операторные уравнения дал Ю. Я. Каазик Bl

Заменим уравнение (2.1) уравнением.

x=U (x) (2.3)
где U (x) =х (Е--аК) 7Е -- (а -1) К,Г.Р(х)

Допустим существование решения х* уравнения (2.1) в сфере
1х —хо | < г*. Если существуют линейные операторы Г, Ф И

(Е --ай, )—!, то х* является также решением уравнения (2.3).

Способы (2.2) можно теперь рассматривать как обычные способы

итерации вида (1.2), т. е. для исследования их сходимости можно при-
менить теорему 2. С этой целью составим мажорантное уравнение Z—-

= \И(г) для уравнения (2.3), которое удовлетворяло бы условиям тео-

ремы 2 (принято го== 0). _
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° Потребуем непрерывности и трехкратной дифференцируемости3 опе-

ратора Р. Предполагая существование оператора (/(х) в интересующей
нас области, преобразуем разность U(x*) U(x): -

U(x*) U(x) =x*—x+ (E+aßz) ЦЕ -(а-Е1)К,Р(х) =

= (E+aß;)-H(E+aR;) (x*—x) ННЕ (a +l)R] T, P(x)}=

= (E+aß,) "1 {x* x+ 5 aI.P” (x) Iy P (x) (x* x) +

+TP(x) + 5 (a+ DIP/(OMPOE (2.4)

Так как

@ = Г.,Р(х*) =Г,Р(х) -- х* х |-
1

+/TP (x+l(x* —x)) (x*x)2(1 —1)d7

8=LELEL a

+3/ TL”(x+l(x*—x))(x* x)(1 1)*d1
где @ нуль пространства Х, то

T.P(x) =— (x* —x) /`Г,Р”(х--т(х*х)) (х* х)?(1 —т) йх (2.5)

Г.Р(х) = (x* x) 5 1P"(x) (x* x)*
1

—Тар ) * —3O —i (2.6)

Используя соотношения (2.5) и (2.6), можно преобразовать выраже
ние (2.4)

U(x*) Ü(x) = (E-HaR,)T! {* —x— š аГ,Р” (х)(х* х)?

“LaTP() [ TP(el —) ( —)( ( )

(x*—x) STuP"(x) (x* —x)2—

—;-О/]Г„Р”’‹хдгт‹х*—х»‹х*—х›з‹l—т›2ат+s‹а+l›г‚„Р”‹х› (x* —x)? +

|

+ (a 4 1)TP (x) (x*—x)LlezP”(err(x*—x))(x*—x)2(l—r)a’r]+
3 Дифференцируемость понимается здесь и в дальнейшем в смысле Фреше.
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2 ENSV TA Toimetised T-3 59.

+e+ DTP() [fD e )2(1 —т›атГ}:‹Е + ай—-

{<l+ о) ГшР”‹х›[ O/I'FzP”(x + r(x* —x)) (x* x)2(1 ——t)dr](x*— x) +

+š(l+a) Г.Р” (х) [OlezP"(x—l—r(x*——x))(x*——x)2(l—l:)a,'l:]2. -

—%OflF„„P”'(}c+r(x*——x))(x*—x)ß(l_r)%} | (2.7)

Допустим, что в сфере |х* х||<<г* справедЛивы оценкиу р < Р

IT <В; 57 IP"(x) I<K; 37 1P () [|< L ;

Если |х* х|| << 2г* г << 2*, то

Jar =Il 3 aT.P” (x)TuP (x) | = 1 зоГ,Р”(х) (x* —x) +
1 .

+3 01P"(x) / TP(x+l(x* —x)) (x* 0)2(1 —1) dell <
' 0

| <|a|BK (2* —2) - |а|В?К? (2* г)?

(2.8)

Требуя, чтобы

la| (BK2* -+ B2K2z*2?) < | (2.9)

можно по теореме Банаха сделать вывод о существовании обратного
оператора (Е-- аХ,)-! и оценки

1
1(Е -а) 71 <7TBZZE : (2.10)

при |х* х|| <2*— 2<< 2*. ;

Исходя из выражения (2.7) и используя оценки (2.8) й (2.10), можно,
| U(x*) U(x) Il оценить следующим образом: |

U (x*) U(x) || < NNOEA
| |a| [BK (2* —z) + B2K*(2* z)?]

т. е. условие 2° теоремы 2 выполнено, если выбрать

WONN HN aIBKC (2" z)*
1 —Ja|[BK (z* z) + B2K2(z* 2)?]= (2.11)

Обозначим ВКг* —& и Вl2*®—[.Условие 5° теоремы 2 будет вы-

полнено, если имеет место неравенство

lalk4+ (2/1 + %a| + | al)k?A |l+a[k3+l<l (2.12)

Тогда очевидно выполняется и требование (2.9). Элементарный ана-

лиз показывает, что при выборе (2.11) и условии (2.12) выполнены так-

же и условия 3° и 4° теоремы 2. о '
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Прежде чем сформулировать теорему сходимости, сделаем два суще-
ственных замечания.

Замечание 1. Отметим, что сферу ||х* х|| < г* можно заменить

сферой
|хxoll 22* —2, (2.13)

так как сюда относятся элементы Xg, Xl,
..., Xy ...,

X.

Действительно, ха хо|«<х» х*|| -- |х* хо|| <<22* г„ << 22* 2

(n=l, 2,...), и очевидно, что элементы Xo, X* принадлежат к сфере
(2.13). _

Замечание 2. Если оценки (2.8) осуществить в сфере (2.13) *, то

условие (2.12) обеспечит сходимость способов (2.2) к произвольному ре-
шению уравнения (2.3) в сфере ||х xoll < 2*. Учитывая единственность

предельного элемента в линейном нормированном пространстве, выво-

дим отсюда единственность решения уравнения (2.3) в сфере
|х х <<г*.Следовательно, в этой сфере единственно и решение урав-
нения (2.1). -

В итоге имеет место

Теорема 3. ЛПусть |

1° уравнение (2.1) имеет решщение в сфере |х хо| <<2*;
2° оператор Р непрерывен и трижды непрерывно дифференцируем в

сфере

4 Lyl p 2 . 3

х—ло <( -НЕНЕ) ; (2.14)

3° в сфере (2.14) справедливы оценки

|Г.I <В, РС <Ка 1Р”(0 < 1

4° выполнено неравенство (2.12).

Тогда последовательности (2.2) сходятся к единственному в сфере
|х xoll< z* решению х* уравнения (2.1). Справедливы оценки

lx*xall<l2* —2, (n=1,2,...), 20e 2,11=V(25) (n=0,1,...); 20=0;
V(z) определяется выражением (2.11).

2. Используя теорему о существовании решения уравнения (2.1),
доказанную М. К. Гавуриным (® стр. 27), можно на основе теоремы 3

вывести теорему о сходимости способов (2.2) при так называемых усло-
виях типа Коши. Исходя из других предпосылок, такую теорему при
а== 1 доказал В. Е. Мираков 1%!. При других значениях а до сих пор
этот вопрос не разбирался. Итак, базируясь на теорему 3 и на вышеука-

занную теорему существования, имеет место |
Теорема 4. Пусть j

1° oneparop P непрерывен и трижды непрерывно дифференцируем
в сфере

211 ; 2 1 3 AHx——xoll_<(l+ ЩЁ%)ВЦ; (2.15)

4 llpm 3TOM COoxpaHgeM o6O3HaueHHA ONEHOK B, K, L,
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2° 1P (x0 1< m;

3° в сфере (2.15) справедливы оценки

Ha<Ka IP ( I< L;

4° |a| %+ (2/1 + ža] + |a]))x? + 11 -ах-) <1, .
где х== B?*Kn, A = B3Lqn2, ( |

Тогда уравнение (2.1) имеет в сфере |х Xoll<Bn единственное ре-
шение х*, к которому последовательности (2.2) сходятся с быстротой

|х* х„!<<2* —г„ (п=1,2,...), где гаа == И(2») (n=o,l, ...);
го—= О и

_

(21!-+- ЗаВ2К® -- В/. (Вт z)*+ [1 aIB*KM(Bn z)*
V(z) =Bn

1— la BR(Bn —2) + B'K2(Bn2)l]

$ 3. ©О сходимости некоторых других способов

1. Прежде всего рассмотрим два следствия из теоремы 2.

Следствие 1. Пусть (/(х) и V(2) непрерывны и непрерывно диф-
ференцируемы. Тогда справедливы соотношения

1

U(x*)U(x) = [ U(x+l (x*—x)) (x*x)dr

z* V(z) = И(2*) И(г) = f И’(г-т(2* 2)) (г* —2)ах

Следовательно, теорема 2 остается в силе, если условие 2° заменить

условием

2Y 07(x) I< И’(2) при |х* х << 2* —2< 2* 205

Следствие 2.. Пусть U(x) и И(2) аналитичны, т. е.

U(x*) U(x) =— Yg U® (x*) (xey
k=l

2* V(z) =V(z*) V(z) =— žki' И® (2%) (2z*Y
k=l

Следовательно, теорема 2 остается в силе, если условие 2° заменить

условием

9° 17® (х*)| << (—1)Н! И® (z*) (k=l, 2,...)

$ Монотонность И(г) следует здесь из положительности V'(2).
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2. Исходя из теоремы 2 и ее следствий, можно аналогично теореме 3

доказать ряд теорем П типа для обычного способа итерации и способа

Ньютона. В указанных теоремах можно часто достичь существенных
уточнений, если в качестве начальных приближений принять х и 21. При
этом оценку ||х* х I< z* Zı проведем отдельно. Чтобы обеспечить

единственность решения, учтены замечания, аналогичные замечаниям 1

и 2. В дальнейшем предположено, что ф(г) и Ф (2) непрерывные и мо-

нотонно возрастающие функции в интересующих нас промежутках, при-
чем ф(0) = Ф(0) = 0. Если ф(г) = Ф(г) =Кг (К положительная по-

стоянная), то из теорем 8, 10 и 11 получим, по существу, результаты
И. П. Мысовских (при несколько ослабленных условиях по сравнению
cl 13). Результаты Б. А. Вертгейма соответствуют случаю ф(2)
== Ф(г) = К2г* (0 <а < |).

3. Обычный способ итерации. | .

Теорема 5. Пусть

1° уравнение (1.1) имеет решение в сфере |X х,|« 2*;

2° 10(х) 0(х”)|| < ф(Их”х”||) при каждом х и х” из сферы
1х xoll <2* + p(2*);

3° уравнение г== \/(2г) не имеет решений в промежитке 0 < г < 2¥,

Тогда последовательность (1.2) сходится к-единственному в сфере
1х хо|<<2* решению х* уравнения (1.1). Справедливы оценки
Iх* —х„ 2* —г„ (п=l, 2,...), где га == И(2,) (n=o, 1,2,...);
го =0; И(г) =2* ф(2* г). - .

Теорема 6. Пусть : |
1° уравнение (1.1) имеет решение в сфере ||х xoll < 2*;

O 1 `2
ki NU® (x0) | < g (8=1,2,...); |

3° оператор U(x) anaauruuen* e cpepe ||x хо|| < 22* г1; ;

CO CO CO |
4E EZ HRR

=2 у k=2

Тогда последовательность (1.2) сходится к единственному в сфере
!х хо|<<2* решению х* уравнения (1.1). Справедливы оценки

* х»|| << 2* —2„ (п= 1,2,...), где г„ I== И(2„) (n=12,...); 21 =

OO Oo 0

za > @* V(@) =2* +ql(z2—2%) Y] qu(22* —2)* +)] qe*.
k=l k=2 k=2

Teopema 7. Лусть :

1° уравнение (1.1) имеет решение в сфере |х хо! << 2*;
:

o 0 -
; 1.

S To ecrb (/(х) ЕЙ u® (xo) (x—xo)knm{ каждого х из сферы ||xxoll <
RE .

< 22* 21. ;
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о° 4 Л 0% (х) 1<@, (#=1,9,...) при х хо! <2*;
3° оператор ((х) аналитичен? в сфере |х хо|| <<22*21;

w .

4° Y o,z*k-! £l,

Toeda последовательность (1.2) сходится к единственному в сфере
!х —хо|« г* решению х* уравнения (1.1). Стправедливы оценки

|х*—х„|« 2* —2, (n=1,2,...), 206 г„ ча = И(г,) (n=0,1,...);

го == 0; И(г) =г* Z Ox (2* z)*
k=l

4. Модифицированный способ Ньютона. ;

Для решения уравнения (2.1) будем применять способ

56„.… :xn—l’oP()qn) (n: 0‚ I‚. ) (3.1)

Teopema 8. llycT6 |

1° уравнение (2.1) имеет решение в сфере ||х хо|| << г*;

2° оператор Р непрерывен и непрерывно дифференцируем в сфере
|х xoll < 22* 21;

3° а) ||Е ГоР’ (х) | < ф(ххо!|) в сфере ||х xoll < 2%; ]
6) lIE—ToP" (x) <D (ll*—xll) в сфере|хXoll < 22% 245
z* z*

“

4° [ Ф(2г* р@ < [ ф(да. |
Zı 0

Тогда последовательность (3.1) сходится к единственному в сфере
lx xoll <2* решению x* уравнения (2.1). Справедливы оценки
|х*х„| <2*— г„ (п=1,2,...), геде 2z,+l=V(z,) (n=12,...);

2* 2*

zı =2*—[ o(tydt; V(z)=2*—[ ®(2e* —l)at.
0 Z

Замечание 3. Теорема 8 остается справедливой, если рассмат-
ривать более общий способ

Хп I==Х„ АР(ха) (п==0,1,...) (3.2)

где Л линейный оператор из пространства У в пространство Х (при
этом в условиях теоремы заменим Го на Л).

Теорема 9. Пусть ,

1° уравнение (2.1) имеет решение в сфере |х хо|| < г*;

о
1 -

2° -ЙГо Р® (хо) || <р‚(&= 2,3,...); ;

со . .
1

* То есть U(x") = Zzi ® (%) (¢ х’)* при каждом х’ из сферы ||х xoll
k=o

< г* и х” из сферы |хxoll < 22* zl.
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3° оператор Р(х) аналитичен8 в сфере ||x— xoll £ 22* z1;

со 0 со

4° Z P (2* + z piz*i)* <2 z prz**. _
k=2 j=2 k=2

Тогда последовательность (3.1) сходится к единственному в сфере
1х хо|| <2* решению x* уравнения (2.1). Справедливы оценки
Iх* х„|| <2*—г» (п = 1,2,...), где га = И(г,) (n=12...);

o 0 o 0 oo

a=z*— ) pet V() =2" D pr(22*—2z2)*+ Y) prz*t
k=2 k=2 k=2

5. Основной способ Ньютона.

Для решения уравнения (2.1) будем применять способ

xn+l': Xn TnP (Xn) (n=0,1,...) (3.3)

Теорема 10. ITycre `

1° уравнение (2.1) имеет решение в сфере х хо|| < 2*;

2° оператор Р непрерывен и непрерывно дифференцируем в сфере

Ix—xoll <z*+ f o(b)dt;
0

(3.4)

FNE —T P(x"')I < olx”x'Il) при каждом х’и х” из сферы. (3.4);
1

4° ф(#2*)#Е < 1. ;
0 -

Тогда последовательность (3.3) сходится к единственному в сфере

!х xoll <2* решению x* `уравнения (2.1). Справедливы оценки

|х* х„ < 2* г» (п==1,2,...), ede гл а == И(2,) (n=0,1,...);
2* &

20=0; И(г) = г* j ф() @.
0

Теорема 11. Пусть

1° уравнение (2.1) имеет решение в сфере |хXoll < 2*;

2° оператор Р непрерывен и непрерывно дифференцируем в сфере
х хо < 22* 21;

3° а) 1Е Г,Р’(х) ! < ф(Иххо) при ххой < 2*; |

б) |Г.о[Р (х”) Р’(х”)]1<Ф(х”||) при каждом х’и х” из сфе-
ры хxoll £ 22* 21;

- / Ф@@ ~
4° Ф(22* —а)+ <l.

2* —2l

CO

;
1

То есть Р(х) _Zfe_lp(k) (хо) (х хо)® для каждого х из сферы |х % <

k=o

< 22* Zl.
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Тогда последовательность (3.3) сходится к единственному в сфере
1хxoll <2* решению х* уравнения (2.1). Справедливы оценки

|х* х„ < 2* г„ (п==1,2,...), еде гача == У(гя) (n=l, 2,...);

-

2*—2й

. / Ф@@

—k—. %
0

.2=z of WE SE

оо —а

Теорема 12. Пусть
1° уравнение (2.1) имеет решение в сфере х Xoll < 2*;

2° оператор Р непрерывен и непрерывно дифференцируем в сфере
х хо|| < 22* 21;

З° а) |Е ГоР”(х) ! < ф(Ихжо!) @ |Г.Й <В, в сфере |х xoll < z*;

6) ||Р’(х”) Р’(х”)| < Ф(IХх”||) при каждом х’и х” из сферы
|х xoll < 22* 21;

| B.) o(t)at
4° B*CD(z*—zl)——l——z(-);z— <1

©1

Тогда последовательность (3.3) сходится к единственному в сфере
1х хо| <г* решению x* уравнения (2.1). Справедливы оценки
Iх* —х„<2* г (п == 1,2,...), где га == У(2„) (п=1,2,...); г==

- 2z

. В,/ ®(t)dt

z*_of @(2)dt; V(2) =2*—lTo&km

6. В качестве примера приведем доказательство теоремы 8. Заме-
ним уравнение (2.1) эквивалентным ему уравнением

x=U(x) (3.5)
тде (/(х) =х ГоР(х). Способ (3.1) можно тогда рассматривать в

виде (1.2). Покажем, что условия следствия 1 выполняются. В качестве

начальных приближений рассмотрим Х, и 21.

Прежде всего покажем справедливость оценки ||х*—xı < 2*21.
Действительно,

lx* xlll = llx* xo + T'oP (x0 I = 1E —xo+ГоР (хо) ГоР (x*)| =

1

| = ||х* —хо— Го f P’(xo+r(x* Xo)) (x* xo)drl =

1
0

=i f [E PP(xo+ I(x* xo) )](x*xo)dxll <
0 Ä .

1 2*

<| ф(т2*)2*ах= |ф(ра!1—2* г/ / l

если использовать условия I°, 2° и 3° а) теоремы 8.
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Если |х* х|| <2*—г, то по условию 3° 6) теоремы 8 получим
(см. также замечание 1)

NU (x) || = 1E ToP'(x) || £ D(llx xoll) <
< Ф(lхх*| -- |х*xoll) £ D(22* —2) = V'(2)

T. е. условие 2% следствия 1 выполнено. Так как \И’(2) является в про-

межутке Zı <#2< г* монотонно убывающей, то уравнение 2 = V(z)
не имеет решений в 2 <<2 << г*. Условие 4° теоремы 8 эквивалентно не-

равенству гэ » 21. Аналогично замечанию 2 можно сделать вывод об

единственности решения в сфере ||х xol <2*. ,

7. Рассмотрим следствие из теоремы 8.

Пусть Ф(#) = Ку2*, Ф(г) = Ког* (0 <а < 1), при этом К, <K.

1К.2**!! г 92* г\*Р
Тогда 2) —C— AL 3 V(z) z*._l_{(z___Ц

а1 а1 а1

Условие 4° теоремы 8 выражается в виде

Klz*a < (а-- j [ )A

Взяв К, = К, == К, получим в качестве условия 4°

1

Kz*« < (a 4 1) (27 —1) = p(a)

T. €., если 1 2 а 2 0, то 2(\/_s 1) < н(а) < 1. Этот результат уточняет
соответствующий результат Б. А. Вертгейма !,
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ITERATSIOONMENETLUSTE KOONDUVUSEST

S. Ulm

Resümee

Artiklis käsitletakse mönede praktikas enamrakendatavate iteratsioonmenetluste
koonduvust lineaarsetes normitud ruumides, eeldades, et vorrandi lahendi olemasolu on

tagatud. Pohiliseks osutub teoreem 2, millel tuginevad kdik jirgnevad teoreemid. Toes-

tatakse operaatori teist tuletist sisaldavate iteratsioonmenetluste (2.2) koonduvusteoreem.
M. K. Gavurini tdestatud olemasoluteoreem ([%, Ik. 27) vdimaldab eelnimetatud koondu-
vusteoreemist tuletada nn. Cauchy-tiilipi koonduvusteoreemi. Jirgnevalt uuritakse hari-

liku iteratsioonmenetluse, modifitseeritud Newtoni menetluse ja Newtoni pohimenetluse
koonduvust. Teoreemid 8, 10 ja 11 iildistavad I. P. Mõssovskihhi vastavaid tule-
musi [''» 18], Uurimismeetodina kasutatakse artiklis majorantide printsiipi laialdaste hin-
nanguklasside jaoks. 4

Tallinna Polütehniline Instituut Saabus toimetusse
15. V 1959

ZUR KONVERGENZTHEORIE VON ITERATIONSVERFAHREN

S. Ulm

Zusammenfassung

In der Abhandlung wird die Konvergenz einiger in der Praxis am meisten ange-
wandten Iterationsverfahren (in linearen normierten Räumen) untersucht. Dabei wird
vorausgesetzt, dass die Existenz einer Lösung der Gleichung gesichert ist. Als fundamen-

tal erweist sich das Theorem 2, worauf sich alle weiteren Theoreme stiitzen..Es wird das
Konvergenztheorem fiir solche Iterationsverfahren bewiesen, die die zweite Ableitung des
Operators enthalten. Ein von M. K. Gawurin bewiesenes Existenztheorem ([Bl $. 27)
ermoglicht es, aus dem erwdhnten Konvergenztheorem ein weiteres Konvergenztheorem
Cauchyschen Typs abzuleiten. Ferner wird die Konvergenz des gewdéhnlichen Iterations-

verfahrens, des modifizierten Newtonschen Verfahrens und des Newtonschen Grundverfah-
rens untersucht. Die Theoreme 8, 10 und 11 verallgemeinern die entsprechenden Ergebnisse
von 1. P. Myssowskich 1[!!, 18], Als Untersuchungsmethode hat sich das Majorantenprinzip
fiir umfangreiche Abschatzungsklassen bewihrt.
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