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НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ОБОБЩЕННЫХ МАТРИЧНЫХ

МЕТОДОВ СУММИРОВАНИЯ

КОРЕГУЛЯРНЫЕ И КОНУЛЕВЫЕ МЕТОДЫ

Э. И. ЮРИМЯЭ

Введение

Пусть Х и Т некоторые банаховы пространства. Мы будем рас-
сматривать матричные преобразования *

: |

) (n=0,1,...)yn:;Ankxk ((I)

где:А„; ограниченные линейные операторы из Х в У. .

`Обозначим черезA (Arx) матрицу преобразования (1) и через

сх°, сх и тх соответственно классы всех (сильно) сходящихся к нулю,

(сильно) сходящихся и органиченных последовательностей ¢ = \х,} в Х.
Они превращаются в банаховы пространства при нормировке
1&!= зир |х,!. Классы всех последовательностей, которые при помо-

R

щи (1) преобразуются в сходящиеся (сходящиеся к нулю) последова-

тельности, обозначим черезA* (Uo*). Предел последовательности

9 = 1 (х) = {у„? назовем RA-cymmoit последовательности х== {х,? и обо-

значим через AU{x}.
Такие преобразования рассматриваются в работах [?. + 5 7], из KOTO-

рых первые две посвящены установлению необходимых и достаточных
условий для того, чтобы метод® сохранял сходимость, т. е. суммиро-
вал все сходящиеся последовательности.

Теорема 1. Метод1 (А»к) сохраняет сходимость тогда и толь-

ко тогда, когда

1° существует lim Amx =Awx (x €X; k=0,1,..)),

2° cywectsyer lim ZAnkx:Ax (x €X),

И
% .

3° sup ”ZA„,„x„”< M(n,p,=01,..).
ха <1 П&

В $ 1 настоящей статьи рассматривается поле суммируемости U*

матричного метода U как некоторое ЕК-пространство; дается формула,
которой выражаются все непрерывные линейные функционалы в ® *.

oo

* Для краткости обозначимЕ‚ lim H sup coOTBeTCTBEHHO через X, lim m sup-
-50 kOO o<k<oo R k k
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В $ 2 все методы, сохраняющие сходимость, разделяются на классы

корегулярных и конулевых методов и выясняется, в частности, тополо-

гическое значение понятий корегулярного и конулевого методов сумми-
рования числовых рядов, введенных Виланским Bl

Результаты $$ 1u 2 применяются вss Зи 4 при обобщении некото-

рых результатов Целлера [?] для абстрактных рядов. При этом ока-

зывается; что во многих случаях доказательства Целлера хорошо при-
менимы не только для числовых рядов, но и в данном общем случае
(см. теоремы 5, 6 и 8); при других теоремах (см. теоремы 3, 4 и 7)
использование определения конулевого метода, данного в $ 2, и тео-

ремы 4.519] несколько упрощает доказательства.

$ 1. Поле матричного метода

Оказывается, что и при вышеуказанных методах поле суммируемо-
crn U* метода 1 является ЕЁК-пространством {4 '(т. е. полным MeTpu-
чёским локально выпуклым пространством, в котором имеет место схо-

димость по координатам). Доказательство такое же, как и в случае чи-

словых рядов, с заменой непрерывных линейных функционалов на не-

прерывные линейные операторы. Итак верна

Теорема 2. Поле суммируемости U* meroda 1 является FK-
пространством с квазинормами

<
1(1) srgp”šA„kka (n=0,1,..)

(2) ! (&—=0,1

(3) sup „ZA„{
п

R

При реверсивности метода{ (метод [ назовем реверсивным, если

система (1) имеет единственное решение при каждой ®== {и„} © су) Х1 *
оказывается банаховым пространством с нормой (3).

В применениях важно узнать общий вид непрерывного линейного

функционала в пространстве{*. По аналогии с ] можно доказать, что

каждый непрерывный линейный функционал в Ü* выражается форму-
лой

() о) = thxwrz Oan-2Y

где й, непрерывные JIHHEÄHLIE ÖYHKUHOHAJNBI B,a Hg —B Y,

Yn = ZAprXx, Y =llimy,, npuuem по теореме Банаха-Штейнхауса должно
R n

быть выполнено условие

„zllg„ll<OO
вытекающее из требования сходимости ряда Äg„Yn NPH . BCEX Y = {Y„}ECy.

n

Здесь и в дальнейшем мы пользуемся последовательностями

E E Z (yeY)

y = 00 .040 (и сХ; k=0,1,...)
W

И

которые составляют основное множество в пространстве су.
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/ $ 2. Корегулярные и конулевые методы

Если метод ® сохраняет сходимость, то последовательности е(х) и

ex(x) (xeX; & ==0,1,...) принадлежат полю суммируемости метода K.
Если в пространствеA* `

e (x) =e(x) —z ex(x) (r=0,1,...) |
слабо сходится к нулю при всех X€X, ToO Mbl HA3OBEM Me-

тод { конулевым, в противном случае корегулярным.

Из равенства (П) видно, что в YU* имеет место слабая сходимость

к нулю при е,*(х) тогда и только тогда, когда это справедливо при
Yr= AUle,* (x)] ={y”} в пространстве су . Так же как в [1 (гл. 1Х), можно

доказать, что для слабой сходимости последовательности ),= {y;}
(r=0,1,...) необходимо и достаточно выполнение условий: .

-° 1° limg(y?)= 0 npu Bcex лп и при всех дв Y; ;
r

2° lim g(limy’) =0 npu Bcex g B Y,
- r n

3° последовательность {l)‚} ограничена. .

‚ Контролируя эти условия при е,* (х), видим, что условия 1° и3° вы-

полнены в силу теоремы 1. Из 2°

limg(lim >} Ax) = limg(Ar ) Aw) =0

r п о в=тН
r k=o

Мы получили следующий результат:

merod A конулевой тогда и только тогда, когда

limg (Ax z Arx) =0
T k=o

(111)

npu scex x € X u npu ecex g 8 Y.

NMpumep 1. Iyers X=Y =Ry, rae Ry noJie KOMIJIEKCHBIX UYHCEJ

и А„к комплексные числа. Следовательно, речь идет о числовых

рядах. В этом случае, как известно, определенная Виланским ®! харак-

теристика о (91) метода суммирования 91 выражается формулой ..

o(QA) =A —4r
R

rie A =lim3A,, 1 Ax=lim A, (R=ol,-..).
n k n

Условие (I11 дает в данном случае

a-lim U{e,*} = a-o(AUA) =0

—e‚*:e——Ze‚c,e:{l,l,...‚l‚...} H

k=o

к нулей

е {0,0,...,`0, 1,0,...} (® =0,1,...)

тде

Из этого ACHO, что оба определения конулевого метода совпадают.

4 ENSV ТА Toimetised T-2 59.
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Пример 2. Пусть Х— Х. В этом случае мы можем говорить о ре-

гулярных обобщенных методах, как и при числовых рядах. Очевидно,
что в этом случае Ах = х и А,х 0 (# = 0,1,...). Из (1) следует, что

каждый регулярный метод является корегулярным.

Пусть Rı u Ra означают ЁЕК-пространства с В, ©В,. Тогда из тео-

peMbl 4.5 [*] вытекает, что каждый непрерывный линейный функционал
в В, является непрерывным линейным функционалом и в &,. Из этого

непосредственно следует _

Teopema 3. Kopeeyaaprolü mMeTOoOU He MOMET ÖbLTO CUNDHEE KOHY-
-166020 meroda B(A* c B*).

При числовых рядах Целлер получил этот результат из формулы
0(B) =а ‹ о(*1), которая справедлива в случае B*sA*.

$ 3. Совместность методов

Теперь рассмотрим некоторые вопросы совместности обобщенных
матричных методов. Докажем три теоремы, обобщающие результаты
Целлера 14,

Теорема 4. Если U корегулярный и ® конулевой методы, такие,

что 1* =93*, то не найдется совместного с®З метода®, для которого
®) * 9|*.

Доказательство. Если ® * =U*, To u3 теоремы 3 следует, что метод

D корегулярен.
Так как метод ® должен быть совместен с методом B, TO

OO CO

lim ») Duyr=lim D, Bux
й вн N k=r+l

и выполнение условия (11) при методе ® следует из выполнения этого

условия при®3. Это значит, что метод ® должен быть конулевым. Мы по-

лучили противоречие, что и доказываег теорему. -

Теорема 5. Пусть последовательность Xag EU* A6ırAETCA TOUKOÜ

прикосновения множества сх в пространстве AU*, B* D UA* u sbinosnensl

условия _
lim 2A,xx = lim S Ba

n k n on

- lim A, zx = lim Brr(IV)

при всех х еХ. В этом случае B {xo} =U {xod.
Доказательство. Аналогично доказательству Целлера (см. теоре-

my 6.3a [4).

Теорема 6. Если последовательность хо He является точкой при-
косновения множества Cx в поле суммируемости метода 1, то соответ-

ственно каждому элементи ио © У найдется такой метод ® сB *5U*, что

выполнены условия (IV) u B {хо} == Ио. -
Доказательство. Учитывая следствие теоремы Банаха-Хана, найдется

такой непрерывный линейный функционал | (r) в пространстве ®l*, что

O mnpu ye cx
@) = {1 при ;= о

Положим

F(x) =U + (yo—U {xod) - f(x)
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Учитывая общий вид непрерывного линейного функционала, можно

убедиться, что найдется матричный метод 93с 5*59 и Е(х) =B x}
при всех у Е {*. Действительно, .

F(x) =Alg) + (yo— Wxo)) * (Z] huta + 2 gnln + 89) =

. k n

= lim [Z A+ (Yo —"Ql{}‘o}) Z cp„,„x,„]:
n k=o k=o

= lim )|Bueti = By}
N k=o `

тде

Onr = Йк- QBodox + lA+ ...
+ n_lAy_ı, 24 QAnr

H

B„kxk == A„k*ck + (yo Ql {xo}) ° Cpnkxk

$ 4. Существование неограниченной последовательности

: в поле суммируемости матричного метода

Из определения конулевого метода следует, что е(х) является точ-

кой прикосновения множества сх° в {*. Так как это несправедливо в Mx,
то из теоремы 4.5 ! непосредственно вытекает

Теорема 7. В поле суммируемости каждого конулевого метода

найдется неограниченная последовательность.
Решение этого вопроса для корегулярных методов оказывается зна-

чительно сложнее. Можно доказать теорему для частного случая.

Теорема 8. Если регулярный для нулевых последовательностей
метод 1 суммирует некоторую ограниченную расходящуюся последова-

тельность ; к нулю, то метод ® суммирует и неограниченную последо-

вательность. = ;

Доказательство. Рассмотрим последовательности

ä(r)’:{xo‚xl‚..-‚xr‚O,O‚---} (r:O’ 1"")

H-lOKaXEM, uTo B npocrpaHcTtße U* y— r() слабо сходится к нулю при
г —>со. Так как Ф {х} —O, то, учитывая условие регулярности для нуле-
вых последовательностей, имеем YY {x} =0 (я==0,1...). Отсюда

() =Zk: Aıkk +2] 2, (Z Ankxk)
И

/ &) :Zhkxk+zg„(z А‚…х„) |
k=o n k=o

Надо доказать, что

(V) lirm LE ©®

для каждого непрерывного линейного функционала в °[*.

Очевидно, что для этого необходимо и достаточно, чтобы последова-
r

тельности \), {ZA„„xk\l слабо сходились B NPOCTPAHCTBE су° K

k=o :

)y= { 3 А„»х,}. Последнее имеет место тогда и только тогда, когда вы-
k

полнены условия (см. 1° и 3° из $ 2):
4*
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r

° а) limg (ZA„kxk)v:g(ZA„kxk) при всех л и при всех непрерывных
r k=o k .

линейных функционалах 2 в Y;

6) последовательность {х,! ограничена.
-

Условие а) всегда выполнено при X € AÜ*. Vcrzoßre §) B JAHHOM CJlY-
чае выполнено, так как последовательность ;г ограничена и, по условию
3° теоремы 1, .

r | ET Х, I,]HzAnkka:Sup”ka“ZA"k зар х !'<M-SUPHXkH (n,r=0,1,...)
|l&==o | k k=o k ' k

Следовательно, выполнено условие (У) и, таким образом, х является

точкой прикосновения множества сх° в пространстве °l*. Так как это не

верно в Тх, то и несправедливо соотношение тх 2AÜ*, T. е. найдется та-

кое 11 € [*, что Х) Е Mx.

Из доказанной теоремы получаем

Следствие 1. Если в поле суммируемости регулярного для ну-
левых последовательностей метода ®| найдутся такие сходящаяся после-

довательность ;, и ограниченная расходящаяся последовательность 12,
что % {хl}== !(р»), то метод ®| суммирует и неограниченную последова-

тельность. : _ _
Следствие 11. Если регулярный метод суммирует только огра-

ниченные последовательности, то он суммирует только сходящиеся по-

следовательности. .
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MÕNINGAID KÜSIMUSI ÜLDISTATUD MAATRIKSMENETLUSTEST

Koregulaarsed ja konull-menetlused

E. Jürimäe

Resümee

Olgu X ja Y mingid Banachi ruumid ning A, (n,k=0,1,...) tökestatud lineaarsed

operaatorid. Eeldusel, et read z Änkx,c (n=0,1,...) koonduvad, vaadeldakse maatriks-

: k
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menetluste

OO

ynZZA nkXk (1=01,...)
k=o

(I)

moningaid omadusi. _
Zellerl* toestas funktsionaalanaliiiisi meetodite abil arvujadade puhul rea teo-

reeme maatriksmenetluste kohta. Paljudest neist teoreemidest ndhtub, et konull-menet-
luste puhul esineb erandlik olukord. Kéesolevas toos iildistatakse Wilanskyßl poolt
arvujadade jaoks sissetoodud koregulaarsete ja konull-menetluste maiste (§ 2). See või-

maldab arvujadade jaoks héstituntud omadusi Ше kanda Ка iilalmérgitud menetluste

juhule, niiteks: menetluste kooskola (§ 3) ja tokestamata jada olemasolu summeerimis-
viljas (§ 4).

Tartu Riiklik Ulikool Saabus toimetusse
19. I 1959

EINIGE FRAGEN ÜBER VERALLGEMEINERTE MATRIXVERFAHREN,

CO-REGULÄRE UND CO-NULL-VERFAHREN

E. Jürimäe

Zusammenfassung

Es seien X und Y beliebige Banachsche Räume und A„,c (n, k=0,1,...) be-

schränkte lineare Operatoren, die X in Y abbilden. Unter Voraussetzung der Konvergenz

der ReiherlZA‚„c x, (n=0,1,...) werden einige Eigenschaiten der Matrixtransformationen

R

CO

yn=ZAnkxk (n=0,1,...) _
k=o

(1)

betrachtet.
°

j
Mit Hilfe der Methoden der Funktionalanalyse hat Zellerl[# mehrere Sätze über

Matrixtransformationen für Zahlenfolgen bewiesen. Aus verschiedenen dieser Sätze ergibt
sich, dass den Co-null-Matrizen eine Ausnahmestellung zukommt. Hier wird nun der
Begriff der von Wilanskyßl für Zahlenfolgen eingeführten co-null- und co-regulären
Transformationen verallgemeinert (§ 2). Dadurch gelingt es, bei Zahlenfolgen gut
bekannte Eigenschaften auch auf die obenerwähnten Transformationen zu übertragen, z. B.
die Verträglichkeit der Verfahren ($ 3) und die Existenz unbeschränkter Folgen im Wirk-

feld (§ 4).

Staatsuniversität zu Tartu Eingegangen
am 19. Jan. 1959


