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О МАТРИЧНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ
В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Г. Ф. КАНГРО,
доктор физико-математических наук

Введение

Пусть £ и 3) некоторые классы последовательностей. Мы будем го-
ворить, что преобразование *

Уп ==

V {ft === 0,1 , .. .) (1)
V

обладает свойством Ж 3), если каждая последовательность % = (хЛ
класса X преобразуется при помощи (1) в последовательность t) = {уп )

класса Р). При этом предполагается, что ряды nVx v {n 0,1,...)
V

сходятся при %еХ. В теории суммирования числовых (вещественных или
комплексных) рядов матричными методами большую роль играют пре-
образования (1), обладающие свойствами с->с, m-> с, 1-*~с, где
с, т классы всех сходящихся, соответственно ограниченных числовых
последовательностей, а I класс тех числовых последовательностей £,

при которых | < оо. Свойства с-*~с, с, I ->■ с, I ->• I характери-
зуются известными теоремами Кожима-Шура (*), Шура ('), Хана ( 2 ) и
Кноппа-Лоренца (3 ).

В связи с потребностями других областей анализа в теории рядов, воз-
никла необходимость исследовать более общие матричные преобразования

Уп {ft = 0» !>•••)> (2)
V

где A n v ограниченные линейные операторы из банахова пространства
X в банахово пространство Y.

Обозначим через сх , тх классы всех (сильно) сходящихся, соответ-
ственно ограниченных последовательностей в X, а через 1Х класс тех

последовательностей % = {xv) вX, при которых V|| x v || < Нетрудно

* Если пределы суммирования не указаны, то индексы суммирования пробегают
все целочисленные значения 0,1, ... .
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проверить, что при нормировке || %|| = sup || x v Ц классы с т х, а при
у Л А

II %И = [I xv II и класс в банаховы пространства. Мел-
вин-Мелвин ( 4 ) и Целлер ( 5 ) установили необходимые и достаточные усло-
вия для того, чтобы преобразование (2) обладало свойством сх с у *.

Приводим их результат.

Теорема 1. Преобразование (2) обладает свойством сх -+с у
тогда

и только тогда, когда
1° существует lim A nVx = A vx (хеХ; v=o, 1, ...),

tl -*■ со

2° существует lim S^A nVx== Ах (хеХ),
n -*■ OO

V

I p

3° sup УЛ.Л =0(1) 0,1, ...).iwiopä
Если условия 1°—3° выполнены, то для всех х$с х мы имеем

\\туп =Ах+ УАг {хг л:), (3)
п —> СО

V
где х lim хг .

*>-�OO

В § 1 настоящей статьи устанавливаются необходимые и достаточные
условия для того, чтобы преобразование (2) обладало свойствами
mx~*’ c Y > l'x~* c Y' V Результаты § 1 (а также теорема 1) приме-
няются в § 2 при изучении проблемы об абстрактных множителях сумми-
руемости и в § 3 при изучении проблемы об умножении абстрактных
рядов.

При этом оказывается, что многие теоремы о числовых множителях
суммируемости и об умножении числовых рядов допускают обобщения
на абстрактные ряды **. В частности, тем самым становится возможным
трактовать с единой точки зрения разные вопросы о тех или иных видах
суммируемости (равномерной суммируемости, суммируемости в среднем
и т. д.) функциональных рядов.

§ 1. Некоторые теоремы о матричных преобразованиях последователь-
ностей в банаховых пространствах

1. Необходимые и достаточные условия для того, чтобы преобразо-
вание (2) обладало свойствами пгх -*-су, Iх^су,

/х -> Iу,1 у, даются следую-
щими теоремами.

Теорема 2. Если существует lim Anv —Av =0,1,.. .) по норме,
я-> оо

* Случай X— Y вместе с требованием регулярности lim уп lim xv рассматри-
П-¥ OO V—� СО

вался Робинсоном ( 6 ).
** В статье приводятся лишь некоторые примеры таких обобщений.



то преобразование (2) обладает свойством mx -+cY тогда и только тогда,
когда

1° yjAnvXv сходится при всех jem x {п =О, 1,...),
г

Р
2° lim sup V {Anv A v)xv = 0 равномерно относительно р =

п -*°° IМ<l
= 0,1, ... .

Если условия 1° и2° выполнены, то для всех %ешх мы имеем

lim уп = y\Avxv , (4)
л-*- оо

V

причем yA vxv равномерно сходится при <l.
Теорема 3. Преобразование (2) обладает свойством 1Х -»• с у тогда и

только тогда, когда
1° существует lim An vX A vx (хеХ ; v=o, 1, ...)>

п -*■ oo
2° II = 0(1) (л, г=o, 1, ...)•

Если условия 1° и2° выполнены, то для всех Xßl x справедливо соот-
ношение (4).

Теорема 4. Преобразование (2) обладает свойством /х -*- /к гоада
W только тогда, когда

jj AnvX I<Му jc jj (хеХ; v—o, 1, ...),

П

где М постоянная, не зависящая от х и v.
Если это условие выполнено, то для всех £б/х справедливо соотно-

шение
GvXv , (5)

п v
где Gv Jj? A nV .

П

Доказательство теоремы 2. Для доказательства достаточности усло-
вий 1° и 2° теоремы 2 покажем, прежде всего, что из этих условий
вытекает сходимость ряда JJAvXv при всех %етх .

Действительно, из условия 2° теоремы 2 следует, что для каждого
г)>o и %ьтх можно указать такое натуральное число nQ ,

чтобы неравен-
ство

р

{An ov А v) Xv <С е (6)
v=g

удовлетворялось независимо от q и р > q. С другой стороны, вследствие
условия 1° теоремы 2 существует натуральное число Q, такое, что нера-
венство

([ р
\ 'S'An.vXv <C S (7)

ПО
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справедливо при р > q > Q. Поскольку пространство Y полно, то из (6)
и (7) и вытекает сходимость ряда J? Avx v при всех %£тх .

Справедливость соотношения (4) и, тем самым, достаточность условий
I°, 2° теоремы 2 получается теперь из условия 2° при р ->■ оо.

Необходимость условия 1° теоремы 2 очевидна. Для доказательства
необходимости условия 2° достаточно показать необходимость следующего
условия: каждому е > 0 отвечает такое N, что неравенство

у*! (Лту — Anv) Xv <7 £ (8)
V

имеет место при || x v || < 1, если
теоремы 2 получается из (8) при хУ = 0 для v> р и при последующем
предельном переходе т -> оо.

Предположим теперь, что преобразование (2) обладает свойством
тх ск’ а Условие (8) не выполняется. Тогда существуют õ> 0, возра-
стающие последовательности натуральных чисел |/г/| {т/ > /г/)
и последовательность где (()-*:,/ || <; 1, xv/ еХ), удовле-
творяющие неравенству

(Л /Иг'»' ЛЯг-'у) У> <5 • (9)
V

Построим индуктивно две возрастающие последовательности натураль-
ных чисел {г»*} и | А именно, задав v 0 произвольно, предполо-
жим, что числа

«о, ль . ...,

vo, vu • • • , V*-l, Vk
уже определены и выберем п п^.i так, чтобы неравенство

vk

XВkV Ху<2-*, (10)
v=o

где
= ,

ВЫПОЛНЯЛОСЬ При II Xv 11 < 1. Это возможно ввиду сходимости по норме
последовательности {AnV } при п ->■ оо. При этом, если я* = п/, то поло-
жим тк = т/.

Далее, выберем уш >vk так, чтобы
оо

XBkvXv <2 -* (11)
*=* А+l+l

при I) Xv (I <l. Если матрица (Л п ,<) треугольна (т. е. AnV 0 для п),
то условие (11) выполняется при уш % тк.

Впоследствии мы покажем,
что условию (11) всегда можно удовлетворять.

Поскольку
Vk+\ Vк ОО •, .. •

ВкгХу к BkvXvk J} BkvXrk BkvXvk >

v=vk+ l >’ v=° ' v=v Ä+l +l
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то, в силу неравенств (9) —(11), мы имеем
vk+i

£ BkvXvk>6-2 (12)
v=vk+ l

где Xvk —Xvг' (если пк = пг').

Определим теперь последовательность %’ = {xv
'

} следующим образом:
I 0 при O<V < vo

■ <

I x vk при vfc < V < Vfc+l (Ä= 0,1, . .
.)•

Тогда ИXv J) < 1, и при помощи неравенств (10) (12) мы находим:

I vk+\ vk

2 Вkv Ху 2 BkvXvk —2, В kv Ху

V V— v-o

oo

2} Вuv Xv >Ö 22~*.

v=vk+l+l

Отсюда вытекает, что построенная нами последовательность %'ет х пре-
образуется при помощи (2) в последовательность р'е с у. Следовательно,
необходимость условия 2° теоремы 2 доказана в предположении, что мат-
рица (An v) треугольна.

Переходя к общему случаю, когда (AnV ) не треугольна, отметим, что
если ряд

CvXv ,

V

где Cv ограниченные линейные операторы из X в Y, сходится при всех
Xßmx, т. е. если существует предел

П

lim V CvXv
п -*■ со v=o

при всех %етх , то преобразование (2) с

f Cv при V < п
An v = \ п . (13)

I 0 при п
обладает свойством тх -+с у . Но поскольку ( A nV ) тут треугольна, то спра-
ведливо неравенство (8), которое в силу (13) гласит:

т

CvXv 6

v=n-1-1
при Hxr-ll <l, если BkV мы убедимся, что усло-

вию (1,1) всегда можно удовлетворять, а при Cv—Av , что 2Ar х у рав-

номерно сходится при ИXvII < 1. Этим завершается доказательство тео-
ремы 2.
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Доказательство теоремы 3. Предположим, что ряды Anvxv

V
(п —О,I, . ..) сходятся при je/x . Поскольку

р

Уп= lim уAnvXv,
р -> ооr V—o

то уп является ограниченным линейным оператором из 1Х вУ, который
мы обозначим через (7,г, т. е. у п = (7„у. Преобразование (2) обладает
теперь свойством IХ~*1Х ~* с у тогда и только тогда, когда последовательность
Wni) сходится при всех Xßlx . Согласно теореме Банаха и Штейнгауса,
для этого необходимо и достаточно, чтобы;

а) {Unx} сходилась на некотором основном множестве в IХ,1 Х ,

б) = 0(1) (/2 = 0,1,...).
Поскольку для всех %~1Х мы имеем

г* ( 14>

V
где

М*) =|о о, л, о, ...
ПО

V нулей

то множество (ег(х)} {xeX-, v=o, 1, . ..) является основным множеством
в 1Х и условие а) сводится к условию 1° теоремы 3.

С другой стороны, нетрудно проверить, что

1£Л.|| = sup И Л.4
V

вследствие чего условие б) сводится к условию 2° теоремы 3, которое
также обеспечивает сходимость рядов JV*An vXv (/2 =O,l, . ..) при %е IХ.1Х .

V

Наконец, так как при условиях теоремы 3 (7Е = lim U„i представляет
п -*■ со

собой ограниченный линейный оператор из 1 Х вУ, то для уб/х, ввиду
(14) и (15), мы имеем:

Hm Уп Т/g === У' Utv = уХу.
п-+оо

V V

Доказательство теоремы 4. Если преобразование (2) обладает
свойством то Уп Un% является ограниченным линейным операто-
ром из / . в У, причем

П

Тогда, согласно одной из теорем Бозанкет и Кэстелмана ( 7 ), существует
такая постоянная М, что

jj U„ у I< М Iу I (уе/х).

П
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Отсюда при % = £v{x) и вытекает необходимость условия теоремы 4.
Достаточность этого условия следует из соотношений

т т т

An vXv \-22\An vXv || Ai jj у jj .

п—o п—О V V п— О

Наконец, для %в1х мы имеем:

2Уп== 22AnvXv =2 GvXг,
п п V V

где Gv = A nV .

П

2. Ради краткости будем обозначать
j р

Snp = sup I У AnvXv .

\\Xv\\<l\^I V=o

Следующие примечания облегчают применение теорем 1 и 2.
Примечание!. Если A nV (п, V— 0,1,. ..) является функционалом из

пространства X, то мы имеем
р

s"p =Х\ ЛА( 16>

г'—о

Действительно, с одной стороны, справедливо неравенство
р

snp 1 A„v I. (17)
г~O

С другой стороны, соответственно произвольному е > 0 выберем элементы
xv°eX (II Хрп И = 1) так, чтобы

I A n vXvu j j| A n v l —е •

и положим *

Ху = Sgn {AnvXv°)Xv°.
Тогда К Ху\\ = 1, и мы находим

р р

Snp An vXv jjА, iv || —е,

Г=o V=zo

откуда при £ 0 вытекает
р

s*p> (|B>
V-0

* Функция sgn z от комплексного переменного z определяется формулой
( I 2 j

Sgn z —\ ТГ ПР И г 0
[ 1 при 2= 0.
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Из (17) и (18) и следует (16).
В силу (16) из теорем 1 и 2 получаются следующие теоремы, более

сходные с теоремами Кожима-Шура и Шура (’).

Теорема Г. Преобразование (2) обладает свойством с тогда и
только тогда, когда

1° существует lim AnvX (хеХ; v 0,\,...),
п-у оо

2° существует lim V A nVx (хеХ),
П-УСС

V

3° _2?l|/!»v|i=0(l) (« =O, I, ...).

V

Теорема 2'. Если существует lim = .4v (v =O, 1,....) /го норме,
П-уОО

то преобразование (2) обладает свойством пгх -*- с тогда и только тогда,
когда

1° 2 1Ап у I<oo ( я == 0.1, • • •),

V

Т lim У||Л„, л,.|| =O.
П-УОО

V

Примечание 2. Если A nV (/г, V— 0,1,...) является оператором умноже-
ния на комплексную функцию anV (t) , ограниченную на некотором мно-
жестве Е, т. е. An v х<— anv{t)x, aY = Мх , где Мх — пространство ограни-
ченных на Е функций y{t) со значениями в X и с нормой ((«/[[■ =

= sup j] y{t)\\, то мы имеем
teE

р

5Лр = зир y\anV {t)\. (19)
teE

V=o

Действительно, с одной стороны, справедливо неравенство

Snp <Csu\) V \a„v{t) |. (20)
teE

V—o

С другой стороны, если f°eE произвольный, а х°еХ некоторый норми-
рованный элемент, то при Xv sgn[anV (t°) )x°, в силу || х» \\ —l, мы на-
ходим

р р

Snp> nv[tQ )xv = I an v{t°) I,
V-о V— 0

откуда
p

Snp sup VI anv{t) |. (21)
teE

v=o
Из (20) и (21) и вытекает (19).
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Используя (19), нетрудно проверить, что если Д п ,- {п, v=o,l, . . .)

представляет собой оператор умножения на комплексную функцию
a nV {t), ограниченную на Е, то свойства сх^су , тх -+су, lx -*cy, где
Y = Мх, не зависят от пространства X. Для свойства сх~*с у (вместе с
требованием регулярности) это показал в частном случае, когда А п \>

является числовым множителем (и, следовательно, Y = X), Вулих ( 8 ).

§ 2. Об абстрактных множителях суммируемости

Разные проблемы теории суммирования числовых рядов, в том числе
проблемы о лимитирующих теоремах методов суммирования, о включе-
нии и совершенстве методов суммирования, о множителях суммируемости,
об умножении суммируемых рядов и другие, нередко можно решить при
помощи теорем Кожима-Шура, Шура, Хана и Кноппа-Лоренца. При-
менение теорем I—41 —4 позволяет решить такие же вопросы для рядов в
любых банаховых пространствах. В качестве примера рассмотрим коротко
вопросы об абстрактных множителях суммируемости и об умножении аб-
страктных суммируемых рядов.

1. Пусть А = (апр) {п, V'— 0,1, .. .) некоторая числовая (веще-
ственная или комплексная) матрица. Мы будем называть ряд в про-
странстве X Д-суммируемым (Д-ограниченным, | Д (-суммируемым), если
последовательность {хп'}, определяемая преобразованием

Хп'=^а„гх г {п*= 0,1,...), (22)
V

существует * и (сильно) сходится (ограничена, абсолютно сходится) в X.

Под Д-суммой ряда понимается предел последовательности {хп'} и

пишется

А{УхЛ= lim Хп.
> п -*■ оо

Если, например,
Pn—vanv —р—

,

*П
где {Рп ) данная числовая последовательность с Р п фO, Р-п = 0
(/г=l, 2, ...), то преобразование (22) определяет метод суммирования
Вороного-Нёрлунда, частным случаем которого является метод Чезаро

C“ при Р„= A,“=(“Г).
Пусть, далее, {e v } некоторая последовательность ограниченных ли-

нейных операторов из X в У, а В = (Bn v ) числовая матрица. Последо-
вательность {г,,} называется последовательностью множителей сумми-
руемости типа (Д, В) ((Д O,В), (I Д I, В)), если при каждом Д-суммируе-
мом (Д-ограниченном, ) Д (-суммируемом) рядеряд vх v является

* Т. е. если ряды a nVx ,,
in —O. 1, ...) (сильно) сходятся.

V
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Аналогично определяются множители суммируемости
типа (I А j, I В j) .

Ради простоты ограничимся в дальнейшем случаем, когда матрица
В треугольна (т. е. B nV = 0 при v> п) и А нормальна (т. е. треугольна
и аЯпФO). Тогда существуют матрицы A~ l = {anv) и (а"„г)» об-

ратные соответственно к Л и Л = (Л /галl), где A n anV anV ал—i, v
(a_i >v = 0), и нетрудно доказать справедливость следующей теоремы.

Теорема 5. Если А нормальна и В треугольна, то для того, чтобы
{е>-} была последовательностью множителей суммируемости типа (Л, В)
{(Ло, В), (I А |, В), (I Л |, I В I)), необходимо и достаточно, чтобы преобра-
зование (2) с треугольной матрицей ( А п у ), где

П

A n v— Bnkakv sk , (23)
k=v

обладало свойством сх^>- с у {тх -*~ с у , lx -> с у , L x -*~l y). При этом в случае
множителей суммируемости типов (Л, В), (Ао, В) аку=о.к у, B nk = Bnkj

а в случае ([ Л|, В), (|Л], |ß[) akv = a"kV} причем Bnk —ßnk при {\А\, В)
п Bnk == А п Bnk при (IЛ I , I В I).

Согласно примечанию 2, из (23) вытекает, что если sk (k =O, 1, .. .)

является оператором умножения на комплексную функцию, ограничен-
ную на данном множестве Е, aY = Мх . то соответствующие множители
суммируемости не зависят от пространства X. В частности, если В вклю-
чает Л (в символах Вэ Л), т. е. если все Л-суммируемые ряды в
пространстве X являются также ß-суммируемыми, то это равносильно
тому, что ек = 1 {k —O, 1,. ..) являются множителями суммируемости
типа (Л, В). Отсюда заключаем, что соотношение включения В з Л не
зависит от пространства X. Аналогично можно показать, что включения
Bz)Ao

, B=>j Л I и |ß|э | Л | также не зависят от X.
2. В качестве применения теоремы 5 и вместе с тем теорем I—4 при-

водим следующие теоремы, дающие абстрактные множители суммируе-
мости типов (С а

, СР), (С0а
,

СР), (|С а |, СР), (|С а (, | О9 l), где Са

метод суммирования Чезаро порядка а. При этом мы будем пользоваться
обозначением

оо

A ae v = Ak—v x Sk,
k=v

откуда, в частности,
Ару А *

Ру == Ру Ру-\- 1 .

Теорема 6. Если 0 ß а, то ( s v } является последовательностью
множителей суммируемости типа {Са , СР) тогда и только тогда, когда

Р
2° sup yva {A a+ lPv)xy =0(1) (р =O, 1,...).

IMd
V— О
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Теорема 7. Если ОКB К а, то {еД является последовательностью
множителей суммируемости типа (С0а , С@) тогда и только тогда

,
когда

1° 11Sv II = о {vP~a)
,

2° va {Act+ ISv)x v сходится равномерно при |( || 1 ,

V

Теорема 8. Если o<ß< а, то {в р } является последовательностью
множителей суммируемости типа (| Си ], О5 ) или (| Са (, |06’l) тогда и толькотогда, когда

1° IIв). ||= o{vP~a),

2° \\ä asvl = О(»-“).

Если 0 < а < ß, то условия теорем 6—B являются такими же, как при
а = ß.

Если числовые множители, то при помощи формулы (19) из тео-
рем б и 7 вытекают соответствующие теоремы Шура ('), которые были
им сформулированы без доказательства и впоследствии доказаны Бозан-
кет ( 9> 10 ) и Кноппом (п ), а из теоремы 8 соответствующая теорема
Бозанкет (9 ) и Пейеримхоффа ( 12).

Если операторы из пространства *Мв М, определяемые при по-
мощи обыкновенных функций i-p (/), ограниченных на сегменте [а, Ь],
равенством ?-г-т -- fr (t)x(t), то при а B■ 0 из теорем 6 и 7 при помощи
(19) получается обобщение классической теоремы Дедекинда и Адамара
на случай равномерной сходимости, изученное Огиеведким ( 13 > н ). При
этом из теоремы 6 следует условие

2\Jey(t)\ = O0) (/s[fl, *]),

V

вместо которого в ( 14) требуется равномерная сходимость ряда У]\ As* I
при te[a, Ь]. Причиной этого несогласия является одна неточность в до-
казательстве Огиевецкого.

Наконец, если e v операторы из R\ вМ, определяемые равенством
frX —fv {t)x (teE). то при а = ß (целое число) из теоремы 6 при помощи
(19) вытекает одна теорема Обрешкова ( 15). В ( 15) дополнительно пред-
полагается равномерная ограниченность при teE сумм рядов

Ь = о, 1. .... а—l),
V

являющаяся на деле следствием остальных условий теоремы Обрешкова.
Поскольку доказательство теоремы 8, по существу, такое же, как в

случае числовых множителей суммируемости, то опустим это доказатель-
ство. При доказательстве достаточности условий теорем 6 и 7 ограни-
чимся случаем, когда а целое число **, используя метод Кноппа (п ).

* М = Mjf , где /?х одномерное эвклидово пространство.
** Если а не является целым числом, то достаточность условий теорем б и 7 можно

доказать методом Бозанкет ( 10).
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Доказательство теоремы 6. Согласно теореме 5, для того, чтобы
{е*.} была последовательностью множителей суммируемости типа (С й

,
О*),

необходимо и достаточно, чтобы преобразование (2)с*

(24)
- ■ К
удовлетворяло условиям 1°—3° теоремы 1.

Из условия 3° теоремы 1 в частности следует, что || A nV 11 = 0(1),
откуда при у п получается необходимость условия 1° теоремы 6, если
иметь в виду, что

~

Г(а+ 1)
~2 »•••)•

Далее, из условия 3° теоремы 1 при л -> оо вытекает
р

sup yj A v
a {А а+ г 8v) Xv =0(1). (25)

11-^vIK I v=o

Теперь из неравенства
p p-i - \

v

]?v“{A <x + I Sv)Xv < —jrU-—j Ац а (4®+! е/ц) хц +

V—O V—o [l—o

p

Ap w
U—о

получаемого при помощи преобразования Абеля, следует необходимость
условия 2° теоремы 6.

Отметим, что из условия ,2° теоремы 6, наоборот, вытекает (25), так
что условие 2° теоремы 6 и условие (25) эквивалентны.

Для доказательства достаточности условий теоремы 6 приводим сле-
дующее обобщение одной леммы Андерсена.

Лемма 1. Из условий
1° II S.||= 0(1),

Р
2° va A a+ x ev =0(1) (р = 0,1,...)

V—О

вытекает
j] Ay e v [I = 0(v~y) (o<7<а).

Доказательство, Поскольку при а= 0 лемма 1 тривиальна, то бу-
дем предполагать, что а > 0. Покажем, что тогда

lim А а ег =O. (26)
V -> oo

Действительно, при q мы имеем: '

* Ср. (").
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p

\\A“eq A a ep+l \\ = \ 2}J a+'s,<

j •"=?

<2(
v=q Ц-q fx=q

= 0(1) {q+ oo),

вследствие чего существует lim A a ev , причем справедливо равенство (26),
V -У ос

так как в противном случае из тождества
р

А а~х е0 — A a~l £p+ i = АаЕг
V-Q

следовала бы неограниченность последовательности {Аа~х ер -\-\)
,

что, в
силу условия I°, невозможно.

Далее, из тождества
р а

Aq tt {Ä aeq A ttßp +{) =

v= q

после применения преобразования Абеля мы находим
Л/|М%-Л%+l||=o(l),

откуда при р оо, ввиду (26), вытекает
Aq a \\AaBq \\=o\\). (27)

Но поскольку в силу легко проверяемого тождества
я я

2 A va~l Aa sv= 2 Ava A a+x e v + Aqa A a eq+x ,

v=o V=.o

то условие 2° леммы 1, а вместе с ним и соотношение (27) имеют место
и в том случае, если заменить а через а — 1. Повторяя эти рассуждения,
мы и доказываем лемму 1.

Покажем теперь, что условия I°, 2° теоремы 6 обеспечивают выполне-
ние условий теоремы I. Выполнение условий 1° и 2° теоремы 1 проверить
нетрудно. Для изучения условия 3° теоремы 1 перепишем (24) в виде

а
Anv =—j 2 (“£') 4и(-С») •

Л п (Л—О

a a+l
- V 1а+1 \BZj\ д / An-V

п £V+fX
п (И=o

и оценим отдельно норму каждого выражения
р А а АР~^

Т(л =2 V n
B
~V Aa+ x-^y^xv (р‘=o, 1, а+ 1) (28)

v-o Afl
при II Ху\\ < 1.
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1) Если ju —O, то при помощи преобразования Абеля, ввиду усло-
вия 2° теоремы 6, мы находим

II Го Н = 0(1).
2) Если I < fjL < ß -J- 1, то 0< а -(- I—/и < а и, согласно лемме 1,

I Л a+l -f*sv+iu II <М{v + ,

* о
где М постоянная. Так как, в силу B—и> 1, имеем A‘nZy >O, то

II ы < м %(v + =0( 1)
v-О п

3) Если ß -f- 1 < ju < а -j- 1, то из условия 1° теоремы 6 следует

||J»+i-#‘ev+„|| = О((V+ /»>*-«),
ч

вследствие чего существует такая постоянная N, что

||Д«<Л/ 2\Atfl-O(l). '
v-О

Поскольку
/> а+l

2;(“+‘) д,
Г—o fl— Q

то этим завершается доказательство теоремы 6.

Доказательство теоремы 7. Для того, чтобы ie v } была последова-
тельностью множителей суммируемости типа (Соа

, необходимо и до-
статочно, чтобы преобразование (2), где операторы A„v даются форму-
лой (24), удовлетворяло условиям 1° и 2° теоремы 2. Действительно, так
как

uß \

Anv Ау = 2JA7-,
k-v \ I

где ряд в правой части равенства, в силу Це к || = 0(1), сходится по норме
равномерно относительно п, то

lim \\A nV — A v \\ =O.
П-¥ ОО

Из условия 2° теоремы 2, в частности, следует lim || А пп || =O, откуда
П-+СЮ

вытекает необходимость условия 1° теоремы 7. Необходимость же усло-
вия 2° теоремы 7 получается из равномерной сходимости ряда АуХу

V
при II x v \\ <l.

Для доказательства достаточности условий теоремы 7 приводим сле-
дующую лемму, доказательство которой получается из доказательства
леммы 1 при замене 0(1) через о(1).
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Лемма 2. Из условий
V 1«г||= 0(1),

Т АуаЛ а+Х Су сходится по норме,
V

вытекает

И jy«v (|.= о (v-У) (0 <7<а).
Мы имеем:

р
_

«+1

X (А ■«- - А-) •*- =То + Z (7') Т
v=o /и=l

где

Г0 = 2(~7 ~ 1 ) A““ W“41«-) *».

V=o п

a Tju определяется формулой (28). При помощи преобразования Абеля
нетрудно проверить, что

lim sup I7q ||= 0.
n -+ OO 11 AT V II -С 1

Так же, как при доказательстве достаточности условий теоремы 6, можно,
используя лемму 2 и условие 1° теоремы 7, показать, что

lim sup I 7]и|| =o(д= 1,2,...,а-|- 1).
л-� Оо II JCV ll<l

Этим доказано выполнение условия 2° теоремы 2. Поскольку усло-
вие 1° теоремы 2 автоматически выполнено, то теорема 7 доказана.

В случае 0 < а < ß достаточность условий теорем 6 и 7 вытекает из
включения Са

. Необходимость условий 2° теорем 6и 7 уже доказана
нами. Необходимость же условия 1° теоремы 6 (7), т. е. необходимость
условия |[еУЦ = 0(1) (|sv| = о(1)) следует из включения * Са -=> С°{Со Со0),

вследствие чего {sv} должна быть также последовательностью множите-
лей суммируемости типа (С°, О9

) ((Со0
, О9)).

§ 3. Об умножении абстрактных рядов

Под произведением (в смысле Коши) ряда на ряд где

xv eX, £v 6 (А->У), подразумевается ряд где
П

Уп= (29)
v=o

Будем называть рядом типа (Л, В) ((А 0) В), (\Л |, В )), если при

каждом Д-суммируемом (Л-ограниченном, | Л (-суммируемом) ряде xv

* С° представляет собой метод обыкновенной сходимости.
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ряд 2* является ß-суммируемым. Аналогично определяется ряд типа
(I А |, I В I). Нетрудно доказать справедливость следующей теоремы.

Теорема 9. Если А={а пУ ) нормальна иB= (BnV ) треугольна, то
для того, чтобы был рядом типа {А, В) ((А O , В), ([Л], В),
(I А |, |ßj)), необходимо и достаточно, чтобы преобразование (2) с тре-
угольной матрицей (An v ), где

П II— V

Л n v = У Bn/J. Пц—к.г Cky (30)
fi=v k —°

обладало свойством сх -+с у {mx -* с у, IХ~*1Х ~* с у, IХ~*1Х ~* 1у ). При этом duv

и Bnp имеют такое же значение, как в теореме 5.
Пусть Р, Q, R, S методы суммирования Вороного-Нёрлунда, опре-

деляемые соответственно последовательностями {Р»>, {<?»>, {««}. {£.}-
где Рп и Q n произвольно заданы, а

П П

Rn == Рn—vQv , Sn == Рn—vCf v (yv = AQv),
v—o V—o

причем Pn =f= 0, Qn ФO, R n ф 0, S n ФO. В качестве применения теоремы 9
приводим следующие теоремы, которые в случае числовых рядов дока-
зала Мэарс ( 16,17). При этом предполагается, что пространство операто-
ров (X -> У) не вырождено в нульоператор.

Теорема 10. Произведение рядов v и является R- суммируемым

для каждого Р-суммируемого ряда и Q-суммируемого везде ряда
Sy тогда и только тогда, когда R=>Q.

Теорема 11. Произведение рядов и^xv является S-суммируемым

для каждого | Р |-суммируемого ряда x v и Q-суммируемого везде ряда

Sy тогда и только тогда, когда Sз (Р |, SnQ.

Теорема 12. Произведение рядов s v и является \ S

мым для каждого [ Р \-суммируемого ряда xv и\ Q \-суммируемого везде

ряда тогда и только тогда, когда |S|э |Р |, |sl =э |Q .

Ограничимся доказательством теоремы 12, поскольку доказательства
теорем 10 и 11 в основном аналогичны. Отметим лишь, что при доказа-
тельстве теорем 10 и 11 роль формулы (35) играют соответственно фор-
мулы

пS’ V~l
Р

Anv =
Pv ®n~v e'_v , AnV= 2 --AkiQn-kSn-k).

k—o k=o
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Доказательство теоремы 12. Для доказательства необходимости
условия ISIэ I Р I рассмотрим ряд бу0 из где e v°

= 0 при

V> 0, £o° —£ф 0. , Так как Ху У^еху , а j Q [-суммируем
везде, то для справедливости утверждения теоремы 12 необходимо, чтобы
Ы служила последовательностью множителей суммируемости типа
(I Р I, I 5 I). Согласно теореме 5, для этого необходимо, чтобы преобразо-
вание (2) с треугольной матрицей AnV , где AnV = anve с

П

ам = Лп2’ ’Т, ■ (31)
k=V

удовлетворяло условию теоремы 4, вследствие чего
со

211 | = 0(1) (» = 0,1,...), (32)

т. е. I S I = I Р \.

Рассматривая, далее, ряд У]ху° из X, где xv°—o при v> 0, х0
°— хфО,

аналогично предыдущему заключаем, что для справедливости утвержде-
ния теоремы 12 необходимо, чтобы последовательность операторов {U x }

из пространства (Т ->■ У) в Y, где Uxe = ex, служила последовательностью
множителей суммируемости типа ([ Q[, |s|). Для этого необходимо,
чтобы

со

2IM= °0) (>'-0,1....), (зз)
n=v

где

*«» =4» ipv = APv), (34)
k—v

т. е. чтобы I 5 I э I Q |.

Предположим, наоборот, что |5 | э |Р |, |5 | э [ Q | и покажем, что

тогда каждый везде | Q [-суммируемый ряд является рядом типа

(inis|).
Формула (30) при А = Р, В S дает:

_ "Pk
n ~k

A n v =Лп У? Qn—k—^Gfi
k=v /х- 0

ИЛИ

An,~Zn 2 2
Ä=o fX—V

где
при

£k ~Zj Q b
8v ’ Pf* n

v=o
к iPvnpH//=v.
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Но поскольку
п—к n—h V

Pp Qn—p = Рц Qn—p PpiQn-p Qn—v)

p—V Р—o P—o
n n

= J?Pn-pQp-\- Jj? Qn-p Pp —Sn ,

p—k p—v

то, в силу (31) и (34), мы находим
П— V— 1

Лп у = [ßnv -I- bnk) Лек ' -j ~ Лп в' n —v (35)
к—о п

и, следовательно,
со • оо

I ЛпуХ I [j Лек х}[ (I CLn v I -f- I bnk I) ~h
n—V k n=k-\-v-\-1

oo

n-V

В силу (32) и (33) отсюда следует выполнение условия теоремы 4, если
иметь в виду соотношения

\PvQn-v\ = О {Sn) (v <п; п =.O, 1, ...), .

I ЛBkX I Л4l л: I (хеХ),
к

первое из которых следует из (31) (34), а второе из теоремы Бозан-
кет и Кэстелмана ( 7 ), поскольку ряд Us v \ Q j-суммируем везде. Тем са-
мым теорема 12 полностью доказана.

Примечание 3. Пусть х' = Р {Sxv },e' = Q{2e v j, а «/' = /?{ 2гу п } в слу-
чае теоремы 10 и у' ~ S{Syn ) в случае теорем 11 и 12, где уп опреде-
ляется равенством (29). При помощи формул (3) (5) нетрудно пока-
зать, что в условиях теорем 10—12 соотношение у' е'х' справедливо
тогда и только тогда, когда соответствующие включения имеют место в
узком смысле, т. е. вместе с совпадением сумм, получаемых обоими мето-
дами суммирования.

Примечание 4. Условия теорем 10—12 не зависят от пространств X и Y.
, Если же искать необходимые и достаточные условия для того, чтобы
lev служил рядом типа (Р, Р) ((|Р|, 5), (|Р|, |s|), то соответствую-
щие условия будут зависеть от X и Y. Например, известно, что если
X=Y R l, то числовой ряд Se v представляет собой ряд типа (С°, С°)
тогда и только тогда, когда 2ev сходится абсолютно. Нетрудно показать,
что в случае любых X, Y ряд 2ег является рядом типа (С°, С° ) тогда и
только тогда, когда

1° Isy сходится везде в X,
р

2° sup V ev xv —0(1) {р == 0, 1 ,...).
K-lICI Го
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Но из условий I°, 2° не вытекает, вообще говоря, абсолютная сходи-
мость везде ряда 2ev .

Действительно, если X— Y = сO , где с 0 пространство всех числовых
нульпоследовательностей х = J с нормой || х|( = sup |£,,|, а

ЕуХ = 10, ..., 0,0, ..

V нулей

то условия I°, 2° выполнены, а ряд Z(| e v x || =2 1 £>• (, однако, при всех
х?Х не сходится.

Тартуский государственный университет Поступила в редакцию
4 VI 1956
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JADADE MAATRIKSTEISENDUSTEST BANACHI RUUMIDES

G. KANGRO
füüsika-matemaatikateaduste doktor

Resümee

Olgu £, teatavad hulgad jadadest, mille elemendid kuuluvad vastavalt
Banachi ruumidesse X, V, ja A nV (n,v =O, 1, ...) tõkestatud lineaarsed
operaatorid ruumist X ruumi Y. Me ütleme, et jadateisendusel

oo

гу п = {n —O, 1, ...) (2)
V=o

on omadus £-*■%), kui (2) kujutab iga jada {x v}eX jadaks {yn) б|Г. Siin-
juures eeldatakse ridade nvx v {n —O, 1, ...) koonduvust iga jada {a:v} бЗ£

V

puhul.
Märgime sümboliga cx {mx) kõigi ruumis X koonduvate (tõkestatud)

jadade hulga ja sümboliga lx kõigi nende jadade {л:**} cX hulga, kus

ll<o°. Melvin-Melvin ( 4) ja Zeller (5) andsid tarvilikud ja piisavad
tingimused selleks, et teisendusel (2) oleks omadus cx -+c Y.

Paragrahvis 1 tuletatakse tarvilikud ja piisavad tingimused omadustele
mx -> c Y, lx ~* cy ja lx ~* IY.l Y . Saadud tingimusi (aga samuti Melvin-Melvini
ja Zelleri tingimusi) rakendatakse abstraktsetele summeeruvusteguritele
Cesäro menetluse puhul (§ 2) ja Voronoi-Nörlundi menetlusega summeeru-
vate abstraktsete ridade korrutisreale (§ 3).

Tartu Riiklik Ülikool Saabus toimetusse
4. VI 1956

ÜBER MATRIXTRANSFORMATIONEN VON FOLGEN IN
BANACHSCHEN RÄUMEN

G. KANGRO

Zusammenfassung

Es seien X, $ gewisse Mengen von Folgen, deren Elemente dem Banach-
schen Raum X, beziehungsweise Y angehören, und AnV {n, v—o, 1, ...)
beschränkte lineare Operatoren, die X in Y abbilden. Man sagt, dass die
Folgentransformation

OÜ

У п An vXv {n 0,1, ...) (2)
V-0

die Eigenschaft bf) besitze, wenn (2) jede Folge (л:у}б£ in eine Folge
überführt. Dabei wird die Konvergenz der Reihen (/z =O, 1,...)

v V

für jede Folge {xv }eX vorausgesetzt.
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Bezeichnen wir mit cx {mx) die Menge aller konvergenten (beschränkten)
Folgen in X und mit lx die Menge von Folgen {л:,*} cX, bei denen

Melvin-Melvin (4) und Zeller (5) haben notwendige und hin-
reichende Bedingungen angegeben, die (2) erfüllen muss, damit sie die
Eigenschaft cx -*cY besitze.

In §, 1 sind notwendige und hinreichende Bedingungen für die Eigen-
schaften mx -fC

Y, lx -*cY und lx -+lY abgeleitet. Die erhaltenen Bedingun-
gen nebst den Bedingungen von Melvin-Melvin und Zeller finden Anwen-
dungen auf abstrakte Summierbarkeitsfaktoren in bezug auf das Cesäro-
Verfahren (§ 2) und auf die Produktreihe von Voronoi-Nörlund-summier-
baren abstrakten Reihen (§ 3).

Staatsuniversität zu Tartu Eingegangen
am 4. Juni 1956


