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Введение

Числа гп называются множителями суммируемости типа * (Са
, С'3 ) (или (С“, С

или (1 С“|, С‘‘ )), если при каждом С* -суммируемом (или С“-ограниченном, или j Са \ -

суммируемом) ряде** Т,ип ряд 2е я и п является С‘ 3 -суммируемым. Аналогично опреде-
ляются множители суммируемости типов (Cq, ]СЭ|), (С*. \С ?

\) и(| С“1, 1Ср I).
В настоящей статье дадим новые доказательства достаточности условий следующих

теорем. При этом будем пользоваться обозначениями

((п+а \ при п = 0,1,. •• ,А1 = \\п/ __ 1 01 10 при п=—l,-2,...,

оо

S n £v ’ еп еп е я-|-1’
v =п

Метод доказательства следующих теорем удобен тем, что он легко переносится на
двойные ряды.

Теорема 1. Если то для того, чтобы числа еп были
множителями суммируемости типа (]С а |, С? ) или (|C a j, (СР|), необходи-
мы и достаточны условия

гп О (п^~ а ), (D)
Ав е я =o(л“ в ). (J)

Теорема 2. Если то для того, чтобы числа гп были
множителями суммируемости типа {С*, С?), необходимы и достаточны
условия (D) и

2(n+ 1)“( Ла + 1
£л |<оо. (В)

Теорема 3. Если а, то для того, чтобы числа еп были
множителями суммируемости типа {Со, О3 ), необходимы и достаточны
условия (В) и

еп= °( п'3 ~а)- (Н)
* С означает метод Чезаро порядка а.

Если пределы изменения индексов у знака 2 не указаны, то они имеют всецелочисленные значения от 0 до +оо, а у знаков О и о от 1 до -fоо .
Величины ип иг п считаем комплексными числами.
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Теорема 4. Если (3 а+ 1 (а, (3 > 0), то для того , чтобы числа
£п были множителями суммируемости типа ( Со,] С*\) или (OjCPj), не-
обходимы и достаточны условия (В) и

2(« + 1)а-р |ея 1 <СХЭ. (М)

Возникновение теории множителей суммируемости относится к началу нынешнего
столетия, когда были опубликованы теорема Дедекинда-Адамара [ l4] (случай а=(3 = 0
теорем 2 и 3*) и первые ее обобщения.

Теорему Дедекинда-Адамара начали обобщать для рядов, суммируемых методом
Чезаро целочисленного порядка, различные авторы. Возникшая на базе этого теория
получила название теории множителей суммируемости. Упомянем основные этапы
развития этой теории, оставив в стороне менее важные результаты. Также не будем
рассматривать те теоремы о множителях суммируемости, в которых частные суммы
ряда или числа е предполагаются зависящими от некоторого параметра, так как
их доказательство ничего нового, кроме технической работы, не требует.

Первые важные обобщения теоремы Дедекинда-Адамара получены в 1907—1909 гг.
Они принадлежат Бору (4. s|, Харди [ l6- У] (случай (3 = а теорем 2' и 3) и Бром-
вичу [ lo] (случай (3 0 теоремы 2). При этом они (также Чепмен [ п ] и Андерсен [О 2])

находили лишь достаточные условия, всюду заменяя условие (D) условием (Н). Необ-
ходимость условий теоремы Бора-Харди доказал в 1916 г. Фекете [l3 ], а теоремы Бром-
вича (в 1917 г.) Кожина р 2].

Для случая произвольных а, (3 > 0 теоремы 2 и 3 были сформулированы в 1918 г.
Шуром Р 7]. Опуская их доказательство, Шур замечает, что оно «требует довольно
затруднительных вычислений», хотя на вид условия этих теорем несложные. Доказаны
эти теоремы были Бозанкет Р] в 1944 г.

Уже в 1910 г. Чепмен [ п ] обобщил для произвольных а> 0 теорему Бромвича
(доказав заодно случай (3 = 0 теоремы 3), а в 1921 г. Андерсен (pj, стр. 45—53) обоб-
щил на произвольные а> 0 теорему Бора-Харди. Другие доказательства теоремы
Бора-Харди для произвольных а >0 дали в 1926 г. Андерсен Р] и в 1942 г. Бозан-
кет р], которая доказала также необходимость ее условий.

Полное доказательство теорем 2 и 3 для произвольных вещественных а, (3 > 0
дала в 1946 г. Бозанкет Р]. Независимо от нее, в 1949 г., Кнопп Р°] доказал эти теоре-
мы, предполагая все же а > 0 целым числом.

Теорему 1 (исключая множители суммируемости типа ((О), Ci5 )) доказали Фе-
кете [ l3 ] в 1916 г. для случая (3 = а (а целое), Бозанкет [7 ] в 1944 г. тля произволь-
ных целых а, (3 >O, Андерсен Р] (только достаточность) и Пейеримхофф Р s ] в 1953 г.
для произвольных а, (3 > 0.

Теорема 4 дана Фекете | l3 ] в 1916 г. для случаев (3 =аи(3 = а + 1 (а > 0 целое)
и Бозанкет [ 7] в 1944) г. для произвольных целых а, (3 >O. Полное доказательство тео-
ремы 4 в случае произвольных вещественных а, (3 > 0 дал Пейеримхофф р6 ] в 1956 г.

В 1952 г. Чжоу i[ 12] также доказал теоремы, подобные теоремам 1и 4, однако
условия его теорем внешне отличаются от теорем 1 и 4. В 1957 г. Бозанкет и Чжоу р]
показали, что теоремы Чжоу из [ l2] равносильны теоремам 1 и 4 (хотя вместо
теоремы 4 Чжоу рассматривал иной тип множителей суммируемости).

Остановимся на методах, примененных различными авторами для доказательства
достаточности условий теорем 1 и 4, так как доказательство необходимости их особых
затруднений не составляет.

Существуют в основном два общих метода доказательства достаточности условий
теорем для множителей суммируемости: I) непосредственный метод и 2) метод обрат-
ного преобразования.
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Первый метод это тот, которым пользовались Харди [ l6 - 17], Бор [ s ]. Бромвич [ lo],

Чепмен [и ], Фекете [ l3], Андерсен ['- 3 ], Бозанкет [6 - B].

Методом обратного преобразования непосредственно для метода Чезаро впервые *

пользовался Кнопп [2o ], а затем Чжоу [l2 ] и Пейеримхофф [2s j. Основная идея этого
метода заключается в том, что при помощи обратной матрицы проблема нахождения
множителей суммируемости сводится к исследованию некоторого матричного преоб-
разования. Путем применения к этому преобразованию соответствующей теоремы
Хана [ls ], Кноппа-Лоренца [2l й, Кожима-Шура [22 - 27], Шура [27 . 13] или Пейеримхоф-

фа [ 26 J находятся необходимые и достаточные условия для того, чтобы числа гп были
множителями суммируемости соответствующего типа. Однако полученные таким пу-
тем условия неэффективны в том смысле, что их практически трудно проверять. Но из

этих условий обычно легко вывести эффективные необходимые условия, из которых,
в свою очередь, выводятся те неэффективные необходимые и достаточные условия,
о которых говорилось выше.

Следует отметить, что каждый автор использовал этот метод по-своему и тем
самым создавал свой метод доказательства теорем о множителях суммируемости.
Простейшим из таких методов является метод Кноппа [ 2o], которым он доказал тео-
ремы 2 и 3. При этом Кнопп обязан был ограничиться целым а > 0, так как формула

а

*ч*.=2(?к-ч.н-а.. о
г =О

которая им применяется, для нецелого а очевидно не действительна.
В 1956 г. Пейеримхофф [2 §] нашел новый метод доказательства теорем 1, 2 и 4.

Его метод основывается на целом ряде обобщений формулы (1), так как каждая тео-
рема (и даже отдельные части теоремы) требует для доказательства особой формулы.
Однако, видимо для того, чтобы применять свои формулы, Пейеримхофф вводит по-
следовательность õ v , от которой впоследствии освобождается. Формулы свои он при-
меняет к произведению 6 V e v , так как применение их непосредственно к произведе-
нию** А /_ v e v (у = Р, (3 —1) не дает нужных оценок. Таким образом, метод Пейерим-
хоффа все же оказывается слишком сложным.

Несколько ранее (в 1951—1953 гг.) Пейеримхофф и Юркат [ l9 > 23 . 24Ц методами
функционального анализа также находили некоторые теоремы о множителях сумми-
руемости, но главным образом лишь при ограничении 0 а<П случаи (3 =oи(3 = а.

Потребность решения проблемы о множителях суммируемости относительно ме-
тода Чезаро для двойных рядов заставляет искать такой метод доказательства теорем
I—4, который не налагает ограничения на ряды или числа а, (3, так как слож-
ность доказательства всякой теоремы для простых рядов при переходе к двойным
рядам увеличивается в несколько раз. В этом смысле наилучшим для доказательства
теорем о множителях суммируемости является метод Кноппа [ 2o].*** В настоящей
статье метод Кноппа обобщается для произвольных а > 0 и полученным новым методом
почти однообразно доказываются не только теоремы 2 и 3, но и теоремы 1 и 4. Этот
метод основывается не на обобщении формулы (1) (для разности нецелого порядка),
а на формулах (4), (14) и (29), являющихся видоизменениями формулы Чжоу ([ 12 ],

формула (17)), при помощи которых соотношения для нецелого а сводятся к соотно-
шениям для целого а. Для получения отдельных оценок применяются также другие
формулы из работ [B. 12 . 17 . •> 2].

Порядок теорем таков, что условия каждой из них необходимы для всех после-
дующих.

* На метод обратного преобразования для нахождения множителей суммируемо-
сти указал уже Шур ([27 ], стр. 106).

** См. доказательство формул (4), (14) и (29).
*** Методом Чжоу [ l2 ] также легко доказать непосредственно теорему 1, но тео-

рему 4 уже затруднительно.
4 ENSV ТА Toimetised Т-1 60.
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§ 1. Доказательство теоремы 1

Сведя (при помощи обратной матрицы *) проблему нахождения
множителей суммируемости типа (J С“|, С?) к исследованию некоторого
матричного преобразования ряда в последовательность и применяя к
этому преобразованию теорему Хана ([ 15 ], стр. 29), легко доказать, что

Числа г п являются множителями суммируемости типа (| С* |, Ср )
тогда и только тогда, если

Ч=o{l), (А)

т= °(>) («>4 (2)

Из (2) непосредственно вытекает необходимость условия (D), а из
(А) и (2) можно вывести необходимость условия (J) (см.[ 25], леммы
3 и 4),

С другой стороны, сведя проблему нахождения множителей сумми-
руемости типа (| С“ j, |С? |) к исследованию некоторого матричного
преобразования ряда в ряд и применяя к этому преобразованию теоре-
му Кноппа-Лоренца [ 2l ], легко доказать, что *

Числа е /г являются множителями суммируемости типа (| Са |,
тогда и только тогда, если

оо п

=o(у->-■). (3)
п=ч п к=ч

Оказывается, что условия (D) и (J), необходимые для множителей
суммируемости типа (j С“ |, О ), достаточны и для множителей сумми-
руемости типа (| Са j, ]С$ |). Поэтому (следуя схеме, указанной во вве-
дении) для доказательства теоремы 1 надо из условий (D) и (J) выве-
сти условие (3), так как условие (А) следует из (D). При этом будем
применять следующие леммы.

Лемма 1. Если а > —l, г/ а + то из условия (А) сле-
дует соотношение **

А°(Л*£ п) = A“+ ct е п.

Лемм а 2. Из условий (А) и (J) вытекает

4-ел =o(/г-о) (o<а<а).

Лемма 1 доказана в [*] (стр. 20) и передоказана в[6]; лемма 2 дока-
зана в [ l2], а для целых а, а 0 уже в[7 ].

В дальнейшем будем применять обозначения а = [а], b [|3].
Имеет место формула

£дг-!7Ч:и=2](?)l wk=4 i— 0 A=v
* См. [ l2 ], стр. 465; [2s ], стр. 421; [26 ], стр. 146.

** Также существование обеих частей равенства.
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Доказательство. Применяя последовательно преобразование
Абеля, по формуле (1) получаем

Atl 4=2>»:г 1
•»)=

k='> к~')

k=v i =0

откуда непосредственно следует (4).

Так как по условию (D)

2 ~?| 2 Л-

::
1

=0(v->).
n=v « I ft=v

то, в силу (4) и формулы

I=X {К 4'Г 1)= X , (5)

можем для доказательства теоремы 1 вместо соотношения (3) выводить
из условий (D) и (J) следующие соотношения

оо »

|S,| = o(V—') (<=0.....а), (6)
п=\ п

где

в, = Т,КIГ'К+

-

k=v

При доказательстве последнего, т. е. при выводе соотношений (6)
из условий (D) и (J), нам придется, в зависимости от поведения чисел
A^+,i-a- 1 в ВЫ р ажениях (б), отдельно исследовать три случая.

1. Легче всего оцениваются те члены в (6), для которых i таково, что
]Л,г+,' -а —1

( являются членами сходящегося ряда. Поэтому для всех i =
= 0,. .., а—b —1 при* |3 Д> b и всех i= 0,..., а—b при р=b из усло-
вия (D) вытекает
ОО 2 00 00

|в,-1= 21 д'.* | о(*-»-м ')•

п=ч к=\ п =k

2. Для тех членов выражения (6), для которых | Аl+^- а~ 1 \ не являют-
ся членами сходящегося ряда, на помощь приходит следующая извест-
ная формула **

со
= («>-1: V= 1.2,...),

«=v п v

* В случае а = b < (3 такого i нет.
** См. [ l2], стр. 461; [2s ], стр. 418.

4*
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откуда при помощи (5) легко получить

оо
у -К л» = ГЛТРП (т>o; t-i> 1; V= 0. (7)
/ I nn V х Õ— 1 " 0 1 v

71=v п v

Так как

а= ± СГ'iS х=о *=°

то по лемме 1 из условия (А) следует

Bi = Ci Di, (8)

где •

Г*.— Лг'+?- а — l дг+“— я
С г— Лл-м v ’

■ п—V ОО

Ivv+P-"-2 2 Al-Т 1 АЬк при а >о,
г У.=o k =n х+ 1

■ о при а = а.

По формуле (7) и лемме 2 из условий (А) и (J) для всех i = а Ь,..., а
(т. е. для тех i, при которых Аl+s~а ~1 получаем

00

С||<|А'+—“ е,| =o(v-’-i).
n—v П V

Если а>а, то для всех * i=а b -}- 1,.. ~ а (т. е. для тех i, при
которых Аг’+Р —Я— o) по лемме 2 из условия (А) и формуле (7) имеем

ОО ОО п—ч оо

E^T-'I<S^AS^+P ““" 2 2 |4«— , 4<е, +,| =

«=v л /2=v л х=o к= П v —х -[-1

оо п— v

=o(v- ,)2^2^+p_o“ 2^=“-.=
/2=v ,г х=o

ОО ,

= 0(v-)2jA. А‘п-Г~=o(v-“-0-
/2=:v п

3. Остается доказать соответствующую оценку для Оа —ь при
Р> Ь. Этот член приходится отдельно оценивать потому, что при i =

= а b числа А'г
+I—а—l не являются членами сходящегося ряда, а числа

Лх+Р o—2 не являются знакопостоянными. Вместо Оа —ь удобнее рас-
сматривать В а—ь■ Применяя преобразование Абеля, по условию (А) из
леммы 1 получаем

Ва — ъ В -j- F, (9)
* В случае а— 0 такого i нет.
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где

F — д? —Ь+ а-а—\д а_ ь
— П п —'>

п Е л+l 5

п k

F=y. \a + '~b ek y. А*-*- 1 А? - ь-'.
/Iк/\ X V п X

/?=v x=v

Выражение Е оценивается просто. Если (3 b -f- а— а 0, то из усло-
вия (D) следует

ОО | |
оо

24+l l £| = O(vP-->2 | A\-_Va-'-' ' 1= 0(v— •).

/2=v /I=V

Если же p— b -\-a —а> О, то по лемме 2 из условий (А) и (J) и фор-
мулы (7) вытекает

OO -j со .

24+1| Е | = 0(/-«)^ ]рЛ^+“—' = O(V >).
n=v /i=v

Для завершения доказательства теоремы 1 остается оценить выра-
жение F. Оценка этого выражения требует сравнительно длинных вы-
числений. По лемме 1 из условия (А) имеем

оо
А“ -&8 5 .

• s=k

Вставляя последнее в выражение F, находим

F = G + Я,
где -

о = s>-‘«. 2 4z;-»2 Л-, А_г‘>
S= v Ä=v x=v

OO n k
"= 2 *-*•• 2 л’=°“2 2 л"-“"'

5=Л + 1 x=v

Нетрудно (заменами порядка суммирования и применением преобразо-
вания Абеля) убедиться в том, что

G Са ~ь J>

и, следовательно,
= C*e_ö J Н, (10)

где

'=234=.*-’ 2 4-42/сг 1 1
.

* =ч 5= х -f 1 /?=v

Выражение Са _& уже оценено в случае 2. Для оценки выражения /

воспользуемся следующей известной формулой Бозанкет *

v

= 0<«<1; o<3<l). (11)
р =! х

* См.[B], стр. 487.
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Применяя формулу (11), находим
ОО оо п П

2Дн ui=o(i)2^Si^-rs i 2 п-ч|л:::|л:1: =

П=ч П П=Ч п х—Ч s=x-|-l

OO s ОО

= o(i)2 л=:-' I*-*ч2 | 6 - 2 ] =
S—ч x=rv n=s п

ОО 5

= 0U) 2 ,-ш /СГ 1 1*~ы s л-=“ л!-"1
-

Л=v x=v

откуда, так как а— а -{- (5 b^> — 1, применяя формулу (7) и лемму
2, из условий (А) и (J) получаем

оо оо

(12)
П=ч п S=4

s

= 0(v-a -').

Что касается выражения Я, то оно здесь оценивается легко. Приме-
няя лемму 2, формулы (11) и (7), из условий (А) и (J) выводим

оо • оо П оо r2 l=o(v—).
п=ч п п=ч п к=ч 5=/г-(-1

Таким образом, мы из условий (А), (D) и (J) вывели соотношение
(6), и, следовательно, соотношение (3) для всех o<7 J 3 <7 а. Так как из
условия (D) следует (А), то теорема 1 доказана.

§ 2. Доказательство теоремы 2

Сведя проблему нахождения множителей суммируемости типа
(С а

, СР) к исследованию некоторого матричного преобразования после-
довательности в последовательность * и применяя к этому преобразова-
нию известную теорему Кожима-Шура ([22], стр. 297; [27], стр. 82, тео-
рема I), легко доказать, что

Числа гп являются множителями суммируемости типа (Са
,

Сг? ) тогда
и только тогда, если выполнены условия (А) и

п п

2 .Ci24V = о(лР). (13)
v=o к=ч

Из условий (А) и (13) непосредственно вытекает необходимость
условий** (В) и (D).

Для доказательства теоремы 2 по схеме, указанной во введении,
надо из условий (В) и (D) вывести условие (13). Доказательство тео-ремы 2 в основном опирается на формулы (1) и (11), лемму 1 и сле-
дующие леммы.

* См. [2o], стр. 72
** См. [ 2Ol, стр. 73'.
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Лемма 3. Из условий (А) и (В) следует
2(л + I)3-1 |^£//I<о° (o<a<:a-fl).

Лемма 4. Из условий (А) и (В) следует
Аaen z=z о{п~ а

) (0-<сг<М).
Леммы 3 и 4 доказаны Андерсеном ([‘], стр. 31) и передоказаны Бо-

занкет[6 ]. Лемма 3 в предположении г п ~о( 1) для целочисленных 1
доказал уже Бромвич ([ 10], стр. 361).

Можно доказать (аналогично как (4)), что имеет место

S аг-7Ч_i •* = S (Л Ч S ~ 1 №г-\~ 1
■ (и»

к=ч i =0 Ä=v

Поэтому вместо соотношения (13) можем очевидно из условий (В)
и (D) вывести соотношения

П

2П:|В,| = 0(яр
) (1 = 0,..,, о+l). (16)

V=!o

При доказательстве последнего, т. е. при выводе соотношений (15)
из (В) и (D), будем по тем же причинам, что при доказательстве тео-
ремы 1, рассматривать отдельно три случая.

1. Для всех /= 0, ..., а—Ъ 1 при * (3 У> b и всех i o,а b
при [3 = b из условия (D) непосредственно следует

П

2-4:1в,\=о{п*).
v=o

2. Для упрощения дальнейших рассуждений нам нужна
Лемма Б. Из условий (А) и (В) следует равномерная сходимость

(относительно индекса п) рядов

Е(дР.)" м “l с'l (i—6 + 1,.. ,а + 1)•
V

Доказательство. Так как /+(3 а —l, а + I—д1 —д >O, то

Ä*\2A n^n/" +1 “ vi /+P “ e “ 1
/v + I \ e + 1 “V ,w+ а-а-11/p+«^« £

l_Д, А? =

л 4-1 ) U+ l/ (v +i) И e vl
= 0(1) (v+ I)'+— e- 1 l^+«-e ev |,

откуда по лемме 3, в силу условий (А) и (В), вытекает утверждение
леммы.

Так как и здесь из условия (А) следует (8), то по лемме 5 для всех
i=а b -f- 1,. .., аД-1 из условий (А) и (В) непосредственно вытекает

П

2л:|с,l=о(А
v=o

* В случае а— b < (3 такого i нет.
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Далее, приступая к оценке Д при а>а, заметим предварительно,
что для всех i = а b -)- 1,..., а + 1 по леммам 1 и 3 из условий * (А)
и (В) получаем

оо оо оо

2 2 , 2-4s-ir , /i,+ “-4=
k—n—X-J-l Ä=Л— x+l 5=Ä

ОО Л —х
=- 2

s=n— x-f-1 A=v

откуда по формуле (11) находим
оо со

2 л“::- 1 4-ей =о(l)л“l:_.2‘4:д“” 1 |А г +-»м- пе»
А=/г —х-)-1 S—v

Следовательно, для всех i— а — b 1,. .., а+ 1 имеем
П

2<lД|=а
V—О

где

г
<

-’- 1 л:::- 1
.

s=o м=o

ОО П

u=V |^ + --“ £и2'4:4-С“ _,а, lГ 1
-

s=Л+l v=°

Последние два выражения оценим сначала в случае гД> а— (3 -f- 1
(и, значит, при р > 0).

Если /Да — (3 -j- 1, то можем выбрать некоторое число х такое, что
х ри а -f- I—г<l< а + I / (и, следовательно, jc>o, —l<г +

+ х а 1 ДО и / Д х а 2 Д —1). Так как в этом случае

of =o(i) (-Дт ф~ J л'Ц’—*л;l° - 1
=

= 0(1)Л' + '-°“ 2

при sД /г и
- 1 1:- 1

= о ( 1)л ■+у -- 2

при sД ц, то по лемме 3 из условий (А) и (В) вытекает**

Еш(/г + 1) ~ $Ki = lim 0(1)\ j (s + + |Д'+а - а s5 l = О

Лемма 3 применяется лишь для оправдания перестановки порядка суммиро-
вания,

** Под lirn Sn мы понимаем lim Sn .
n —> oo
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(в силу равномерной сходимости последнего ряда относительно п) и
ОО п

lim (/i+l)-PL I- = limO(l) (л+ 1)-Р |Д + *- a£s ÄJ_^~ a ~2
— O.

v=o

Если же р = b > 1 (тогда 0 <а (3 + 1 а), то по лемме 4 из усло-
вий (А) и (В) непосредственно получаем

п п OQ

2>i:io,_p+.i=2a' 2v=o v=o k=n-\- 1
п

=о(й к~-,=°№)-
v=o

Таким образом, мы доказали, что для всех i=а b 1, . .., a-J-I
при (3 Д> О (конечно, если а Д> а) из условий (А) и (В) следует

11

lim(^)-'S'CI D <!=O. (17)
v=o

Если же (3 = 0 (и а>а), то из условий (В) и (D) легко вывести не-
посредственно соотношение (13), ибо

п п п п оо .

2>: Е-сгч <2'4:И“ +1е«1+11 л.“ 2 =

v=o A=v v=o v=o k=n-\- 1

n oo
= 0(1) +2 л: S (ft-v)—2 0(*-) = 0(I).

v=o k=n-\-]

3. Остается доказать соответствующую оценку для В а ь при а> ау

Р > Ь. В силу (9) нам достаточно отдельно оценить выражения Е и F.
Если (3 b -{- а О, то из условия (D) следует

24“ | Е| < А'п 1 4—‘е, +l l 2 \AlZb
,

+a—'\ (18)
'l=o v=o

= О(лР).
Если же (3 b а — а>o (тогда также а— b > 0), то из (18) по лем-
ме 4, в силу условий (А) и (В), вытекает

П

2 Л' \Е\ = о(,г>). (19)
v=()

Далее, применяя к F формулу (11) и соотношение
ОО

Л»+>—‘6*= 2'СГ‘
S=k

вытекающее из условия (А) по лемме 1, находим
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oo
f = 0(l)tr l 2|A*+w ® t | (20)

S=v

OO

= 0(l)(v+l) (, -Mjlt“ l 2 (s + 1)“~M A” +1 -4|,
S =v

откуда, в силу условий (А) и (В), по лемме 3 следует *

П

if 1 = «и. (го
v=o

Таким образом, из условий (А), (В) и (D) мы вывели соотношение
(15), а для случая (3 =O, — соотношение (13). Следовательно,
соотношение (13) доказано для всех o<l (3 а. Так как из (D) следует
(А), то теорема 2 доказана.

§ 3. Доказательство теоремы 3

Заменяя в доказательстве теоремы 2 теорему Кожима-Шура теоре-
мой из статьи [ lB] (стр. 156), являющейся вариантом теоремы Шура ([27],

теорема III), легко доказать, что
Числа г п являются множителями суммируемости типа (Со, С‘ ) тогда

и только тогда, если выполнены условия (А), (13) и
П П

I™2 < Hr' 2 ЛГ7ЧС*- Л-+Ч-| = 0. (22)
V=o к=ч

Из условий (22) и (В) непосредственно вытекает необходимость
условия (Н).

Учитывая, что в § 2 мы доказали, что из условий (В) и (D) следует
соотношение (13), а из условия (Н) условие (D), то для доказатель-
ства теоремы 3 нам остается из условий (В) и (Н) вывести лишь соот-
ношение (22).

В силу условия (А) имеем

А a + 1 Bv= Аа+1~l ' l * М+*~а Bv,
i=o

откуда и из (14) следует, что вместо соотношения (22) можем из усло-
вий (В) и (Н) вывести соотношение

П

IЬп2А‘М = ° 0' = ° а+ 1), (23)
v=ü

где

Mi {А р
п+ .)-' Bi —Aa+l-t‘ 1 • A‘+a~f e v .

* Здесь применяем очевидное соотношение
п

— v a-t~ 0
— о(1); х, X, х X> —1),

. v=o
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При доказательстве последнего, т. е. при выводе соотношения (23)
из условий (В) и (Н), будем по тем же причинам, что при доказатель-
стве теорем 1 и 2, рассматривать отдельно три случая.

1. Для всех i = 0,. .., а—b 1 при *(3> b и всех i=o, ..
~ а— b

при (3 = b из условия (Н) получаем
п П

liim 2А*\Мi| = Hm (А ?

п+ .)
~ 1 2 |Bt | =

v=o v=U

П

= limO(l)2(n+ 1 -A)-PU's„_*| UH-P- —M _о.
k=o

2. Сначала заметим, что из (8) непосредственно вытекает
Ml = N,-(Al+ir'Dt ,

где

М = Л'т;—1
- 4-+ 1 -' I}Л'+—• S. .

В силу леммы 5 из условий (А) и (В) для всех i = a—b-\-\,...,a Jr \

находим
П

иш2л;|лМ=о.
v=o

Как было показано в§ 2 для всех i=а b -(- 1, ...

,
а 1, из усло-

вий (А) и (В) следует (17), если (3 Д> 0 (конечно, если а>а). Остает-
ся доказать, что (17) имеет место и при (3 =O. Оказывается, одна-
ко, что из условия (Н) легко вывести непосредственно соотношение (22),
так как в силу (Н)

п п п ооуд 24г!г,
«*-^+, *.=24 2 А^4 =0(1) -

V=o k='l ■■ v=ü k-=n +1

3. Остается доказать соответственную оценку для В а-ъ при а а,'
Р Д> Ь. Оказывается, что эта оценка уже доказана в § 2, так как из усло-
вий (А) и (В) следует (19) для (3 b а—а > 0 и (21), аиз условия
(Н) и (18) следует (19) также для (3 b +а а<7 0.

Таким образом, из условий (А), (В) и (Н) мы вывели соотношение
(23), а для случая (3 =O, а соотношение (22). Следовательно,

соотношение (22) доказано для всех 0 (3 Так как из (Н) следуют
(А) и (D), то теорема 3 доказана.

§ 4. Доказательство теоремы 4

Сведя проблему • нахождения множителей суммируемости типа
(O,jCP|) или к исследованию некоторого матричного преобра-

* В случае а— b < (3 такого i нет.
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зования последовательности в ряд и применяя к этому преобразованию
известную теорему Пейеримхоффа ([26 ], стр. 142), легко доказать, что

Числа г п являются множителями суммируемости типа (С“, j () или
(СO, | С 13 1) тогда и только тогда, если

2 ч=1»» <к. (24)
«е94 п k—‘

где cüfc = kejc, 94 всевозможные конечные подмножества последователь-
ности неотрицательных целых чисел, а К не зависит от 94.

Из условия (24) непосредственно вытекает необходимость условия
(М), а из условий (А) и (24) заново необходимость условия (В),
так как необходимость условия (А) очевидна из доказательств преды-
дущих теорем.

Очевидно соотношение (24) вытекает из

-j j п23'йг12''*-" ,Л->*l<оа < 25)
n~'t k=V

Для доказательства теоремы 4 по схеме, указанной во введении,
остается из условий (В) и (М) вывести условие (25), Однако, в этом
доказательстве будем пользоваться также необходимым условием (А),
так как в дальнейшем покажем, что оно следует из условий (В) и

ДД, <-о- (26)

Доказательство теоремы 4 несколько сложнее доказательств преды-
дущих теорем, так как, во-первых, здесь надо рассматривать не только
случай а, но и случай а<С(3 <1 а + 1. Во-вторых, если е п удов-
летворяет условию (А), то, в общем случае, соИ/И 0(1). Поэтому нам
надо доказать для со и леммы, аналогичные леммам) 1, 3и 4 для г п . Дока-
зательство теоремы 4 будет в основном опираться на формулы (1), (7) и
(11) и следующие леммы.

Лемма 6а. Если а > 0, а > 1, то из условия * (А) следует соотно-
шение

А а (А а СO И ) =А а + а со«. (27)

Доказательство**. Заметим, что из условия (А) и формулы (5)
следует существование Аа о)ге для всех а так как из (5) имеем

A a (ün= {п 4-a)A“e№ —аАа_l е,г . (28)

Из (28) и (5) и, в силу условия (А), из леммы 1 вытекает

A j(A4o„) = (/г ф а -f а) A a + 3 g,n (а -)- а) Аа -и— i &п Д«+°0)л .

Лемма очевидно имеет место, если (А) заменить условием со и
= 0(п).

* Лемму 6а можно доказать и непосредственно, в основном так же, как Андер-
сен PJ доказал лемму I.
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Лемма 66. Из условий (А) и Асо и = 0(1) следует соотношение
(27) для всех а —l, и аЦ- а 1.

Доказательство. Так как —l,а 1 иа— 1 + о 0,
то, обозначив Aco ra = ап, по лемме 1 имеем

А'1(А а “ Iа га) = Аа ~'+°ап .

Вставляя здесь вместо а п ее значение, получаем требуемое, так как при
помощи леммы 6а находим

А“- 1аи = Аа со, п и А = А а+:7 оа7г .

Лемма 7. Из условий (В) и (26) вытекает условие (А).

Доказательство. Как известно*, из условий (В) и (26) сле-
дует сходимость ряда Л“ _а 1 Aa+i-a8v j и Аа ~а гп = о{\), откуда, вви-
ду (26), Аби =0(1). Из (26) также вытекает, что еп = o{п). Поэтому,
в силу леммы 66, имеем

оо

2 1а е„ | =2; 2 кт 1d'~°+' ( а-»+‘ *.| <оо,
П I М=Л 1

откуда вытекает (А).

Лемма 8. Из условий (В) и (26) следует

2in + 1)ст “ 2 1 А ст со и | <Доо (l^a^a-fl).

Доказательство. Из (28) и леммы 3, применимой в силу лем-
мы 7, из условий (В) и (26) для всех 1 а 4- 1 вытекает существо-
вание А ст со я и утверждение леммы, так как

2<« + = 0(1) 2(«+1)’-ЧА’в«1 +

+ a2(« + I < оо.

Лемма 9. Из условий (В) и (26) следует
Aa con = О (/г~ а +1 ) (I<а<а).

Доказательство. Из (28) и леммы 4, применимой в силу лем-
мы 7, из условий (В) и (26) следует утверждение леммы.

Доказав вышеприведенные леммы, можем приступить к доказатель-
ству теоремы 4. Можно доказать (аналогично как формулу (4)), что
имеет место

п д+l п—i

2ат2 лls= 2 (т 1) 2 К-r'K+j,z: . <2э>
k='i i= 0 ä=v

* См. [ 9], стр. 79. ,
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Так как по условию (М)
V+C+l п

A 'n~l<*k <°°>

/7=М Л k—V

то, в силу (29) и (5), можно для доказательства теоремы 4 вместо соот-
ношения (25) вывести из условий (В) и (М) следующие соотношения

СЮ jI!^2тр+>К1 <ск . (i=o,-.., a+i), oo)
n~V

где

*; =tiA:~:-'K+
- k

- a- 2^
Ä=v

При доказательстве последнего, т. е. при выводе соотношения (30) из
условий (В) и (М), будем по тем же причинам, что при доказатель-
стве теорем I—3,1 —3, рассматривать отдельно три случая.

1. Для всех i = 0,, а— b при *(3> b и всех i = 0,. .. ,а b 1
при (3 = Д из условия (М) следует

OO JЖ S И/1 = 0 ( 1 ) 2(*+ 1 ) “-?- 1 ! А'ю* I < оо. ,
/Z=V

2. Аналогично соотношению (8) по лемме 6а из условия (А) для всех
i 1’ имеем

в; =с;
где

с ; =

рг“ -г д,+

п—V оо

2 Aä-v~ la'“* при а> а,
i ' х=o k=n —х-(-1

О при а а.

По формуле (7) и лемме 8 из условий (В) и (26) для всех i = а b 4- 2,
..., а Д- 1 вытекает

OO J2 4+1 |c;. j= о(1) 2(v +1 ) t+a - а - э i АlЧа-а (oмl<оо.
n=v

Далее, приступая к оценке D’. при а>а, заметим предварительно,
что из леммы 9 при а > 1 из условий (В) и (26) следует Асо га = 0(1).
Поэтому на основе лемм 66 и 8 отсюда получаем, что для всех** i 2

® случае b = а + 1 < (3 такого i нет.** Такие г возможны, если а > 1.
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имеет место соотношение (16) и для со„. Следовательно, для всех*
i—а b -\- 2,, а+ 1 при Цй и всех ** i—а b 3,

,
а -f- 1

при b a-1-1 по лемме Bиз условий (В) и (26) и формул (7) и (16)
находим

>
ОО . OO j оо

Ж 1=
/Z=V n=V S= V

= 0(1)2 is + \ ) i+a - a ~ 2 1A /+a_a cos | < 00.

Если же b а -f- 1 при а > а, то вместо o\-ъ+2 нам удобнее рассматри-
вать выражение В’а-ь+2 = В\. Применяя преобразование Абеля и фор-
мулу (1), находим

п k

в\ = 2 дк-”- 1 до)й )2л:гг I
= p+q,

k=v x=v
где

р=
k=v

Ä=v

По формуле (7) и лемме 8 из условий (В) и (26) следует
OO JlA“IjT+I,p| = оо^+ШЧДоПС^-

/2=V

Таким же способом оценить выражение Q мы не можем, так как при
О<Са< 1 мы ничего не знаем о сходимости ряда £ | A 2 cofc |. Поэтому
для оценки выражения Q мы должны его преобразовать, не пользуясь
при этом леммой 66, так, чтобы вместо А 2 со & в нем была бы разность
порядка не большего, чем a-f- 1. По лемме 6а из условия (А) имеем

оо

а 2 со* = 2л;:^2 т+1 -ч.
s=k

Вставляя последнее в выражение Q, находим

Q = R+S,
где

*= l>r:^=rx=r2
>

S=V Ä=V

OO n— l
S = 2^°**tA^A^A™k - 2

-

s=n /k=v

* В случае b— 0 такого i нет.
** В случае а— 0 такого i нет.
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Чтобы оценить выражение R, преобразуем внутреннюю его сумму,
переставляя ее члены и применяя к полученному преобразование Абе-

ля; находим

5
•у

V я_« . р— а—1 .а-а-2
_

V .«-0-2 ,а-а дМ-1 _2j Аk v А п— 1—k As-k Zj aм /lÄ+n-i-v-s
A=v к~‘

s k
\ 1 .3—Й— 2 ,a—a— 2 ла—а i 'а— l д—l

= - 2А->+*-*2Л-> Л
*—

•

Применяя формулу( 1 1) и учитывая, что 0 Д^—s ПР I! Р
И АГУ +„_s =о = Д”Т при |3 =Ь, имеем

п—l

Irj=о(1 )2Д^Г2 М«+‘ -“и s l+l с; |.
S=V

Но так как оценка для C’i = С'а _ь+2 уже рассмотрена, то по лемме 8

из условий (В) и (26) следует
оо

2л“У]-ил = 0(1 )2(s+ + <<>D-
«=Л«

Для оценки выражения 5 выберем некоторое число ц такое, чтобы
О<ц< а а (тогда —I<СЛ 1. а—а— Л 1 0) • Учитывая, что

ддг2
= о(l)лдЧ::Г'“‘=оомгЧГГ'”’ < 3l >

и

АТ-7' A'-_l-r ‘- l=o{\)A^b+*-’~-'‘-'
,

находим
оо

S= О (1) л 2 И‘+1~“ Ы •

s=n

Отсюда по лемме 8, в силу условий (В) и (26), получаем, что ;

оо оо

2< 2 ' 5 ' = 0(1) 2лг‘-'2 А
~

< =

W=v п S=n

= 0(1) ( 5 + 1)а“ я-1 |Да +1-«(05 | <со .

3. Остается доказать соответственную оценку для D'a_b , x при а Д>а,
Так же, как и при доказательстве теоремы 1, нам удобнее рас-

сматривать Ва __ь+Х ' - Здесь придется отдельно исследовать случаи b а и
= o+l. Будем сначала рассматривать случай а. В этом случае до-

казательство в основном аналогично случаю 3 доказательства теоремы 1.
Действительно, аналогично (9) имеем

В’ 4-F’
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где

Е'= Да Ь-Н Шя+l _

k—'i x=v

Если (3 b -j— а —0, то из условия (М) вытекает
сю

2л:2^тг! £'

| = 0 ( 1 ) 2(л+1) I д«-‘+'«ы < со.
n=V П

Если же р — b+ а «Д>o, то по лемме Bиз условий (В) и (26) на-
ходим

сю

2А' SДп I Е’ I=°‘сl 1 = °‘с1 > 2 (п + 1 > а~"~' \л°~ь+ ' ю‘| <те •

n=v П

Далее, аналогично (10) по лемме 6а из условия (А) получаем

+ Н’,

где

г = 23 Ž ». š сг1
.

X=;V S=x-(-l р='>

ОО П k

5=Л-|-1 ft=v x=v

Выражение С я_o+l уже оценено в случае 2. Для оценки выражения
Г можем при помощи формул (11) и (7) доказать соотношение, анало-
гичное (12), откуда по лемме 8 и из условий (В) и (26) находим

сю _

Tlл“ SW+' {г1:=0 (1 ) S(s + 1 ) И“ +1-‘“>*!<-•
П—V п

Далее, как и при оценке выражения S, для оценки выражения Я’ вы-
берем некоторое число т] такое, чтобы 0 <Д rj <Д г]’, где ц’ = min (а —а,
Р Ь). При таком выборе числа ц будет 1 <Дц —1, а— а ц 1 <Д 0,
Р — b—Ц,а—b— г| Д> 0. Из формул (11) и (31) находим

сю п

н’ = о(\и^д-1 2 |д*+‘-^аl2-Иг-2|л»::=
Ä=V

OO

= 0(1) Alz^- 1 2 ЛД‘

|Д-+ 1-» <oa| < 00.
s=n

5 ENSV TA Toimetised T-l 60.
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Отсюда по лемме 8, в силу условий (В) и (26), находим, что

оо сю

2< \н’\=оп)2лг4-’- 1 2 л->+1-^l=
п=ч П s—n

= о( 1) 2(S+ 1)“-#- 1 1A"+'- i’»s| < ос.

Обратимся теперь к случаю b = а l. Предыдущие рассуждения
здесь неприменимы, так как лемма 8 предполагает, чтобы показатели
разностей были не меньше единицы. Поэтому для оценки ZT_Ö+l

=

= В’0 при b а-j- 1 мы должны перейти обратно от со„ к е„.

Из формулы (5) имеем

Вo (я —а) Г -j- (v -(г а—а) V,

где

Т=
Ä=v

k=v
\

Из условия (26) при помощи формулы (7) находим
оо I ,

2д“2уп !7 ’ |=0(1) 2нт<°о -
П~ч п

Что касается выражения V, то, сравнивая его с выражением Ва-ъ , видно,
что V можно получить из Ва—ь , если в последнем заменим Aa~b s& на s*.
Поэтому при помощи соотношений, аналогичных (9) и (20), формулы (7)
и леммы 3, из условий (М), (А) и (В) выводим (ибо здесь |3 b 4- а

а —l = (5 а 2<^ — 1) ' ;

оо оо

2<2s?Ai (v+i) | vi = o<i)2 я+l 2 *ч->l+
П=Ч п П=Ч П

оо оо
+ о(1)у; лу 1 2 а^'2 =о <1) 2<« + 1 ) Iе»+>l1 е»+>1 +

П=ч п Ä=V

+ 0(1)2(5 + l) 0'- а |Аа+l—а г s | <оо.
Таким образом, из условий (А), (В) и (М) мы для всех 0 (3

<7 а+l (а, (3 >0) вывели соотношение (30) и, следовательно, также
соотношение (24). Так как по лемме 7 из условий (В) и (М) вытекает
условие (А), то теорема 4 доказана.
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SUMMEERUVUSTEGURITE POHITEOREEMIDE UUED TÕESTUSED

S. Baron

Resümee

Käesolevas artiklis antakse uued tõestused (|Ca
|, O), (|C“|, \Q1 \), (Ca

, C,Jj),

(Ca
,

|C ?
|), (Ca

o> \d\) tüüpi summeeruvustegurite jaoks ühekordseteridade puhul, kus Cesäro
menetluse järgud a ja (3 on mittenegatiivsed reaalarvud. Tõestusmeetod on põhijoontes
ühine kõikide vaadeldavate summeeruvustegurite tüüpide korral ja on saadud KnoppM [2o ]

meetodi üldistamisest, kusjuures on kasutatud ka üksikuid momente Bosanquet’ [B ],
Chow’ [l2 ], Hardy’ [ l7 j j,a Anderseni ['-2] töödest. Esitatud tõestused on kergesti üle-
kantavad kahekordsetele ridadele.

Tartu Riiklik Ülikool Saabus toimetusse
• 16. IV 1959

NEUE BEWEISE DER HAUPTSÄTZE EUR SUMMIERBARKEITSFAKTOREN

S. Baron

Zusammenf assung

Vorliegender Aufsatz enthält neue Beweise für Summierbarkeitsfaktoren des
(П. |CP|). {C\C? ), (C“.Cp). (C“, JCp |). (С£.|С?|). Es wird der Fail

der gewöhnlichen Reihen mit nichtnegativen reellen Cesäroschen Ordnungszahlen a,
P behandelt. Die Beweismethode ist für alle 4 Theoreme tast einheitlich und ergibt sich
ais eine Verallgemeinerung der Methode von Knopp [2o j; ausserdem werden einige
Momente aus den Arbeiten von Bosanquet [B ], Chow [l2 j, Hardy [ lr ] und Ander-
sen [’-2] verwendet. Die Beweismethode ist auch im Faile der Doppelreihen leicht anwendbar.

Staatsuniversität zu Tartu Eingegangen
am 16. April 1959


