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К РАСЧЕТУ КРАЕВОГО ЭФФЕКТА ПОЛОГОЙ

ОБОЛОЧКИ ДВОЯКОЙ КРИВИЗНЫ

Х. Х. ЭЭСОРГ

Решение задачи о разновесни OÕOJOUEK NO ÖE3MOMEHTHON теорни значительно

проще, чем NO общей моментной теории. При безмоментной теорин порядок дифферен-
циальных уравнений ниже н их форма проще, чем при общей теории оболочек. В не-

которых случаях систему уравнений равновесня безмоментной теории оболочек можно

привести к уравнению Пуассона (для оболочек положительной гауссовой кривизны)

илн к неоднородному волновому уравнению (для оболочек отрицательной гауссовой
кривнзны) . Назвенные уравнкения широко исследованы, и для их решения имеются

практические методы.

В связи с тем, что усилня по безмоментной теорни оболочек определяются из урав-

нений равновесия без учета непрерывности деформаций, для существования безмо-

ментного напряженного состояния необходимы специальные условия (] crp. 423—432).
В дальнейшем предполагается, что эти условия выполнены. Названные условия не

исключают возможности возникновения местных напряженных состояний смешанного

типа в узких зонах, обыкновенно вблизи краев оболочки. Это напряженное состоя-

ние нмеет быстрозатухающий характер и называется краевым эффектом. В проектной

практике необходимо вычисление моментов и усилий от краевого эффекта, особенно

при железобетонных оболочках, где они часто требуют специального армирования в

краевых зонах. - :

Для упрошения вычислительной работы расчет оболочек можно вести по двум ста-

диям: в первой стадни решается задача безмоментной теориин оболочек, во второй
задача определения краевого эффекта. ;

В дальнейшем при расчете краевого ;эффекта предполагается, что усилня B 000-

лочке по безмоментной теорли найдены. - |

‚ ‚Рассмотрим прямоугольную (в плане) пологую оболочку, окай-

мленную по периметру бортовыми элементами в внде арок с затяж-

ками (рис. 1). / |
Для исследования напряженного состояния вблизи краев оболочки

применим известное уравнение краевого эффекта в ортогональной си-

стеме крнволинейных координат ;
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3nech E£, n криволинейные ортогональные координаты на сре-

| динной поверхности оболочки;
@ нормальное перемещение срединной поверхности обо-

лочки, обусловленное краевым эффектом;
К, радиус кривизны нормального сечения поверхности

оболочки, проведеннёго вдоль координатной линии 1);
6 толщина оболочки;

A, B коэффициенты первой квадратичной формы средин-
ной поверхности оболочки;

р коэффициент Пуассона.

Интегрирование уравнения (2) изложено в монографии 12

Предположим, что 4k* > 1. В этом

случае можно ограничиться рассмотре-
нием тех интегралов уравнения (2), ко-

торые убывают по модулю в направле-
HHH TIDOTHBOIIOJIOXKHOTO KDas оболочки.

Для нахождения одного произвола интетрирования предполагается, что

жесткость бортового элемента на кручение столь мала, что изгибающий
момент на краю оболочки в перпендикулярном краю направлении
можно без значительной ошибки считать равным нулю

M, =0 (3)

Вторым краевым условием для нахождения произволов интегри-
рования является требование, чтобы относительные удлинения на

краю оболочки и бортовом элементе на линии их контакта были равны

Ьоб € ša (5)

здесь е%, относительное удлинение на краю оболочки;

Ea ОТНосительное удлинение в бортовом элементе на AHHHH
его контакта с оболочкой.

Положительнымн считаем направления усилий и моментов, пока-

занные на рис. 2. -

Puc. 1.
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Интегрнрование уравнения (1) дает AJJA YCHJHÜ H MOMEHTOB, OÕV-.
словленных краевым эффектом, с учетом краевого условия (3), сле

дующие значения !?); ;

w w*e-k cos kE (6.1)

T,=— —ž—ž— w*re—¥ cos kE (6.2)

= @* .

BE= 7R e COS RE (6.3)

= 11 Еб° 0 I=\, Kt Si5
—žÄš={”(kw*)e—*" (coskE sin kE) |

* 0k? ° —k6 ]
©*

от
ёе-\`соз ЁЁ

{
(6.4)

1 Eõ2 w*
ее

Nı= —5 37 дуду
®“(605 #6— 811 #)

30 —) ®° *

(6.5)

= 1 Её% —@*M-lP**оат
1 2за—) ОИ 5 (6.6)

= 1 E&® I[o = :
e

a ;fig[a—„ (w* .k) e (coskE+- sin k§)

in ] (6.7)

На краю оболочки (Е ==o) выражения (6) примут следующие зна-

чения:

@ @* (7.1)

T* >

=

R
2

(7.2)

Puc. 2
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gT N
R2

(7.3)

S E (7.4)

! /RQ Rg
(7.5)

Mi=o (7.6}

11 /0 ^д ‚а

A=—Nl=r_ 91/°C_ (k*w*2}/31/ 1+uk*B* l’R, 0"1( w) (7.7)

Fö

- 2V301 —n)

(8}T A€

Ro*, R*, B* 3HaueHus BeJuuHH Ry, £ v B npu g = 0.

Выражения (6) н (7) даны в ортогональных криволинейных коор-
дннатах. В силу узости полос у краев оболочки, `подверженных дейст-
вню краевого эффекта, можно легко образовать приблизительно орто-

гональную систему криволинейных координат. Пусть в плоскости х у

проекцин одного семейства приблизительно ортогональных координат-
ных линий являются параллельными с рассматриваемым краем, а про-

екция другого семейства координатных линий образует с осью х пока

нпеизвестные углы @ == о(п).
Обозначаем 160==а(п). Тогда уравнение срединной поверхности

сболочки в векторной фсрме имеет вид

FA LEFL + ag)nU,+ 2 (&, 1) Ü (9)

здесь ;, Uy, U, enuHnuHble BEKTOPHL.

Величину а = {бо в уравнении (9) можно найти при помощи мето-

да наименьших квадратов, требуя, чтобы при & ( угол между коорди-
х

натными линиями имел в промежутке |<<)<-- | значение 5 -
Это

значит, что

o
¢
r arr FAn SEü (a =0

—)

(10)

где

ar‚дг скаларное произведение векторов

дг Hör
ot "0n лар Р A p dE —oy

В качестве примера рассмотрим случай, когда оболочка очерчена
N0 поверхности эллиптического параболоида, данного в декартовых
коордннатах следующим уравнением:
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.\72 2

г(х, у) =5 Hy-+ 25Hy
L L]

(11)

или в координатах &, n [ypaßHenue (9)]

г(5, п) = Ax(E— 1)?-+ Hy(l -- a6)*l° (12)

Подставляя (12) в (10) н учитывая (9), получнм для величины @

следующие значения: ‘

а>
4

й
~ YxVy (13}

L, Н, Н,
тде ’ 7\':l—:;7 YX“"‘Z:a Yy—Ly

Из (8) следует, что при увеличении пологости оболочек параметр а

уменвьшается. При особенно пологих оболочках расчет можно прове-
сти без значительной погрешности в декартовых координатах.

Если срединная поверхность оболочки дана уравнением (12),
то козэффициенты первой квадратичной формы А, В. и АВ соs7 и вто-

рой квадратичной формы Г, М, М следующие:

А= А, B=Bo(1--aš), ABcosyx 0 (14.1)

2Lx['v 6"'va 1L p€L:?(-B—O* Н,, М:Й‹_)Ё a.Hy(l—‚—-'ag)n

QLxLy H ‹1 a aš)žN=
AB У` (14.2)

Ao=LVl+42(B—l) , Bo= 1, ИГагде (14.3)

При выводе dopmya (14.1) u (14.2) npeanonoxeno, uro I>y “=v!
H I>>;";>>7;‘‚. В силу этого формулы являются справедливыми TOJb-

KO при пологих оболочках.
_

Пронзвол интегрирования @* (п)) в формулах (6) и (7) находится

при помощи уравнения (5)

o 6 63

rue e, BHUYHCJIAEM IO (OpMyJie внецентренного сжатия (или вне-

центренного растяжения):

: Т Mz,\":*ЕР ОВ
(15)

где 7, M нормальная сила и изгибающий момент в бортовом
элементе;

Е, / площадь поперечного сечения и момент инерции бор-
тового элемента;

Zo расстояние от оси бортового элемента до линни контакта

(до срединной поверхности) оболочки с бортовым эле-

j ментом;
‚ Е модуль упругости. j
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В качестве бортового элемента применим арку постоянного прямо-
угольного сечения с затяжкой. Предположим, что к арке приложены

следующие нагрузки: нормальная к оси арки нагрузка рд, касательная

к оси арки нагрузка в и внешний момент ру. Эти нагрузки имеют сле-

дующие значения: -

Pr = №о-Ё*

ps = So + S* 4 S* (16)

pu =Ho - Н* -- (5* -- 5*)2,
где No, So, Ho приложенные непосредственно к арке нагрузки и

внешний момент; ;
S* KacaTeNbHOE yCHNHE Ha KPalo OÕOJOUKH NO безмомент-

MD

ной теории; : -
№*, s*, Н* усилия и крутящий момент на краю оболочки от

краевого эффекта согласно формулам (7).
Для нахождения величин Т и М в формуле (15) составим зависи-

мости нормальной силы и изгибающего момента в арке в точке С с коор-
динатами п н Z(N) от единичной внешней нагрузки, приложенной
в точке С, с координатами т И #(т1) (уравнение линии влияния). _

Обозначим (согласно рис. 3): У натяжение в затяжке;

mY(n,Nı), ('› '1) изгибающий момент и нормальная сила в се-

чении С от единичной вертикальной нагрузки
У = 1, приложенной в точке С, при У= 0;

Н H © o

mg (m, n1), £ (n,m;) TO e OT ENHHHYHOÄ TOPHSOHTAJNILHOÄM нагрузки
H=l, npunoxeunnoét B Touke C,, npu Y=o;

M Mmi (n, M), 8% Nı) —тоже от единичного момента, приложенного
в точке С, при Y =0;

т (1), '1), &(, '1) изгибающий момент и нормальная сила в

' точке С от единичной вертикальной силы 0 —= 1,
приложенной в точке С\;

mÜ (n, nı), F (n,nı) то же от единичной горизонтальной силы Н = 1,

; NPHJIOXMEHHOH B TOYKE Cjı;
m (n, nı), M (n,nı) To eOT ENHHNYHOTO момента М —1, приложен-

Horo B Touke Cy;
min), {(n) изгибающий момент и нормальная сила в арке

от натяжения в затяжке У = 1;
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3 ENSV TA Toimetised T-1 59

В=И + е

a угол наклона KacaTejibHOli B TOYKe C KOOPAHHaTAMM N H Z(n)
(рис. 3):

. s(n) Ly dz(n)
$Нр @ =—= ——› СО$ @—=— › z

B(n) B(n)
(n) dn

2(п) ордината оси арки.

Найдем выражения изгибающего момента и нормальной силы B

точке арки с координатами 1 и 2(1) от единичных нагрузок, если на-

тяжение в затяжке /==0, в следующих случаях:

1. В точке С, приложена едиНичная вертикальная сила V=l

при п: >" -

mY =301+7) 1—n) (17.1)

1 3(n)
£y =5(1—1)

=o 50 1)
žy

(17.2)

при п <я
1

miy =s(l—mn) (14 n)Ly (17.3)

1 z(n)
fo =3O +m) - (17.4)

2. В точке С, приложена единичная горизонтальная сила Л 1

при ni >Ü

тЁ‹›:%[Ну —2(n)] (1 n}+2(n,)21) (18.1)

1 KU) !
= [5(Hy 2n)2—Ly g (18.2)

npu ;<1

mb =3 [Hy—z(l)] —п) (18.3)

1 s(n)
=3 AnLz (18.4)

3. В точке С, приложен единичный момент М—1
° при п: > *

m =3(1 41) (19.1)

1 #*(1)
fo=l3 LB (19.2)
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при Yı<N
1

т== 5(1 1)) (19.3)

t __——lM- =MY/(\()B(m)5i
4(19 .)

Изгибающий момент и нормальная сила в точке С от единичного

натяжения в затяжке У==1

m(n) =2z(n) Hy (20.1)

)=— LHn)= )
20.2(20.2)

Учитывая (17), (18), (19) и (20), найдем изгибающий момент и нор-
мальную силу в однократно статически неопределенной арке с затяжкой
в точке С от единичных нагрузок, приложенных в точке С,

m' (n, m)=m) n nı) + Ym(n) (21.1)

f (n n =1 4 1) +Y 1) (21.2)

здесь / одна из букв V, H uau M, обозначающих вид приложен-
ных единичных нагрузок.

Yi 1 g(n-1) (22)

где

+1 +1

д(т = ва fmin mmßDn+z[ 8 (n, nı)Em)Bin)dn
—1 —1

(23)

би =1Тт В + Е В +
=

EI (
B

Y

п)| (n)dn
} f

EF
H B

|

n) ("fl)dn i 2Ly

EF
(24)

37ecb Ea, F, MOAVAb VIPYFroCTH и площадь сечения затяжки.

Примечание. Часто натяжение в затяжке является известным (например,
при последовательно напряженных затяжках). В этом случае HET необходимости

вычислять У` по формуле (22) и У рассматривается как известная, приложенная K

арке внешняя нагрузка.

Учитывая выражения (21), найдем изгибающий момент М(1) и

нормальную силу T(n) в бортовом элементе от нагрузок р рв И

P, (16)
+1

M(n) = Lyfg[ps(m)sina(m) ~+py(nl) cosa(ni)]my (n, m) +

—1

+ [ps(nı) cosa(nı) ——pN(m)sina(m)]m? ( 90 +

+Pn) m (n, n))dni ,

(25.1)
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‚ +

T(n) =Lyf{[ps(m)sina(m) + py(mi)cosa()}£¢ (n, m1) +
M

+ [ps(nı) cosa (nı) Py(nı) sina (nı) 14 m, nı) +

+ Pran)£ (т nı)} dnı '
где sina(nı) =щ‚ cosa.(nı) = ;-\—éy——

B () B (ny)

(25.2)

Подставляя выражения (25) в (15), найдем ё5..
Величины е/, В уравнении (5) являются суммой относительных

удлинений на краю оболочки по безмоментной теории и от краевого

эффекта -
E %

€O6 €O6 + €O6 (26)

3NECb eŠ; ОоТНносительное удлинение на краю оболочки по безмо-

ментной теории, которое мы, согласно ранее сделанным предположе-

ниям, считаем известным

= = Ё* k

€6 82'_;{; _ [согласно (7.3)]

* &Подставляя выражения для в6 (26) и в55 (l=s) в уравнение (5), по-

лучим после преобразования для нахождения @* интегральное урав-
нение Фредгольма:

+1
1 = =

-@*(п) = F(n)+ CfK(n, nı) @* (nı) dnı
R2(71)

Y,

1 oL
с= %8

2V3(1 —u?)

(27)

Вид функций Р(п) и К(п, п:) в интегральном уравнении (27) зави-

сит от того, рассматривается натяжение в арматуре как известная или

неизвестная величина.

В первом случае (У считаем известным) функции Р(п) и К(п, п)
следующие: ;

F(n) =2 z;lmm)zo+ t(n)4 1

+1

_fi'f {[N (m)L S S . v

FI o(M1)Ly +(So(m1) + S*(nl) )2 (1) Imeo (n, m 1) A
—1

H— No(nı) zmı)- (Solnı) + S*(nı))L,] m& (n nı) + [Ho(nı) +

+S*(nı)zol Xms (n nı)B(n)} Z +{ Wolnı)Ly+ (Solnı) +
B("h)

+ S*(nl))z' (nl)] £ (n ) - -- Мо(т)2°() +

+(So(n1)+ S*(nı))Ly] £ (n‚ nı) + [Ho(nı) +S*(nı) zo] X
`M< 1 7Х б (' п`)В(…)}Ё<„—l)Т`} dni

3* ENSV TA Toimetised T-1 59

(28.1)
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1 SN v I vK , A )Е& mc Ы Ftc ,
Ly(n, nı) R;(n,)ß(n‚)l/Rz(%){[ o Maln M)+=eo (1 m)] y

д v[zo m 6 ( )- об 1e md}—F)3 {{[zo- min, n) +

+2 öOO )|z) +[2 та ( т-- (n, m]L +

+[zo m:g (n, "71)+",]:— t: (n, ’7l)] (zo—ž!—?šl/š—š% )E("h)} х

1 ö |><A Y

k*(n,) Blny) B*(nı) VRz (no)f (28.2}

При неизвестном натяжении У в затяжке выражения для функций
F(n) и К(п,1) примут вид:

Fn =5 Т{{ [Ny(m) Ly + (So(m) + S*(m)) z(7)] 7 (1,7) +

Л .

+ [ No()2() + (So(m)+s)ба т (m, m)+ [Ho(n 1)+
+S* 20l mC (n,m) Ben)=2+ {No(m) L+

M)

+ (So(m) + S*)(]£, (n, п) НН Т- N)z*(m) + (So(m,) +

НБОрЫЁ ъ)ННЕ 5) 2а е()Вы б (29.1)

K(n, m) =mVE:% {[Zo т() --Б &ъ)

вотё(тНB(n m 2n}—()д%{{ [zo m} (n m) +

L 8 (0, m)) 2m)- Lo m (1, 1)+ 4 2 y +

iz M' (n m) F 6 ( о) (эу/A 2 B} X

1 õö
х

#*(т) В(т) В*(т) V_k_z(—”l—) } |(29.2)

При применении метода, изложенного в статье !, S* u gz, o6HuHO

получаются в виде численных значений. В этом случае для решения

уравчения (27) целесообразны численные методы.
! ! ! i

B cBA3H C TeM, YTO dynkunn m (n, n1), . (M, 1), Mm(n, m) H Loln nı)
на диагонали 1= т: квадрата | «< п<-1, 1 nıx<. -1 являются

непрерывными, ядро интегрального уравнения (27) K(m, m 1) терпит раз-

рыв на той же диагонали. Последнее обстоятельство необходимо учи-
тывать при решении уравнения (27), применяя при составлении функ-

_ 23
r

i і і і е>

ций К (п, т1) и Ё(1) выражения для т› M k £H3 соотношений (17),

(18), (19) и (21) в зависимости от того, является JH 1); меныше или

больше 1.
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LAMEDA KAHE KUMERUSEGA KOORIKU ÄÄREEFEKTI ARVUTUSEST

H. Eesorg

Resümee

Artiklis vaadeldakse lameda kooriku ääreefekti arvutust. Arvestatakse, et kooriku
membraanjöud on juba momentidevaba teooria alusel leitud. Kooriku ääreefektist põhjus-
tatud keskpinna normaalpaigutuse avalduses esinevate integreerimiskonstantide leidmi-
seks eeldatakse, et: 1) ääreliikmetel puudub väändejäikus; 2) kooriku ja ääreliikme kokku-

puute joonel on relatiivsed pikenemised molemis vordsed. Esimese tingimuse arvestamine

voimaldab &areefektist pohjustatud kooriku keskpinna normaalpaigutust, sisejoude ja
momente avaldada kujus (6), kus tundmatu funktsioon w * leitakse tingimusest nr. 2.

Viimase tingimuse rahuldamine taandub Fredholm'i integraalvorrandi (27) lahendamisele.
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ZUR BERECHNUNG DER RANDSTÖRUNGEN DER FLACHEN

KUPPELARTIGEN SCHALE

H. Eesorg

: Zusammenfassung

Der Aufsatz bringt eine Berechnung der Randstörungen der flachen kuppelartigen
Schale. Es wird vorausgesetzt, dass die inneren Krifte mit Hilie- der Membrantheorie

gefunden worden sind. Es wird angenommen: 1) dass die Stringerkeine Torsionssteifig-
keit haben; 2) dass die Zug- oder Druckdeformationen in der Schale und im Stringer
an der Kontaktlinie des Stringers und der Schale gleich sind. Diese Bedingungen erlauben
es, die Integrierungskonstanten in der Formel der Normalverschiebung der Mittelfldche
und der inneren Kréifte (6) zu finden. Die Erfiillung der letzten Bedingungen wird zur
Losung der Integralgleichung (27) reduziert.
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