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А. МААМЯГИ

ЭКСПЕРТНАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ ОБЪЕКТОВ.
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РАССТОЯНИЯ МЕЖДУ

КЛАССИФИКАЦИЯМИ НЕКОМПЕТЕНТНЫХ ЭКСПЕРТОВ

1. При решении многих экономических проблем возникает необходи-
мость выделения из основной рассматриваемой совокупности объектов
некоторого подмножества «схожих» между собой элементов. Так, при
оценке работы предприятий одного профиля целесообразно разделить их
на крупные и мелкие и рассматривать эти группы отдельно.

В большинстве случаев «сходство» объектов трудно оценить с помо-
щью какого-то одного количественного показателя. В этом случае клас-
сификация объектов производится обычно экспертами без четкой форму-
лировки понятия «сходство», интуитивно. Как правило, из-за различного
понимания последнего проведенные разными экспертами разбиения меж-
ду собой не совпадают. Возникают две проблемы.

Во-первых, неясно, как по нескольким, весьма противоречивым раз-
биениям найти «истинное». Проблема согласования подробно рассмотре-
на Б. Г. Миркиным [l].

Во-вторых, при очень большом расхождении мнений экспертов необ-
ходимо проверить, не является ли исходная совокупность однородной.
Другими словами, не исключено, что «истинного» разбиения не сущест-
вует и группы, выделенные экспертами, даны случайно.

Если рассматриваемая совокупность объектов разбита на классы,
которые упорядочены, для проверки гипотезы о случайном разбиении
можно пользоваться коэффициентами конкордации или коэффициентами
Спирмэна и Кендэла [2]; практическое применение этих методов приве-
дено в [3, 4].

Часты, однако, случаи, когда упорядочение классов лишено смысла
(например, если классификация больных проводится по диагнозу).

При проверке гипотезы о случайном разбиении неупорядоченных клас-
сов расстояние Хемминга можно рассматривать как меру «различия»
между разбиениями.

Постановка данной задачи принадлежит С. А. Айвазяну.
2. Введем необходимые понятия и обозначения и приведем четкую

математическую формулировку данной задачи.
Пусть множество содержит п объектов, которые двумя экспертами

разбиваются на классы (матрицы смежности разбиений

Расстояние Хемминга между двумя разбиениями {d{R, S )) вычисля-
ется следующим образом:

S—{Sij}-, i=l, п, j= 1,
, n)
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Л. Б. Черный [s] доказал, что расстояние Хемминга —1 единственно
возможное расстояние, удовлетворяющее некоторой системе аксиом,
выдвинутой ранее [6] для неупорядоченных разбиений.

В случае двух классов это расстояние можно вычислить проще. Если
в обоих разбиениях в первом классе находится т { одинаковых элемен-
тов, а во втором m2, то

(1)

Постановка I. Эксперты независимо друг от друга разбивают
исходное множество точно на k классов (k задается заранее).

Постановка 11. Эксперты разбивают исходное множество не более
чем на k классов.

Число возможных разбиений п элементов на k классов S{n,k), где
S{n, k) числа Стирлинга II рода.

Множество всех возможных разбиений будет обозначаться {S(fe )}s(y, /о
h 1

S(n, j)
j—— 1(постановка I) и ,=l (постановка II). Любой из элементов

этого множества выбирается экспертом с одинаковой вероятностью (пред-
полагается случайная группировка). Тогда для постановки I вероят-
ыость выпадения некоторой несовпадающей пары разбиений будет

Конечной целью исследования, очевидно, является нахождение функ-
ции распределения случайной величины d{R,S) или некоторой функции
от нее.

Введем

(2)

где U матрица, все элементы которой равны 1 (матрица смежности
разбиения на один класс).

Пользуясь (1) и (2), можно вычислить первые три момента случайной
величины d{R,S) для k =2 как для постановки I, так и для постановки 11,
поскольку

(3)

d{R, S)=2J2J \гц Sij|.
i=i j=i

d{R, S) = 2{ml -\-m2 ) {n тх m 2).

2 1 2 1P I= ~^77—ГГ=~ТГ и Для постановки II Р 2 =-—} •

5(яД) я‘ (i;s(n./)) Яг
j=i

S(n, 2) 1 n— 1
Mi= JŠJ d{U, SW) =— JŠJ C™2m{n m)=2n ~2n{n —1),

i—l m= 1

S(n, 2) 1 Tl 1
N2= J>J d2 {U, SW) ==- JvJ C™22m2 ( м m) 2

7=l Ш=1

=2п~*п{п— 1) (/г(л 1)4-2),
S(n, 2)

N3= JŠJ d3 (U,Sf))=2n - i n(n— 1) (ft4 —2ft34-7ft 2
— 14ft4-16),

2= 1

S(n, 2)—l S(n, 2)

2J dv(Sf,Sf) = (2n ~2—l)Nv , Ü=l, 2, 3.
i—i i—i
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Перейдем от расстояния Хемминга к случайной величине

Для малых значений п закон распределения zn легко вычислить, учи-
тывая (2), (3).

При ß->oo моменты случайной величины zn стремятся к соответст-
вующим моментам х2 (1) распределения, а так как моменты последнего
определяют единственную функцию распределения, то z n сходится и по
распределению к случайной величине с функцией распределения х2 (!)•

Доказательство последнего утверждения, а также таблица возмож-
ных значений zn и соответствующих им вероятностей до п 29 в ближай-
шее время будут опубликованы.

Из изложенного следует, что если мы имеем более двух классифика-
ций (например, R, Т, S) , то пользуясь тем фактом, что сумма двух неза-
висимых случайных величин, распределенных по закону х2 (1), распре-
делена по закону у2 (2), можно вместо величины 2” (z™ , zn

0
) рас-

RT ST RS г

смотреть величину г™ +2™ (2™ или 2” -+-2™ ). В таком случае
R 1 lo RI Ro 1 о Ro J

мы имеем величину, которая одновременно учитывает все разбиения.
Суммой всех трех величин мы, однако, пользоваться не можем, так как
сумма двух слагаемых уже не будет статистически независима от
третьего.

3. Разберем теперь случай k>2. Рассмотрим группировку п элемен-
тов на k классов (Д), последний класс которой содержит m элементов,
и группировку R' из п-m элементов (из первоначального множества
исключаются элементы последнего класса), которая на п— т элементах
совпадает с группировкой R. Очевидно, что

(4)

(5)

(6)

Утверждение 1.

2»

т =-■ (2 [-] (n- -[-])) =
Уп{п 1)

=

1 (n 2 -6-2 d(R,T)), 6=n-
Уп{п —1)

d{R, U) =d{R', U)-\-2m{n —m);

d r {R, U) £> d v {R', U ) {2m{n —m)} r~ v
.

v=o
Обозначим

S(n, k)

Ir {n,k)= 2 dr {U,Sf)) =
i— 1

n-h+i r S(n—m, h- 1)
=2J c™-1 Cv

r
(2m (n —m) r~v dv {U, /?(*-«) .

m= 1 u=o i—l

h{n,k) = {S{n,k) S{n —1, k))n{n — 1)

h(h, k) = {s {tl, k) 2S{n— 1,k)+S(n —2, k))n z (n 1 ) 2+

+2n(n-l){S(n-l,ft)-S(n-2,*)};
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(7)

Доказательство. Индукция no k. Из (2) получаем утверждение
для k= 2. Для k+\ используем (4), учитывая, что

Утверждение 2.

(8)

Доказательство.

(9)

где Kt число различных пар разбиений таких, что
S ( Я П S(i) =RV\ Очевидно, что

V ' 1 и q ’

(10)

Учитывая последнее равенство и (5), получаем требуемое

Утверждение 3.

(И)

(12)

j3 (n,k) = {{S{n,k) —B{п—\,к))пЦп I) 2

2{n{n — 1) 1 ){n{n — 1) —2) {S{n— 1, k)
S{n —2, к)) + {пЦп— I)2_б/г(/г 1)+8

B {п 2 )){S{n—2, k) — S{n 3 ,k))}n{n — 1).

sin> k) = 2o_i
S{j,k--i)

J=o

S(n, г) S(n, j)
2J 2J d {Sf, 5«)) ={S(n —

1, /) (S (n, i) —s(n I, i))+
T=l li=l

+s(л —l, i) {S{n, j) — S{n — \
, j))}n{n— lj;

d{R, S) =2d(U, RS) {d{U, R)+d{U, S))\

2 2d(SW.S«) =2 E 2S«S<«) -

V и UV

-S(n,i) Sd(Sm, U) 2d(SfUy,
U V

22 dr(U,sms«) = %
и V t—j <7=l

JŽKtS{n, t) —S {n, i)S (n, j)
t=3

S(n, г)

Л d(RV>,R(»R(*>) =
V=l

= {S(n.i)-S(n-l,i)}{n(n-1)

S(n, i)
2J d*{U, RWRW) =S (n —2, i) d*{U, Щ) +2{s{n 1, i)
V=i

—S(n— 2, 0> [n(n - 1) - \)d (U, +

S{

2d* ( Rin) .
1?=1
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(13)

Доказательство. Докажем (11)

Согласно (5)

(14)

S(n, г)
Рассмотрим 2 d{RW,RWRW). Из n{n —1) элементов {{r(i))pq

-ü=l
(r(

u
r

v
)') pq ') нУлевое значение для любого разбиения дают d{U,Rо'))

элементов, на оставшихся {п{п —1) — d{U,RW)} элементах, учиты-
вая (14), очевидно

Докажем (12)

где

(15)

По (11) и, учитывая, что

S(n, i)

Л cP (««, R<;>) = )S(n,i)-«(n-i,i)+
-ü=l

+45 (n —2, i) } dz{ U, /+)') —2 {5 ( n, i) —3s{n —
1, i) +

S(n, i)
+2S(n-2,i)}n(n-I)d(U,RW)+ Л dHU.RW)

v=i

S(n, i) S(n, i) n n

2 d(U, Rf) = s 2f2l'-('•'■)) pel
d=l г>=l p=i q=l

S(n, г)

JŽ 1 1 (rW) Pq \ = (S(n, i ) S(n— 1,0).
t?=l

S(n, i)

Ž 1 iriS) PQ ir( i РЧ \ = {S{n,i) —S{n—\,i)}.
D=l

d*(U.RMKW)=Ц2 s |i-(roW),,|
p=l q=p+l

п(п— l)

=4{ 2(W«»)<} 2.
t—l

ib™ ))t=\ l t=(q p)+ž {n—i).
i= i

n(n—l)

-d?(u, «»)««)= i; (ft«x«) t+
t=l

п(п— l) п{п— l)
1

+2 2 JS (б(Ш)),(б(ад)) 8 .

t=l s=t+l
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Рассмотрим

Тогда при

i. i Ргчг могут иметь любые значения и, следовательно, при
таких (ö(»)6))i s4 UV 7 4 и V 7

(r( f) Pigi 0

i p 2 q2~ 1

(^ ))p2 g 2=0
Рассмотрим теперь случай

Последнее получим, если из числа всех возможных способов разбиений
исключим те, в которых объекты pi иq i или р2 и принадлежат к одному
классу.
И окончательно:

d (/?«), ЩШ) ( U, RWRW) d{U, RW),

n(n— l)
S(n, г) 2 1

V=l t=l

S{n— 1, i))n{n— I)+S(n —1, i)d{U, RO))}.

еды*™>).=l

V l-1
( =o> t={Qi pi)-\- ( П — V),

v=i

р2 -1
(r(l ) )p2q 2 =o, s=(q2 p 2 )-j- JJ (n v),

V=i

S!sV<«>)HW«)s=S(rt,o-
-

S(n, г)
Как и в (14), £ (Ь(Ш) s(ЫШ) t= {S {п, i) —S{n—\, i) }.

V=i

Pi9i 1

( P2(?2= 1
Для случая

(^)p. 9 . = 0

(^)P2,2=O

V«») t (»<««),= {S («. 0 _2S(n - 1, 0+S(« - 2, l) }.

V=l

1 S(n, г) fit fi И
- J} d2{U, RU)RW) =-■■-—— {S{n,i)-S{n-U)) +

V=i
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что и доказывает (12).
Аналогично доказывается (13). Рассмотрим тоже три случая:

Случай в) уже рассмотрен. В случае а)

(число таких разбиений, где объекты р\ и qx попадают в один класс;
р 2 и q2 также в одном классе). В случае б) аналогичные рассуждения
дают

Суммируя все три случая и учитывая, что

-{S(п, i) - 2S(n -1, t) )d( У, «0)),

получаем (13). Последнее вытекает из (8) ииз того, что

+d («», У) { d{RY-Ul } {S(n, 0 - S(n -I,o}+

/ n(n-l) d(RÜ\U) 1 f n(n-l)
+ l 2 2 il 2

_

ri (■Rg 1
. У ) _,} (S (n _ ■) _2S(n _ ),,-) +s(n _ 2, i) },

a ) ( 0 6) (r
„

J) РиР —1 B ) (r^)pip —^

— O = 0 P;';j— 1

(/•«) p,„ = 1 (pW) „,„
= О (r(;>)p,9,=0

(p«)p«.= l Of)p.„.= l (p«)p.,.=o

S(n, г)

JS (6«М').(й™«)< =s(п-2,0
l?=i

S(n, г)

2(«««).(№«>),=(S(«-U|-S(«-!,i)).
г;=l

S(n, г)

2J d (W\ RW) =n(n—l){S{n,i)—S{n—\,i)}
v=i

d(Rf. Ä<«) = 2d (г/, *№/?<<)) -d(U,RU>)-d(U, RW)

Утверждение 4.
S(n, j) S(n, i)

II (U)= 2 2*{RU>,RÜ) =

U=1 D=l

n2 {n— \) 2 {S{n —2, i) (S(n,j ) —2S(n —1, /) +S(n.— 2, /)) -f
+ S(n —2, /) (s(n, t) 2S{n— 1, i)+s(n —2, i)) +
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Для доказательства просуммируем (13) вторично.
Чтобы найти сумму кубов всех возможных расстояний вычислим

S(n, г)

и просуммируем дважды (по и и v)

откуда и получим требуемое.
Иным, более простым способом вычислены и суммы расстояний чет-

вертой и пятой степени. Из-за громоздкости формулы здесь не приво-
дятся. Предельные значения (при п-+ оо) для соответствующих момен-
тов некоторого линейного преобразования расстояния Хемминга будут
приведены несколько ниже.

Введем величину

и вычислим ее первые моменты, учитывая (2) и (4), а также значения
моментов для расстояния Хемминга третьего, четвертого и пятого по-

h fc
рядков. Поскольку S{n, k)=— JŠJ (—1 ) к~ 1С 1 in, то S{n, k) и для

kl 11 kl2=o
первых пяти моментов случайной величины получаем:

+2(S(d — I, i) S(n -2, i)) (S 1. -S 2. } +

+2n(rt —1) {s (n, i) (S(n — l,j) S(n —2, /)) +

+S(n, j) (S{n —1, i) —S.(n 2,i))
4(S(n I, i ) —S{n —2, 0) {S{n— 1, /) —S{n —2, /))}.

d{U, RW)d{RWRW, U) из (13), учитывая, что
ü=i

dHRU), RW) =4 аци, RWRii) )+ ( Ri») ( RW)) *
-

-4d{U, RU)RW) ( d ( U, RV>) +d{U, /?«)) )

<*3(Я(Я, R(0)=8d3 {U, — {d{U, Rü))+d{U, RW) ) 3+

+ 6d(U, «0)RW) (dHU, Rü))+dHU, Rf))-
12d2( У, «w««) (d( U,ДО)) +d(U, ) +

+ 12 d(U, «*««№) d( «№) (У, ««),

d(«.r)-|(l-i)«(»-!)
nn -

JRT

Уп{п —1)

lim Ey n =0;
П —>• oo

lim E{y n ) 2=~ (k—l) {k 2 2k-\-2) ;

n “� OO ri*

1 6
lim E(y n ) 3=~ (k —1) (k 3 6&2-}-8ß —4)

71 oo rZ
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4-448^—112).

Приведенные результаты можно, очевидно, получить и из следующей
общей теоремы.

Теорема. Случайная величина

при п-+- оо сходится по распределению к случайной величине, характе-
ристическая функция которой имеет вид

Доказательство теоремы мы опускаем, оно будет опубликовано от-
дельно.

4. Пр нм ер. Рассмотрим совокупность из 100 элементов, которая
разбивается тремя экспертами на два класса. Разбиение первого экспер-
та: в первом классе элементы 1,2, ... , 30; во втором 31, 32, ...

,
100

(разбиение R) . Разбиение второго эксперта: в первом классе объекты
1,2, ...

,
40 (разбиение Т). Разбиение третьего эксперта: первый класс

состоит из элементов 1,2, ... , 35, 96, 97, ... , 100 (5).
Тогда

Воспользуемся таблицами х2 (O распределения [7]. Для а = 0,05 (0,01) и
t— l получаем

Поскольку 64,3>2 2, гипотезу о случайном разбиении придется отбросить.
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48
lim E (yn) 4= (k—l){k 5 —№ 4k3+32kz Зб/г-f 12) ;

П oo /v

lim E{yn) s=~ (£— 1) (10/e 6 78/e5 12&4+516£3 784/e 2-}-
П oo К

*ir=T diß' Т) -

1
Г (fe-i)2

/ k— 2 \h-* / 4 \ 2

d{R, T)=d{S, T)=d{R,S)= 2-10-90=1800
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OBJEKTIDE EKS Р ERIKLASSIFI KATS lOON.
EBAKOMPETENTSETE EKSPERTIDE KLASSIFIKATSIOONIDE VAHELISTE

KAUGUSTE JAOTUSSEADUS

Resümee • i

Artiklis vaadeldakse kahe jäfjestämata' klassifikatsiooni olulise erinevuse hüpoteesi
statistilist kontrolli. Esitatakse klassifikatsioonide sarnasust iseloomustava statistiku piir-
jaotus objektide arvu piiramatu kasvamise korral ja meetod, kuidas leida jaotusseadus
väikese arvu objektide puhul ühe- ja kaheklassilistele klassifikatsioonidele. Statistiku viis
esimest momenti on leitud mistahes arvu klasside jaoks.

Eesti NSV Teaduste Akadeemia Toimetusse saabunud
Majanduse Instituut 28. VI 1976

A. MAAMÄGI

AN EXPERT CLASSIFICATION OF OBJECTS.
DISTRIBUTION OF DISTANCES BETWEEN CLASSIFICATIONS

GIVEN BY INCOMPETENT EXPERTS
Summary

The paper discusses a statistical test of a hypothesis about a substantial diffe-
rence between two unrangpd classifications.': A limiting distribution for a statistic char-
acterization of the resemblance of the classifications is presented for . a large number
of objects; besides, a technique is suggested for computing the distribution in case of a
small number of objects for one- and two-class classifications. The first five momertts
of the statistics have been found for any number of classes.

Academy of Sciences of the Estonian SSR, Received
Institute of Economics June 28, 1976
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