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Ю. ЭННУСТЕ

О ПРИНЦИПАХ КООРДИНАЦИИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
ОПТИМАЛЬНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ ЭКОНОМИКИ

МЕТОДОМ РАЗЛОЖЕНИЯ

Ниже рассмотрены вопросы координации при оптимальном планировании экономи-
ки с использованием метода разложения. Формируются два главных принципа коор-
динации и в их рамках ряд принципов. Излагаются математическая суть и экономиче-
ское содержание последних, поясняются вопросы комбинированного применения их и
в заключение рассматриваются структуры связей между частными задачами, соответ-
ствующими различным принципам координации. 1

1. Вступительные примечания

1. Под решением какой угодно задачи (в дальнейшем также исходной) оптималь-
ного планирования экономики путем разложения подразумевается нахождение опти-
мальных планов с помощью итеративного решения эквивалентной системы, состоящей
из сравнительно более простых задач (частных). Эквивалентность означает, что реше-
ние системы определяет решение исходной задачи, а система означает, что параметра-
ми каждой частной задачи являются также решения других частных задач (хотя бы
одной).

Эквивалентная система, конечно, образовывается на базе исходной задачи, причем
для этого требуется применение двух видов принципов [l] разложения и координа-
ции. С помощью первых исходная задача разбирается на составные части, а с помо-
щью вторых эти части связываются воедино.

Ниже мы будем заниматься только принципами координации, причем ограничимся
общей трактовкой без доказательства теорем и не вдаваясь в детали отдельных ме-
тодов. В пределах возможности будем опираться на работы, где применяется дедук-
тивный подход, а там, где такие работы отсутствуют, исходим из эвристических и ин-
дуктивных рассуждений. 2 Таким образом, здесь ряд участков математик может рас-
сматривать только как некоторую исследовательскую программу.

Аналогично М. Месаровичу [2], для вступления попытаемся описать систему коор-
динированных частных задач в общем виде, чтобы обосновать классификацию принци-
пов координации. Попутно опишем классы исходных задач, на базе которых эти систе-
мы составляются.

1 Автор выражает благодарность С. Ульму за многие ценные примечания к первой
версии данной статьи. К сожалению, не все примечания могли быть учтены.

2 Представляется, что принципы первого вида принципы разложения; занимаясь
структурой исходной задачи, а тем самым и ее содержанием, принципы разложения
целесообразно выводить индуктивными методами и интуитивно. Принципы координа-
ции же основаны на математических методах оптимизации и таким образом по сути
дела выводимы формальной логикой. В принципе последние относятся к объектам ма-
тематики. Эвристические или интуитивные рассуждения применимы только в зависи-
мости от степени разработки соответствующих математических правил.
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2. Пусть р{а,х) решимая исходная задача, где а вектор параметров, х век-
тор искомого решения или плана, оптимальное значение которого обозначим через х*.
На базе этой задачи образована итеративная система частных задач

где R = {l, ..., s} множество частных задач; k=\, 2, ... шаг итерации; р г {...)
частная задача г; ат вектор начальных параметров r-й частной задачи, аг =А га,

причем матрица А,- определена применяемым принципом разложения 3 ; вектор v T

решение частной задачи г; вектор и т параметр координации частной задачи г, век-
тор v={v r ), г<= R решение системы, равновесное значение (если оно существует)
обозначим через и0 (причем под равновесным значением подразумевается точка сходи-
мости vk -+v°, k — oo , итерации системы D{p))\ матрицу Ur назовем координацион-
ной матрицей частной задачи r^R.

Утверждаем, что система D{p) тогда и только тогда эквивалентна исходной задаче
р{а,х), когда равновесное значение v° системы существует и какая-либо заданная ком-
позиция его G(d°)=x° равна оптимальному решению исходной задачи л;o =л:*.

Утверждаем также, что система частных задач дизъюнктивна, если множества
индексов векторов v r , г<= R не пересекаются. В противном случае система конъюнктив-
на. Для уточнения этих понятий обозначим множество индексов координат вектора vr
через R r = {1,..., sr}, таким* образом: v r = ( vri ), Теперь заметим, что система дизъ-
юнктивна, если R r {\Rq —o\ г, гфр, и конъюнктивна, если найдется такая пара
Г и q, что Rr fl Rq¥=o, г, R, r^q.

3. Для классификации принципов координации в системе D{p) даем одно дополни-
тельное определение и делаем предположение.

Частные, задачи системы делим на планирующие и координирующие. Реше-
ния V г планирующих частных задач содержат компоненты решения х исходной задачи,
при координирующих задачах такие компоненты отсутствуют. С целью уточнения обо-
значим множество координат решения х исходной задачи через N={ 1, ...,

п},
Теперь утверждаем, что частная задача г является планирующей, если R r
и координирующей, если R r ПN= 0.

Понятно, что в эквивалентной системе D{p) планирующие частные задачи существу-
ют (координирующие могут существовать). Поэтому естественно принять их за основу
при классификации координации. Предполагаем, что в наиболее общем виде планирую-
щая частная задача является задачей оптимального планирования со следующей струк-
турой:

Оказывается, что данная задана имеет две так наз. основные сферы, отделенные фи-
гурными скобками: первая представляет собой целевую функцию, вторая систему огра-
ничений. На их основе сформулируем два главных принципа координации: 1) если коор-
динирующие параметры и г содержатся только в целевой функции, имеет место стимули-
рование, 2) если координирующие параметры содержатся только в системе ограниче-
ний, имеет место лимитирование.

.В рамках этих главных принципов определим ряд принципов в зависимости от со-
держания, места и формы применения параметров координации. Описания важнейших
принципов стимулирования даны в п. 2, описания принципов лимитирования приведем
в п. 3. Если разные принципы применяются параллельно, то говорим о комбинирован-
ных принципах и рассмотрим их в п. 4.

3 Выше указывалось, что принципы разложения здесь рассматриваться не будут и
предполагается, что матрица ATI задана.

Г h kIРг > IVr ) ,D[p)=) (1)
| u.b+l =UrV\ r<=R,

шаxfr{vr)\ gr{vr )^br,
г г е Е. (2)

Vr /7
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При описании принципов попытаемся выявить как их математическую суть, так и
экономическое содержание. Для характеристики принципов опишем их свойства. Су-
щественным свойством является применимость принципа, под которой подразумевается
то обстоятельство, что при данных исходной задаче и принципе разложения можно с
помощью соответствующего принципа координации создать систему частных задач,
эквивалентную исходной задаче. Рассмотрим также некоторые свойства сходимости
систем, сложность координации и пр.

4. Для пояснения принципов координации исходим из задачи оптимального плани-
рования, где имеется т ограниченных результатов (ресурсов, видов продукции, целей
и пр.) с индексом feM={l, ..., т) и п планируемых деятельностей с индексом
/eiV={ 1, ..., п}. Планируемую интенсивность применения деятельности / обозначим

где прямое ограничение плана Xj задано. Теперь полный план выражается в
виде x=(Xj), x^X=UXj.

j
Связанные с планом х ограниченные результаты z=(Zi), ieM, определены действи-

тельными значениями векторной функции результата: z g{x) (gi {х) ), t'eM. На
результаты наложен вектор ограничений b—{bi), Цель заключается в макси-
мизации скалярной целевой функции f(x) с действительными значениями.

Теперь можно записать следующую задачу оптимального планирования, для кото-
рой предполагается существование решения:

mai хеХ, (3)

Назовем ее компактной задачей.
В общем займемся частным случаем этой задачи, когда целевая функция и функ-

ция результата аддитивно сепарабельны относительно Xj, /<= N. В таком случае имеем
задачу

ma*2fj(Xj) j
где fj скалярная функция с действительным значением, а gj векторная функция
с действительным значением gj(Xj) =(gij(xj)), ieM.

2. Принципы стимулирования

Из элементарных принципов стимулирования экономически особо существенны
принципы цен, с рассмотрения которых и начнем. В заключение приведем некоторые
замечания о принципах наложения штрафа.

2.1. Принципы цен. Трактовку принципов цен начнем с принципа цены результата.
Далее рассмотрим принцип цены деятельности и принцип координированной начальной
цены.

2.1.1. Принцип цены результата. 1. Исходим из сепарабельной задачи (4). Для со-
здания эквивалентной ей системы частных задач применим следующие рассуждения.
В задаче (4) деятельности связаны с общим ограничением. J>j ga (Xj) для

j
устранения которого заменим его новым членом в целевой функции, предназначенным
для стимулирования выполнения этого ограничения. Дополнительный член целевой
функции образуем так, чтобы он состоял из ограничений ga (Xj) и сти-

i
мулирующей цены результата, или просто цены, которую обозначим у—{у isM.

Таким образом, на основе (4) получим следующую координированную или стиму-
лированную задачу в форме функции Лагранжа;

L (*, y)=2fj ( x i) +2yi ( 2 giS (Xj)-bi), (5)
j i j

которая должна удовлетворять еще условию XjeXj, j^N.
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Под решением функции Лагранжа (5) мы понимаем седловую точку (х°, у 0), опре-
деленную как

L(x°, у) у0 ) у 0 ), у^ o, хеХ. (6)

Таким образом, координированная задача (5) эквивалентна исходной (4) тогда и
только тогда, когда х°—х* является решением задачи (4).

Пользуясь результатами С. Карлина [3], можно утверждать, что координированная
задача (5) имеет решение и эквивалентна исходной задаче тогда, когда последняя во-
гнута. Здесь под вогнутой подразумевается такая задача, где множества Xj, /еХ вы-
пуклы, ограниченны и замкнуты, а функции ga(x j) и fj{Xj) вогнуты. Добавим, что
при отсутствии предположения о вогнутости необязательно, чтобы (5), стимулирован-
ная ценами результатов, была эквивалентна исходной (4).

Необходимые и достаточные условия седловой точки (х°, у°) представим в виде

y°) =max, xeX}, (7)

JŽ gn(x°)>bi, ie=M, (8)
J 3

y°:(2gii( x0 )-bi)=0, leM. (9)
1 JJ »

Для нахождения значений х° и у O, выполняющих эти условия, воспользуемся ите-
рацией по следующему принципу: 'l° на основе приближения у к найдем с помощью (7),
приближение x h =x k {yh ).

2° на основе последнего найдем y h+l ==y k+l (xh ) i и весь цикл повторится.
Однако для того чтобы этот процесс сходился к седловой точке, предположения

о вогнутости исходной задачи недостаточно. 5 Пользуясь результатом П. Мозеке и Г.
Геллинка [4], можно сделать уточнение, что для этого исходная задача должна быть
«достаточно» строго вогнутой.

Нетрудно увидеть, что при таком процессе координированная задача (5) аддитив-
но сепарабельна относительно Xj, /eW и получается система уравнений

V ( ma xfi(x} )+Syigij{x} ), х }еХ} , je=N,
J */ (10)
l yi yi{x),

Здесь задача координации t/i (х) должна быть построена таким образом, чтобы
выполнялись условия (8) и (9).

Отметим, что (10) может толковаться как система, состоящая из Sr=ft-j-l или
r =n-fm частных задач в зависимости от того, рассматривается ли задача координа-
ции г/г(х), ieM как одна или т задач. Воспользуемся первым способом и обозначим
задачу координации через /=O.

Теперь определена также система (1) в том смысле, что заданы частные задачи
#={o,l, п}, и решение системы v = {у, х). Нетрудно увидеть, что в данном слу-
чае матрицы U v являются векторами t/0 =(0,l) и Uj={ 1,0), /= 1, п. Структуры
матриц Ur в дальнейшем применим в п. 5 при изучении морфологии частных задач.

2. Для выявления классов методов, применяющих принцип цены результата, рас-
смотрим типы задачи координации /=O. Здесь известны два основных типа. Один из
них предложен X. Эвереттом [s], второй основан на понятии так наз. двойственных
функций [6].

Идея X. Эверетта опирается на две теоремы. Первая утверждает, что если х{у) ре-
шение L{x,y ) при данном у, т. е. является решением задачи шах L{x,y), то х{у) служит

хеХ
также решением индуцированной задачи

4 Вектор ограничений b относится к параметрам функций y h+i {. ..).
5 В случае нестрогой вогнутости (линейности) выражение (7) необязательно дает

при у0 значение х°, при котором условие (8) выполнено.



max 2J f: (*;) !• gu (Xj) JS gii (x(y)), if=M.
X<=X > i }

Очевидно, что при каком-либо заданном у индуцированный вектор ограничений
2gij( xiy)) необязательно равен наложенным на исходную задачу ограничениям Ь.
Для улучшения у таким образом, чтобы индуцированное ограничение приближалось к
начальному ограничению b, X. Эверетт использует вторую так наз. А,-теорему. Из по-
следней вытекает, что для увеличения значения индуцированного ограничения i следует
увеличить цену результата i и наоборот.

Отсюда получим следующий принцип итерации с шагом &=!,...

1° выбери y 0, /
г

2° найди xk {yh ), j^N,
3 j

3° выбери на основе хл , новое yk+i так, чтобы gij(xh +i ) приближалось
) *

;

к bi, и вернись к действию 2°.
Здесь для корригирования y h можно пользоваться различными конкретными алго-

ритмами. Фиксацией алгоритма определен и метод.
Для пояснения метода двойственных функций образуем на основе лагранжевой

функции L{x,y) следующую функцию у^О:

к (у) =max L{x, у). (II)
х^Х

Допустим, что Х{у) =={х |д max L(x, у)} и на этой основе представим область оп-
хеХ $

ределения функции h{y):

У={У\У>П, х^Х{у)}.

Теперь утверждаем, что задача, двойственная задаче (4), выражается в виде

min h(y) =min max L(x, у). (12)
y<=Y уеУхеХ

Нетрудно увидеть, '<то решением двойственной задачи является седловая точка [s].
Двойственная функция (12) дает основание для итеративного нахождения седло-

вой точки при движении в направлении, противоположном градиенту по у. Вместе с
тем антиградиент — grad h{y) функции h{y) легко поддается экономической интерпре-
тации, а именно

—grad h{y)=b gj(xj (у) ),
у

что доказывает несоответствие результатов начальному ограничению Ь. Следовательно,
при несоответствующих результатах имеет место повышение цен и наоборот.

Можно показать [6], что при строгой вогнутости (i4) h{y) выпукло и дифферен-
цируется по выпуклому множеству У. Тем самым градиент определим.

Подытожив, получим следующий принцип итерации:
1° выбери y h==i <=Y,

2° вычисли x h {yh ), на основе (М)
j

3° найди yh+l
, пользуясь градиентом на месте x h , и вернись к действию 2°.

Для использования градиента в свою очередь можно применять различные алго-
ритмы.

3. Говоря о свойствах принципа цены результата, необходимо прежде всего заме-
тить, что этот принцип находит применение и в т. н. дискретной версии принципа
максимума Понтрягина [7], а в модифицированном виде и в т. н. принципе со-

гласования взаимодействия Месаровича [2]. Согласно результатам, полученным в [BJ,
можно сказать, что при (4) частная задача планирования / на основе последнего прин-
ципа принимает форму

7О принципах координации решения задачи...
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шах fj(Xj) £yiWi > teM,
i )

содержание которой таково: стимулирование планирующей задачи ведется в зависи-

мости от того, какую долю результата должны выполнить остальные задачи.
В экономической литературе этот принцип нередко называется также процедурой

Ланге-Арроу-Гурвича, или принципом двойственных оценок [9].
О свойствах методов, основанных на принципе цены результата, можно сказать

следующее:
а) методы применимы только в предположении, что исходная задача строго вы-

пукла,
б) для образования системы разделенных задач исходная задача должна быть ад-

дитивно сепарабельна,
в) планы-приближения x h не обязательно должны быть балансирующими, т. е. до-

пустимыми решениями исходной задачи,
г) сходимость немонотонна по целевой функции f(x),
д) координация сравнительно проста, так как все планирующие частные задачи

пользуются одним и тем же параметром координации у, корректировка которого так-
же проста.

2.1.2. Принцип цены деятельности. 1. При принципе цены результата на планы пла-
нирующих частных задач можно влиять с помощью результатов. Поскольку последние
связаны с планом х, на основе цен результатов можно образовать новые цены, непо-
средственно применимые к планам деятельности. Обозначим через ej цену, предназна-
ченную для оказания влияния на деятельность а вектор этих цен через e=(ßj),
/eiV, где ее£=£'“. Теперь на основе (4) можно записать координированную задачу

R(e)=max (fj{Xj)+ejXj), е<=Е, (13)

которая представляет собой некоторую функцию, сопряженную с функцией
[lo].

Интуитивно нетрудно увидеть, что при строгой вогнутости fj(Xj) решения х(е) со-
пряженной функции (13) непрерывны и таковы, что Хеш {л: (е)}. Таким образом, су-
ществует цена деятельности е°, при которой х{е°) =х°=х*. В этом смысле можно ска-
зать, что (13) эквивалентна задаче (4).

Одновременно видно, что при данной цене деятельности задача (13) аддитивно се-
парабельна относительно xj. Поэтому в случае итеративного решения задачи опять
можно говорить о системе п+ 1 частных задач, где одна дополнительная задача пред-
назначена для определения вектора е.

2. Одно из предписаний нахождения оптимальных цен е° таково. Пусть задача (4)
решается с помощью лагранжевой функции (5), но с той разницей, что на каждом шагу
итерации значение Xj при данном у корригируется путем смещения значения Xj в сто-
рону градиента лагранжевой 1 функции, т. е. в направлении

dLjixue) dfj (xj) dgi^Xj)
: = =f.(Xj)+ei, (14)

dxj dxj i dxj J

dgij(Xj)
где ej = JS Di —• Таким образом, в координирующей задаче, помимо опреде-

i dxj
ления у, на его основе определяется в. Получим следующий принцип итерации:

1° выбери e ft = 1e£,
2° на основе данного eh корригируй значение x h

,
используя для этого результат

выражения (14), с учетом условия x j^N,

3° на основе полученного -т А+! найди ук+] и вычисли e ft + 1 , вернись к действию 2°.



3. О свойствах принципа цены деятельности можно заметить следующее;
а) при этом принципе для построения системы частных задач, аддитивно сепара-

бельной относительно xj, хотя бы целевая функция исходной задачи должна быть ад-
дитивно сепарабельна и строго вогнута;

б) применимость принципа требует, чтобы все функции исходной задачи были
дифференцируемы;

в) в сравнении с принципом цены действия, задача координации сложнее, но пла-
нирующие задачи проще.

2.1.3. О принципе координированной начальной цены. При задаче (3) с компактной
целевой функцией существует еще одна возможность координации, которую можно
рассматривать как принцип цены. Для пояснения сказанного исходим из частного слу-
чая (3), когда общие ограничения отсутствуют;

где f(x) вогнуто, a Xj, — выпуклое, замкнутое и ограниченное множество.
Для итеративного решения этой задачи образуем координированную систему част-

ных задач

где xi, — параметры координации, полученные при решении задач ZeiV, IФ]
на предыдущем шаге итерации. Сходимость решения этой системы не изучалась. 6 По
экономическому содержанию метод можно назвать принципом координированной на-
чальной цены.

О свойствах принципа заметим следующее:
а) принцип может самостоятельно применяться только при исходной задаче осо-

бой формы, где имеется компактная целевая функция и отсутствуют общие ограниче-
ния, помимо того, целевая функция должна 'быть строго вогнута;

б) параметрами координации служат планы-приближения планирующих частных
задач, а координирующая задача отсутствует.

2.2. О принципах наложения штрафа. При этих принципах целевая функция исход-
ной задачи дополняется членами, которые стимулируют уменьшение отклонений, возни-
кающих между координирующими параметрами и планами-приближениями или резуль-
татами-приближениями. В соответствии с этим накладываются штрафы на основе от-
клонения планов или штрафы за деятельность, а также штрафы на основе отклонения
результатов или за результаты. Рассмотрим оба вида указанных штрафов.

Предварительно необходимо заметить, что применяемые в теории оптимального
планирования штрафы в общем таковы, что даже при сепарабельной исходной задаче
нарушают сепарнрованность хода решения, например, при использовании членов в
виде (^Jgij(Xj) — b) 2 . В данном случае такие методы нас не интересуют.

2.2.1. Принцип штрафа за деятельность. При наложении штрафов на основе планов
частная задача /еЛГ, получаемая на основе сепарабельной исходной (4), в принципе
имеет форму

где Xj координирующий параметр, а qj{...) функция штрафа, зависящая от

шага, которая может, например, иметь форму r{xj — Xj) 2 , где г-> оо множитель,
зависящий от шага. Как видно, здесь целью координирующей задачи является прогно-
зирование оптимального плана х*, j^N.

6 На родственные методы и их сходимость обращается внимание в [ll].

9О принципах координации решения задачи...

maxf(x) jXjZEXj, /geAZ, (15)

max[(xi, ..., Xj, ..., Хп) f
Xj J

шах [fj{Xj) qj{Xj, *,-)] V (17)
Xj )
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В [l2, 13] представлен своеобразный метод штрафа за деятельность, который при-
меняет конъюнктивное разделение штрафа и исходной задачи в разрезе ограничений
/еМ. Исходя из компактной задачи (3), можно образовать систему частных задач

где Xi =(Xji), j<=N. Здесь в частной задаче i координирующим параметром служит Хи
значение которого дает решение задачи на предыдущем шаге итерации. Таким об-
разом, вся система частных задач состоит только из планирующих задач, координиру-
ющая задача отсутствует. Однако все планирующие задачи определяют тот же план х,
только исходя из различных ограничений.

2.2.2. Принцип штрафа за результат. При наложении штрафов на основе отклоне-
ния результатов и сепарабельной исходной задачи (4) частная задача /eAf в принципе
имеет форму

где штрафная функция, a žj координирующий параметр частной задачи.
К примеру, на основе этого принципа можно образовать систему частных задач

где Zik-gik(Xh), keN, k—j, принимаемое на основе предыдущего шага итерации,
o(o=шш {O, t } и г -voo. Оказывается, координирующая задача здесь тоже отсутству-
ет.

О применении этого принципа ничего не известно.

3. О принципах лимитирования

При принципах лимитирования на планирующие частные задачи оказывается влия-
ние с помощью корригирования ограничений. Корригирование может вестись с помощью
векторов ограничения результатов, непосредственных ограничений плана или ограничи-
тельных функций результатов. Рассмотрим их по порядку.

3.1, Принцип лимитирования результатов. 1. Как ниже будет видно, этот принцип
можно рассматривать как обратный принципу цены результата. Разделение исходной
задачи на самостоятельные системы координированных частных задач проводится та-
ким путем, что общие ограничения делятся между планирующими частными задачами.
Получаются координирующие ограничения на результаты частных задач, которые обо-
значим через dj-(dij), j^N.

Теперь на основе аддитивно сепарабельной исходной задачи (4) имеем планирую-
щую частную задачу j<=N в форме

решение которой запишем в виде Xj=Xj(dj). Целью координирующей задачи является
нахождение такого чтобы х°= (Xj{d° )) =х*.

J J
Понятно, что координирующие ограничения (dj), должны удовлетворять сле-

дующим условиям:
<1) частные задачи (120) должны быть решимы, т. е. должно выполняться условие

2) при распределении общих ограничений b исходной задачи сумма разделенных
ограничений не должна быть меньше начальной суммы, т. е. нельзя' распределять боль-

шах [f(Xi) £ r(Xi—xi) 2] J-
Xi /eM '

шах [fj(Xj) —qj{gj{X}),žj)] f Xje-Xj, (19)
Xj )

шах JS/'o(gij(*j)+ S Zik bi)] [ x }e=X}, jeN,
Xi i k(=N j

кф}

шах fj(xj) J- gj(Xj)^d}
,

xj(=Xj, (20)
Xj J

d)<=ED } ={dj IgXj-eXj, gj(xj) (21)



ше ресурсов, чем их имеется, нельзя распределять меньше и обязанностей, чем было
поручено первоначально. Иными словами, должно соблюдаться условие

Обозначив значение целевой функции задачи (20) через Wj{dj), на основе (4) мож-
но записать координированную задачу

А. Джеоффрион доказал [l4], что (23) и (4) эквивалентны, если d° решает (23).
а х°={х°), решает (20) при ограничении d°, то х°=х*, где х* решение (4). И

д
наоборот, d * =gj {х* ) —d°. Тем самым показано также существование решения (23).

i j
Для выявления признака оптимальности координации d воспользуемся результатом

К. Багриновского [ls]. Для этого седловую точку задачи (20) обозначим через
[х° , у 0 ), где у° = {у0 ), ieM. Теперь можно утверждать, что общее ограниче-
ijj г j

ние b распределено балансированно, если иу°у—
0, где у 0 второй ком-

j

понент седловой точки лагранжевой функции (5), образованной на основе исходной
задачи. К. Багриновскнм доказано наличие балансированного распределения.

Далее указанный автор доказал теорему о том, что балансированное распределе-
ние и является оптимальной координацией d° в случае, когда эффективные ресурсы
(у°> o) полностью исчерпаны d° =bi.

1 i 15

Экономический смысл балансированного распределения состоит в том, что все об-
щие ресурсы должны распределяться между частными задачами с таким расчетом, что-
бы их предельные эффекты во всех частных задачах были равными. Если предположить,
что частные задачи подчиняются закону понижающейся эффективности {öyi)/6dij<go,
Szyij/Bdz >0), понятно, что такое распределение достижимо.

Нетрудно также увидеть, что при итеративном решении (23) она распадается на
s=/г+l частные задачи, где имеется п задач (20) и одна координирующая задача для
нахождения d°.

2. Методы итерации для нахождения d° исходят из предположения, что задан ка-
кой-либо допустимый вектор d, удовлетворяющий условиям dj<=Dj и
Далее отыскивается направление для улучшения вектора d. Обозначив производное
функции w{d) в направлении s— (Sj), Sj=(Sij), ieM, через Dw{d,s), можно
сказать, что наилучшее направление для корригирования d определяется из задачи

где 5 множество допустимых направлений [6], которое здесь уточнять не будем.
Согласно Л. Ласдону [6],

где Yj(dj) множество множителей Лагранжа в частной задаче /е/V.
В случае, когда функции Wj, jeN дифференцируемы, Yj содержит только один

элемент yj (dj ). Таким образом (24) принимает форму

Отсюда видно, что в координирующей задаче существенной информацией являются
эффективности (цены) ограничений уj, /еМ Эту информацию дают планирующие част-

ПО принципах координации решения задачи ..

2 (22)
j^N

так w(d)= Wj(dj) i dj<=Dj, d—{dj), j<=N. (23)
d 1

max Dw {d, s) j- s<=S(rf), (24)

Dwj(dj, Sj) =— min yjSj }• s<=s(d), (25)
J

min yjSj | seS(rf).
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ные задачи и на этой основе координирующая задача накладывает новые ограничения.
Иными словами, в таком случае данный принцип можно рассматривать как обратный
принцип цены результата в том смысле, что здесь планирующие задачи сообщают коор-
динирующей о ценах.

Если же свойство дифференцируемости отсутствует, координация оказывается
сложнее. Соответствующие методы решения подобных задач разработаны А. Дже-
оффрионом [l4] и Г. Сильверманом [l6]. Одно из эвристических применений этого
принципа предложено Дж. Хилом [9].

3. Принцип лимита результатов впервые применен в методе И. Корная и Т. Лип-
така [l7]. На основе [B] этому принципу аналогичен принцип предсказания сотрудни-
чества Месаровича. Согласно последнему, в данном случае планирующая частная
задача /е/7 имеет форму

шах fj(xj) [■ xfhXj,
Xj

'

где üj параметр координации.
О свойствах принципа лимита результата заметим следующее:
а) для создания сепарабельной системы частных задач исходная задача должна

быть сепарабельна;
б) метод не требует строгой выпуклости функций;
в) планы-приближения в ходе итерации допустимы и сходимость монотонна;
г) координация сравнительно сложна, поскольку для координации каждой планиру-

ющей частной задачи имеется свой вектор. Сама задача координации также сложна.
3.3. Принцип лимитирования деятельностей. С одной стороны, этот принцип может

рассматриваться как обратный принцип цены деятельности, а с другой, как применение
лимита результатов в случае задачи особого вида. Пусть исходная задача такова:

шах М*з) |
Применив в этой задаче принцип ограничения результата, получим частные задачи

j<=N в форме

max fj(Xj) [ (27)
Xj J

где kj параметр координации. Правую часть задачи трактуем как одно из коорди-
нированных ограничений Xj (k) = (xj Xj^kj}, вследствие чего задача при-
нимает вид

max fj (xj) [■ XjeXj(kj), j(=N. (28)
Xj J

В задаче координации требуется найти такое (Ä°), /eJV, чтобы решения (28)
з

составили решение данной исходной задачи. Здесь применимы те же принципы, что к
при ограничении результата, т. е. с точки зрения координации существенно знать пре-
дельные эффективности ограничений Теперь же становится очевидным,
что необходимая для координации информация «обращена» в сравнении с принципом
цены деятельности.

На принципе лимита деятельности в общем случае мы ниже останавливаться не
будем, так как нам не известны работы, на которые можно опереться. Заметим только,
что частные случаи этого принципа, где Xj (kj ) содержит всего одну точку, называют-
ся диктованием.

3.4. О принципе технологической консультации. Здесь планирующая частная задача
координируется с помощью функции результата. Так, возможности или результаты де-
ятельности одной частной задачи могут зависеть от решений остальных частных задач
и пр. И наоборот, функции результата остальных частных задач могут зависеть от ре-
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шения данной частной задачи. Таким образом, речь идет о таком принципе лимитиро-
вания, где координация ведется с помощью левой части системы ограничений резуль-
татов.

Пусть gjC (cj, xj) координированная функция результата планирующей частной
задачи /<=iV, причем Cj параметр координации. Теперь при исходной задаче (4) коор-
динированную частную задачу можно записать в форме

maxfj(xj) > gjc{Cj, Xj<=Xj, j<=N, (29)
Xj J

где параметры координации задачи j определяются либо из решений остальных плани-
рующих задач, либо из специальной задачи координации. Исследования этого принципа
не известны.

4. О комбинированных принципах координации

Как выше указывалось, цель сочетания принципов состоит или в стремлении уско-
рить ход итеративного решения, или в желании создать более общий метод, или же в
том и другом. Понятно, что сочетание принципов сопровождается усложнением коор-
динации. Здесь существует оптимум, который зависит от структуры исходной задачи,
допускаемой продолжительности хода решения, вычислительной мощности и т. д. Но
эти вопросы рассматриваться не будут, остановимся лишь вкратце на экономически
более интересных комбинациях, отметим разработанные до сих пор методы и их свой-
ства. Начнем с комбинированного стимулирования, далее рассмотрим перспективные
сочетания принципов стимулирования и лимитирования.

4.1. Комбинированное стимулирование. Из пяти принципов стимулирования можно
составить различные комбинации. К настоящему времени известны такие сочетания, где
используются только два принципа (бикоординации). В экономическом смысле при
стимулировании наиболее содержателен принцип цены результата. Поэтому ниже рас-
сматриваются лишь некоторые основанные на этом принципе комбинации.

1. Сочетание цены и штрафа за результат использованы Б. Поляком и
Н. Третьяковым [lB]. По принятым нами обозначениям структура планирующей част-
ной задачи / gJV при их методе (исходная задача (4)) такова:

max [fj{xj)+ 2y { gti {xj) S4i(Bn(xi) ~ьа) 2],
1 i

где iji координирующая цена результата, Ьц координирующий результат, приме-
няемый при штрафовании.

Этот метод позволяет решать линейные задачи, причем сепарабельность исходной
задачи сохраняется.

2. Принцип цены результата и штрафа за деятельность использован Л. Дудкиным
в случае одного метода, решающего задачу с нелинейной целевой функцией и линейны-
ми ограничениями [l9]. Интересно обстоятельство, что штрафной член выражается в
агрегированном виде. По этой причине автор называет это методом итеративного агре-
гирования.

3. По-видимому, можно найти еще несколько примеров комбинированного стиму-
лирования, но наша цель состоит не в этом. Первого примера достаточно, чтобы про-
иллюстрировать применимость принципа цены к линейной задаче, если его дополнить
принципом штрафа. Второй пример может представлять интерес как по скорости схо-
димости, так и потому, что при координации используются агрегированные показатели.

Оба примера хорошо поддаются экономическому толкованию. Дело в том, что в
них планирующие частные задачи стимулируются ценами, но в то же время необходи-
мо следить, чтобы планы не слишком отклонялись от заданных значений. Интуитивно
ясно, что такое стимулирование эффективнее, чем использование только цен.

4.2. О сочетании стимулирования и лимитирования. Здесь речь идет о сочетании
разных принципов, что с экономической точки зрения представляется особенно содер-
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жательным. Однако математическая сторона вопроса сравнительно сложна и пока еще
мало работ в этой области. Ниже рассмотрим три из них.

(1. Одним из частных случаев сочетания цены результата и лимита деятельности
можно считать метод Даицига-Вульфа [2o]. В принятых нами терминах этот метод
можно описать таким образом. В ходе итерации планирующие частные задачи коорди-
нируются с помощью цен результатов, за исключением последнего шага, где использу-
ется диктование. Подобное дополнение метода цены результата делает его применимым
при линейной задаче. 7

2. Применения цены результата и лимита результата к линейной задаче в более
общем виде можно найти в [2l], а на эвристическом уровне к вогнутой задаче в
[22, 9]. В принципе планирующая частная задача в этих работах имеет форму

где параметрами координации служат ijx и bij.
Такая комбинация позволяет решать задачи, при отдельном применении обоих

принципов нерешимые, например, линейная задача, где при некоторых fj(Xj)=o.
При принципе цен она не решима, при применении лимита результатов тоже, потому
что некоторые частные задачи могут не иметь целевой функции.

3, Применение цены деятельности и лимита результатов рассматривал Ф. Мартинес-
Солер [23].

4. Вероятно, при некоторых типах исходной задачи целесообразно составлять еще
другие комбинации, однако особый экономический интерес представляет синтез цены
результата и лимита результатов.

5. Структура систем частных задач и их зависимость
от принципа координации

Одним из аспектов декомпозиционного анализа оптимального планирования явля-
ется моделирование структур разложенных систем принятия решения. В связи с этим
представляет интерес изучение морфологии систем частных задач, а особенно зависи-
мости структуры от принципа координации. Для пояснения опишем прежде всего типы
структур типов задач и их соответствие принципам координации.

5.1. Структуры систем задач. При описании структуры воспользуемся понятиями
уровня и связи. В настоящем ограничимся только рассмотрением структур с одним
или двумя уровнями. За связи между частными задачами примем обмениваемые пара-
метры координации и матрицы UT> описывающие их потоки в системе (1). Па-
раметры координации, которые частная задача / посылает другим частным задачам, с
точки зрения j называются инструментальными, а те координирующие параметры, ко-
торые у получает от других частных задач индикативными.

1. Предположим, что координирующая задача в сравнении с планирующими на-
ходится на более высоком- уровне, а планирующие задачи на одном уровне. Связи
между частными задачами на разных уровнях назовем вертикальными, а между част-
ными задачами на одном уровне горизонтальными.

2. Системы, где координирующая задача отсутствует, содержат один уровень. Та-
ким образом, здесь имеются только горизонтальные связи. Подобную структуру назы-
ваем децентральной.

3. Системы, содержащие два уровня, могут быть моно- или полицентрическими. В
первом случае в системе имеется только одна координирующая задача, а во втором
случае их больше.

1) Моноцентрические системы могут быть иерархическими или пирамидальными.

7 Обзор линейных методов декомпозиции дан П. Хагелшуером в [24].

шах [fi(xj)+ JJytgiiiXi)] } Ва{хз)>Ьи, Xj<=x i,
Xj i )



а) В иерархических системах имеются только вертикальные связи, их называем
центрально координирующими системами.

б) В пирамидальных системах имеются как вертикальные, так и горизонтальные
связи и их называем системами с центрально-децентральной координацией.

2) Полицентрические системы бывают нескольких типов в зависимости от того, на-
ходится ли на низшем уровне одна или несколько частных задач, имеются ли только
вертикальные или горизонтальные связи. Дополнительно вводятся понятия обратной
иерархии и обратной пирамиды.

5.2. Принцип координации как фактор структуры системы частных задач. Если в
приведенных структурных терминах рассматривать системы частных задач, описанные
в п. 2—4, можно увидеть, что в них естественным способом образовались системы с
одним и двумя уровнями, иерархические и обратно иерархические, моноцентрические и
полицентрические и т. д.

Вместе с тем видно, что принцип координации не единственный фактор, от кото-
рого зависит структура системы задач. Некоторое влияние оказывает также структура
исходной задачи (компактна или сепарабельна), а иногда' и выбор задачи координации.
Так, метод цены результата может рассматриваться как поли-, так и моноцентрическая
иерархическая структура, один метод лимита результатов только как мопоцентри-
ческий, а другой как полицентрический и т. д.

Зависимость структур систем частных задач от нескольких факторов делает их клас-
сификации громоздкими и поэтому мы их здесь не представляем. Только заметим, что в
каждом конкретном случае подобный структурный анализ интересен прежде всего с точки
зрения моделирования разложенных систем принятия решения по следующей причине.
Дело в том, что реальные разложенные системы принятия решения сложны и для их
моделирования необходимо создать соответствующие сложные методы декомпозиции.
Но для этого недостаточно только простого сочетания принципов координации. Нужно
следить и за тем, чтобы в создаваемой системе были довольно сложные связи (верти-
кальные и горизонтальные, иерархические и обратно иерархические и т. д.). Для их
создания естественным путем, по-видимому, следует исходить из соответствующей ис-
ходной задачи со сложной структурой. Другой путь состоит в модификации систем та-
ким образом, чтобы в них формировалась сложная структура. Например, при принципе
цены результата планирующие частные задачи можно дополнить так, чтобы к ним
принадлежала задача координации цен на некоторые изделия, и т. д.
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