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H. KEHC

ОДНА ЗАДАЧА ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

ДВИЖЕНИЯ ОТНОСИТЕЛЬНО ЦЕНТРА ИНЕРЦИИ
ГИРОСТАТИЧЕСКОГО УСТРОЙСТВА ПЕРЕМЕННОЙ МАССЫ

1. Представим себе гиростат С с центром инерции в точке О, снаб-
жённый баллонами, содержащими газ, соответственно расположенными
и с такой системой управления, что при истечении газа из трех сопел,

лежащих в главных плоскостях инерции С относительно точки О и тор-
цами перпендикулярно своим радиус-векторам, тензор инерции сово-

купного тела Н остается подобным начальному -

N ()| ={l x 4 (£) ]I(o) | (1.1)

a центр инерции совокупного тела совпадает с точкой О, неподвижной
в теле С. . }

Если первоначальная масса расходуемого газа т, гиростата М, то

не убывающая функция времени х, заключена, очевидно, в пределах

o<х4<№‚ (1.2)

O6oo3Hayas yepe3 &, £, E 3 MTHOBEHHBIE PACcXOJibI Macc, HCTEKAIOLLHX CO CKO-

ростью у через торцы сопел, и пренебрегая в рассмотрении действием
ссответствующих им сил инерции, получим для проекций MOMEHTOB

реактивных сил значения боу;, OovEs, ÖovEs (Öo расстояние от торца
n 0 O). Примем для », & и проекций момента относительного количества

движения &; ограничения |

V< OO<E<E R <Lk (1.3)

Для простоты подчиним X4 YPaBHEHHIO

dxaildt= %o(E1 + E& + Es), (1.4)

в котором %o постоянный и положительный параметр системы Н.

Пусть поле внешних сил, действующих на Н, допускает существование
силовой функции (/ = ( (R, 1, i2, 01, 02, Оз), Где 2 и о широта и дол-

гота относительного расположения О и О’, a_ 01, Oz, O3 Ппроекции на

главные оси инерции Н единичного вектора O, задающего направление
луча из О в некоторую точку пространства О’, а К есть расстояние меж-

AY O H 0,. ` `
Уравнения движения системы Н относительно О согласно [ 2] суть:

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ЭСТОНСКОЙ ССР. ТОМ ХУ
СЕРИЯ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИХ И ТЕХНИЧЕСКИХ НАУК. 1966, № 4
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@ j dkIljž—f—(l3—l2)qf+—dž+qk3—fk2=Öo'všl+C73'ä%;U——Gz-äõ;—au
d dk о

-

12“_‚17qg+(11—Ia)Pf+‘jfi%+fk1—Pk3=‘ÖoVE2+Ulä%;U_ÜaäaU (1.5)

dr | dk д д

[3;l%7"(]2»—ll)Pq+7ž+Pk2—*qkl=ÕoVš3+o23;] П_О‘ЁЕЬП

' sin @ dy/dt=psinp—+ gcos @

do/dt = r ctg ©(psing + g cos @)

; dO/dt = pcospg gsing

o, = sin ©sin@, o, =sin®cosg, o;=cos6,

(1.6)

в которых Vv, & k; подчинены ограничениям (1.3), |/(#) ] равенству
(1.1), а величина х, из (1.2) уравнению (1.4). Если, однако, допу-
стить, что О и О’ не являются фиксированными точками неподвижного

пространства О, Ё1 E, то систему уравнений (1.6) удобно заменить сле-

дующей совокупностью векторных уравнений:

40 _ - &1, v—Ro
"Ft"_[o"g]"l R (1.7)

dB >A

(1.8)

dy m =

© =(р,4,г),

(1.9)

в которой о разность скоростей точек О’и О, а Виу фиксирован-
ные и ортогональные векторы пространства О,ЕЁ ё (š направлен для

удобства вычислений вдоль ©О,&), причем всюду предполагается, что

величины В и @, а также проекции о на О, &)$ известные функции
времени. В этом случае вектор-функции с, В,у определяют взаимную
ориентацию систем О хуг и О, ёп 5.

Условимся рассматривать лишь такую совокупность движений цент-

ров О и О’, при которой

(v,v)=o, (0,7)=0, (1.10)

названную здесь орбитальной.
Тогда в рассмотрении задачи можем опустить систему уравнений

(1.9), а систему уравнений (1.7)-записать в виде (согласно (1.10)):

do_= 5y Wlod) 7
=

_ä? —[o" Q]+
КГИ (ß n2o')» (1.11)

где п) и ny проекции с на [В, у] и В, предполагаемые известными функ-
циями времени.
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Предположим для простоты, что сопло с мгновенным расходом массы

& параллельно Оу, а сопла с расходами ©» и & параллельны соответ-

ственно осям Ог и Ох, а выражение живой силы соответствующей по-

движным в теле С элементам есть
-

> (ki+ k3-+ k3)

где h HEKOTOpaa MOCTOAHHAA.

Используя эти допущения, получим согласно [ ] значение работы
внутренних сил, отсчитываемой от некоторого начального момента вре-
мени fo, до конечного момента времени #, в виде

ER=E(t) E(t) =[s (hol+ hol-+ 1s03) + kip + kag + Rar +

' - 12
e ,+3 (BAB) - UD +3 [ е@ нн + 6е( + )&

. to ,

+ (92 + 7?) & + (p? + r?) &8} —260 v + gEo +rEs) Ydt. (1.12)

Подынтегральное выражение 2f® (v, g 1) B формуле (1.12) опреде-
ляет удвоенную мощность, потребную для выброса частиц газа, тогда

как остальные члены имеют обычный динамический смысл.

Поставим теперь следующую задачу.
/

В момент времени ! взаимная ориентация систем Охуг и О\Ёмs
задана векторами с(&) u B(fe); система Н имеет угловую скорость

вращения относительно О, определяемую вектором Q(fg); B момент й

вектор Ё 0. Начиная с момента й, ю< 1 <, система Н должна со-

вершить «мягкий» маневр, который достижим либо при соблюдении ус-
ловий (1.3), либо же критерия

| d,k;

V< vo, 0K §i<§o,’7;‘l7"< Rıo (1.13)

при котором Q(¢), o(f), B(f£f) суть заданные вектор-функции времени для

ty <t< ty, причем в конечный момент времени # положено для просто-
ты вычислений Q(fo) & (1о) 0. Кроме того, предположим, что в тече--

ние маневра расходуется практически весь запас газа, то есть

ха(6) = т(т -- М) -! + exq (o), М(Э 1=() +eL (ÖI.

Здесь индекс 1 соответствует абсолютной производной по времени в

формуле (1.13), в, как всюду в дальнейшем, обозначает достаточно ма-

лое для справедливости вычислений значение безразмерного параметра.
Вопрос о корректности рассмотрения по первому приближению является

самостоятельным и здесь не исследуется. °

Потребуем теперь, чтобы описанное движение происходило при ми-

нимальном значении функционала Е. Ввиду того, что движение систе-

мы Н распадается на два этапа, а также вследствие принципа опти-

мальности Беллмана и принятых предположений сформулированная
задача распадается по методу решения на два этапа на первом ре-
шается задача минимизации Ё в пределах #, и й;, когда R; H X4 KOOP-
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динаты, а у и &; управления, и второй этап, на котором минимизи-

руется Е в пределах fo M fı, причем Q, 0 искомые вектор-функции,
a d\k;/d\t управления. Заметим, что случай о== 1 требует согласо-

ванности начальных данных в начале движения и на Мманевре. Введем
новое время т и обозначения согласно формулам:

t= —T

T =ty¢

Eo= (Ilowi + 12003 + 73003)r

(&)=
=k - (i=l3)

h; =h

(1.14)

(P4 1)t2,
= (@l, 02, 03)

д д ;

CPl—ÜQÖ—O‚ßU—O'gäö_zU (1, 2,3)

fl :]lO CZ—G;I *4— (120_]30)0_)2‚ 03 (1, 2,3)

(здесь (1, 2,3) символ последовательной циклической замены индек-

сов)

T

Хо == "š"[(l"—x4)EO+2Ü)ixi“l"hix?]+ ` fO (v, &т)ах.

' 0

Согласно условиям задачи вопрос нахождения движений, осущест-
. 2 '

вляющих минимум Ežlš, сохраняется для величины хо(Т), что позволяет

воспользоваться принципом максимума Л. Понтрягина [°]. Используя
здесь обозначения (1.14), уравнения (1.4) и (1.5), следует решить си-

стему уравнений '

dx,/dt =02%3 w3X2 ÕovEi + (x 4 D)1 + @ (1, 2,3)

dxs/dt = —0 (Eı + E 2 + Eg) (1.15)

dyı/dı= op3 o3a -+ [A (õovEi Hı) 01 hfıxa] (1,2,3)

'dTP4/-dT = YoEo (flOl + foo2 + f303)

; ; h(juxi +ха -- Бха) (Гр +fa+з,

в которой V, E; HEO6XOAHMO 3AMEHHT на такие функции от х, , т, при

которых функция К (м, & х, }, т), в данном случае

К = М (м)& + Ao (v)E + A3(v) &3, (1.16)

где введены обозначения
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* | %о2 - e
Ä]=Äo+'ža)3—ÖoVMl——'2

*
62 2 ,

Ä2=;„o+—29o)%—ÖoVM2—%
.8 | 2

Ä3=Äo+?Owš—ÖOVH3“f“Y2 :

* &
ho="g Eo— 7 (0 + @;-- @3 ) XoVs

u = hx‚- + 'IP[ ((= 'l_,_3),

(1.17)

достигает максимума при ограничениях типа (1.3) или (1.13). (В даль-
нейшем предполагается, что х; не могут быть кусочно-постоянными).

Относительно граничных условий для функций Х, в этой задаче
известно, что

-
N

x(0)=0, OE A 0 B RE G: (1.18)

Опустим в рассмотрении задачи особый класс движений, при кото-

рых хотя бы одно из Л, обращается в нуль на некотором интервале вре-

мени T;, принадлежащем отрезку [O, 7]. ' `
. !

Тогда & релейные управления, определяемые формулой '

©; == Eo SE M. (1.19)

Здесь sе(х) = 1 mpu x>o n Sg(x) =0 npu x< 0, а у задается од-
ной из двух формул согласно равенству:

{ —B для т, при которых |В| < у
v = .

—vo signf ANA T, MpH KOTOPHIX | ß | > vo,

где B== 3’l‹so…l Sg M+U2Sg Ao —l' U 3 Sg )\.3].

(1.20)

(1.21)

Из формул (1.20), (1.21) caeayer, uro 3HaYEHHA V(Mı, из, Us, T), BOOGMLE

говоря, удовлетворяют одной из трех следующих возможностей

y<o (1.22)

(1.23)у== 0

v >O, (1.24)

причем в случае (1.23) для каждого момента времени существует «пас-

сивная» плоскость значений и, проходящая через начало координат:

* ög 2 * õš 2 * 6(2)
9

mSe 154208) +n Se + 2 02) + eSgS4= @h) =O,

на которой величины В и у совместно исчезают.
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5 ENSV TA Toimetised F-4 66

Для всех и, не лежащих на пассивной плоскости, рассмотрим функции

э62‚м 6 : э &
;\’*___Y__i__o_mg X—}—-{-—O(’)f ‘ Ä*___Y___}__Ow‘l

_ 7Э ТЭ о 2' 2 о 9! 9°
O1 (v) =

v o(v)=oy D T Sy
(1.25)

и разности

Q=o (v) w (i=l3)

Случаи, когда совместно выполняются условия (1.20) и (1.22), (1.20)
и (1.24), (1.21) и (1.22), (1.21) и (1.24) назовем соответственно случая-

ми A, В, С, ). Изучим сперва случан А. Для них, очевидно, справедливы

равенства Sg ;=—s6 о; (для случаев В верно 5е =sво). Случаи А

представимы восемью вариантами следующего вида:

D) w >O, pe>o, us >0 0 < и Но-ЕS

2) w <Ol, 4 SOO s>3 o<и- 1з < o

3) <O, шо << Ua 0 0<< Ю0

4) ш, > 01° 4a <Da з > ®з, o<l-Е з < о

5) ш > ®%l, е> OR на <В, o<ш) -2о

6) ш, <Ol о > üsT)d3 0< о x

7) <O Ho D 2 U 3 L 3 K

$) ш> #, ю< % 3 Td3 0L и< x 0
2

где Yo = 360" vo.

Множество А, в пространстве и отвечает условиям 1) u yAOBAYETBOPAET,
как нетрудно показать, неравенствам

; | 2X 2

(r + 2 + u3) 541 (ka + из)]» ан = —9 (—57 + ws)
0

| 2X
2

(pı + 8 + из) [Б (а - из)] 7> al2= —9 (_6"2'+Ü)l)
0

| | > 2% 2
(w1 - о + ü3) [su3 (ti + n)]> 013 =—9 (—62—+ 602)

0

. | О< ш+о-- 1 < Xo- (1.26)

Если заменить первые три неравенства на равенства, то легко заметить,
что соответствующие им в пространстве и поверхности Ay представят
собою гиперболические цилиндры с центром в О и асимптотическими

ПЛОСКОСТЯМИ '

1а —г йз H3 = Sßı —(M2 4 Ha) = St2 (Mi 4 Ms) = Sps (py + pe) =O.
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Числа М —3, M =O, A3= 6 ABJIAIOTCA COÕCTBEHHBIMH 3HAUEHUAMU ONE-

раторов |А,‚!, так что для каждой поверхности А,; существует единст-

венное главное направление, пересекающее поверхности А\; на расстоя-
-1 1

нии @:= (а)*№ ®(& одно из 1,3) от центра О в и. Поверхности
А); имеют образующие параллельно главным направлениям б ОТВе-

чающим числу A= 0. Легко видеть в плоскости двух других главных

направлений для каждой из поверхностей А\, что существует не пустое
пересечение внешней по отношению к гиперболе w; (след А,; в плос-

кости §; = 0) u полосы @<< у/2ё;;пи;<<Хо, определяющей множество

(1.26), записанное в собственных координатах операторов |4А,;|; послед-
нее представляет собой гиперболический сегмент с;, Тогда как в про-

странстве ему отвечает столб Г,; с образующей 6; и основанием си,. Рас-

пределение главных осей & Nın Cır B U Мможно задать матрицей

О Е Mn б 1o Nı2 Cios Ч 13 Ci3

4 1 о 2 AB
E Na V2 svat 8’ )

2 3y’ 3 ›

Vo' 3v2’ 3° ' 33" 3 3

A2l 4 1 0
R 3’ v2' зуз’ 3’ ’ зуз’ 3’ |

Как следовало ожидать из выражений ат;, системы координат ©О &13 113 613,
OEa nı2Eı2, OEn Nn Eı переходят одна в другую последовательными

поворотами на угол 2-!д относительно осей Оти, Onız, OnNı2. Оконча-

тельно, пересечение столбов Г,; определяет в ц область h(f)‚ B которой
у = 3-160(ш1 - о + из). Множество А», согласно 2), задается нера-
венствами

(u 2 + pa)[6py (pe + 4)] < ag =a

| (из - из) (биз H3) > 222 =&)

(из -- из) (sиз H2) > a23 = Al3

0< шо - 1з < Xo. (1.27)

Вполне аналогично предыдущему получим для поверхностей А,; асимп-

тотические плоскости з + M3 = 6yı (U2 + 1з) = ÕU —43 =õW—W=
== 0. Поверхности А и Аэз представляют собой гиперболические ци-

линдры с образующими параллельными оси Ои, их В: (7== 2,3) имеют

общую асимптоту ш == из- из == 0; в пересечении внешних по отноше-

нНию К @э; частей плоскости и== 0 получаем некоторое множество 0223,

которому в пространстве и отвечает некоторый столб Г»ээз; пересечение
псследнего с внутренней частью пространства, ограниченного поверх-
ностью Аэ, и со слоем (1.27), определяет в ц область й), в которой
v = (M2 + p3) 83~

Для Аз, согласно 3), получаем неравенства:
В

з (бил 1з) < as = @1

из (биз из) < азо == йl9

5u3 > 033 = Al3 (1.28)
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0 < U3< %о. (1.29)

Для ссвместности неравенств (1.28) u (1.29) npu a;3 >0 Heobxoaumo,
1

чтобы (5-'аl3)* << Ххо а из принадлежало NONMNYHHTEPBAJNY . 030

( (5-‘аlз) *, хо]. Гиперболический цилиндр Аз, с осью, параллельной на-

правлению Ошь, имеет асимптотические плоскости W3= О и бил из ==0,
тогда как гиперболический цилиндр Азэ © осью, параллельной направле-
нию Ои», имеет асимптотические плоскости из==0 и био из== 0. Пере-
сечение соответствующих MM внутренних областей пространства и и

слоя над сзо Дает область h(š'), в которой у== —3-'oоиз. Заметим, что

неравенства, определяющие множество А,

(ви- из) [биз (1 + pa)]< 42 = @lр

(и: -- из)() из)7> an = ay

(1 -+ ps) (Sus —1) 2> аз аз

О<С и U3D X

3v = —OBO (1 + us),

могут быть получены из указанных для множества А», если в послед-

них сделать подстановку I—-2: ;

(1 2)

(2 1)

так что множество й® получается из множества /Ф поворотом послед-

него в пространстве и на некоторый угол вокруг оси Ориз и преобразо-
ванием подобия. Аналогично множество й® согласно неравенствам

(Ape) (б о)2> ав

(1 + p2) (spe —1)> ав

(Wl~ p2) [биз ( - из)] < ass

О < и -- 19 < x 0

° у= 60( -- з)

может быть получено из й® поворотом последнего относительно оси Opg
и преобразованием подобия. Таким же путем множество й®

w 2 (6 M2) < Agi

o (bus ~ pe) < ава

—— su? >ao |
0< p< %6 (Зуо = —боро)

N /
7

I i
.-

‚
получается из h3 NOBOPOTOM OTHOCHTENbHO O, # преобразованием по-

добия. ВЕ - SN

G
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Согласно предположению о X; MHOXKECIBO A; NpOAONMNKAaET NACCHBHYIO

плоскость, а множество ® получается из h6 поворотом вокруг Орцз и

преобразованием подобия, причем у = —37 !BöoMı. - .
Нетрудно убедиться далее, что между множествами h(;-z) и #, соот-

ветствующими А и В, можно установить COOTBETCTBHE, при котором
внутри соответствующих областей у определяется одной и той же ана-

литической функцией от , W2, U3, а сами области симметричны относи-

тельно начала координат. Например, В, и А;. Тогда относительно МНо-

жеств А и В можно сказать, что B построенной системе областей #,
й“ м известная функция от ш, U2, Шз; удаление каждой из этих облас-
тей от центра есть функция модулей величин а, @l2, @l3, 3HAK которых

спределяет сриентацию относительно главных осей Ё, Пьы, бы И Ннекото-

рых точек на ссях Ouwy, Оиз, Оа этих областей.

Рассмотрим случан С, для которых

V= —Yy.

Согласно формулам (1.21} и (1.22) имёем для С неравенства

С р E [> ®», з7> &3, ша +W2+U3 > X0

С,: и<— &, o> -©2, Uz > ё3, Ц9 - U3 >XO

C3i W <—i o<— 2, U 3 > E3, U 3 >%o
C >e Ha <—e2, U 3 > E3, ui +U3> %o

Си ш> вl, e> ©2, из << ё3, Wı +H2> X0

Се: р<< &;, з2>— ©, Из < —es, / U2 >%o |
С;: и > —Bl, 9<< &9, з<< #3, И) > Yo, ' ;

каждой строке которых соответствует в пространстве M OÕJACTb H&
Для Р аналогичным образом можно получить области ®, симметрич-
ные соответствующим областям й® стносительно начала О. К примеру,
для Э, имеем строку Uı< &, Ho >e Из» 6з, м <<Хо. Здесь введены

обозначения -

Ö? 'V2 ö? 'V2 - ö? 2

. NO * % , Y * , % 2 У0

c

0T5 % g
Wr 3L Wa

—— o —ma m
Sovo > 2 боУо › 83 SoVo

2. Поскольку в дальнейшем рассматриваются орбитальные движе-

ния, для которых (Влl) -!(у, [с, 9]) = е, то уравнения (1.8), (1.9) и (1.11)
образуют систему уравнений, эквивалентную системе уравнений Пуас-
сона, то есть решение последней легко указать, как только известны 00,

В, "1, о. В течение маневра эти функции известны по условию задачи,
а вместе с ними решение системы уравнений Пуассона, два первых

векторных уравнения которой записываются для T B Виде однородных
уравнений, ссответствующих х; и Y; k3 (1.15). Обозначим известную та-

ким образом матрицу решений однородной системы уравнений (1.15)
а. Смысл этой матрицы определяется следующим образом:
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ст В1 Yı

a= а’ (т) ! = аэ Вг Уг ,
; оз Вз Уз

(2.1)

где взаимно ортогональные и нормированные столбцы представляют
собою решение уравнений Пуассона. | _

Используя метод вариации постоянных Лагранжа, а также составив

комбинации .

Zo=2"lEo (o + fowz + fsws), &= (0;+ hp,)

` Si:"_(pi—-_fi (':I-s—š)»

получим из (1.15) с учетом (1.14) (1.19) и (2.1) ypaBHeHHA ANA Y; M

20 (%= a! gi V =aU)

| | у 5еЛ,/ dy]
=sд—}—]°дх4———боёо g |

:I—'—3)

@б

.

(2.2)

. dz;
ai A = ; hfixa +höokov 5а ^ (2:3)

dX4

т —%обо (58 М -- 5е М -- 58 №) (2.4)

d‘le; = 5 (firı + fr + faps). (25)

Определим комплексы @, (т) равенствами и; = а; @,; ДЛЯ Них из (2.2) и

(2.3) получим' уравнения ;

‘ff”_i__: а; (& + hSi)
dt

которые имеют решения

w;(1)= w;(0) + | a} (& + 5) а.

}

(2.6)

Следовательно, комплексы и;(т) определяются равенствами

m(t) = a (1) (w0.(0) + | aš (E)GME) + /S(E)Ä ).
; 0

(2.7)

Импульс 14 согласно (2.5), а также условию (1.18) есть функция
°

T %

Pa(t) = J. (Аш-- Биг -- Виз —s)ат-- š. [Co (Frı - Бизг + faus)]dr,
:0 0 .

(2.8)

в выражении которой комплексы и; необходимо заменить из равенств
(2.7). |
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Координата х,, ввиду уравнения (2.4) и условия (1.18), есть следую-
лщая функция т: _ `

x 4 = xobolti (1) + о() -а() (2.9)

Здесь т;(т) интервал времени, отвечающий положительным значе-
HUSIM Ay | -

Ввиду условий (1.18) и уравнений (2.2) имеем для Y; H X; формулы

yi(1) = [а} (S: + fixq '«.Öogn\’Sg M) dt

ö K

(2.10)

2 (1) = о% (т) J’ а; (5, - 1а добоу 5в м) .

0

(2.11)

Используя выражения и;(Т) u x,(T) u3 (2.11); noayynM aaa w, (0) ¢op
мулы ВО ; .

T

@, (0)= | ai [k(foxs Soßov Sg M) Ll d v,

0 .

(2.12)

в которых A; необходимо заменить согласно формулам (1.17), х,

согласно (2.9), у по формуле (2.8), а у определить как функцию ;

на соответствующих многообразиях йФ, ®) й, @@. Тогда уравне-
ние (2.12) определяет интегральные соотношения для постоянных вели-

чин 20,. (0), после чего найти окончательное выражение для v, T;(T),Y.
&;(т), х не представит собой трудностей. Тем самым будут определены
значения х;(Т). Относительно функции U(R,il, is, 01, 02, Оз) уместнопред-
положить для орбитальных движений. при т:> Т, что она представима
в виде ‚

U= Ö(t) Uo (01, 02, 03) |Ud =~ 1,

где 6(Т)—&, д(т)<-е, при Т < т<< Т- в, 6(т)=0 при Т--е < т,

так что, оставаясь в пределах нулевого приближения по е, уместно счи-

тать систему Н помещенной в свободное пространство.

Будем считать на втором этапе Л == оо -|- в, что справедливо .для

симметричных систем Н. На втором этапе задача приводится к вопросу
минимизации интеграла

Ty

l {v2(E 1 +Ea + Es)- 83 [(p? + 9?) &ı 4(g 2 4 r2) &2 +(p? + r?) Es]

; —260 v - qgE2+ rEs) dt (Tı= 6 ). ;

Достаточно предположить, в силу неотрицательности {©o, что E;=o Ha

т из [Т, Г\]; чтобы расход энергии при заданных относительно X;, @ гра-
ничных условиях на данном. этапе оказался минимальным. Тогда сис-

тема уравнений для объекта управления, учитывая уравнения (1.5) в
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предположении относительно уравнений (1.11), a также уравнений
(1.6), будет следующая:

d1 —20302 + av,ах ;

1032
=€3 —l—aUz

ах ;

йO3 * т>
йт с 78

(2.13)

dk -~ 7

Ё—{:[ЁЗ‚Ё]ШО (2.14)

«а [ o]
dv * (2.15)

d_‘P ONO -- 0202

dt
-

o':;__.]
(2.16)

Здесь е = 1 ——130151, a=ll%", c=le, vp=dk;/dt, v =(v, v, v3). He-

пользуем @; для решения задачи о быстрейшем времени перехода сис-

темы Н из состояния № в состояние #; или, исходя из метода обратной
интеграции, не будем считать 19 заданным. |

Ввиду симметрии системы Н относительно оси Ог откажемся от

требования быстродействия по фи, более того, от необходимости до-

стижения последней в момент Г, предписанного начального значения

фФ(Т,). Система уравнений для определения импульсов с учетом допу-
щения и уравнений (2.13)(2.16) запишется так:

.d—lP—'
=— @03)о-+ kalbs -—-_kz’lbö +Yol nš V I—o3ат

. j 2 2 __o'_l____;D 1 ewa3ı +ki kala +Yol 03 Vl—o3
ат

В

SB = e (огу оф)--оа Kır
т

(2.17)

dx _ 5 =

'&?.
[Qv x]

x = (P4 Ws, 6)

(2.18)

dyo
т— 0. # = 0 (2.19)

#2 9

r Yo
1— 0))

(0101 + 0202). (2.20)

‚Из условия максимума Л. Понтрягина функции 0; следует опреде
лить в виде релейных управлений - D
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vi =kıoSign (ayı —4)

Vg == /г… Slgn (a\bg ФБ)

U 3 klO Slgn (a\pe‚ СФ@) .

(2.21)

Фундаментальную систему решений уравнений (2.18) запишем в

виле трех ортонормированных векторов jj можно считать, что

о ap—l + bfig (a? - b? = 1), для чего необходимо подобрать поворот на

некоторый угол фо. Очевидно, что векторы X, полный момент KOJlH-

чества движения системы относительно точки О—К, v, решающий одно-

родную систему уравнений для (2.14), можно определить линейными

комбинациями векторов Pi € TOCTOAHHBIMH коэффициентами Х, K; v

Тогда для & получим формулу ;

E:[\’io—%(t)]ßi‘ (2.22)

где уу, как проекции вектора &(Т) на оси Ор, известны из формул
(2.11) и значений а, 6 и Фо, а функции ф;(т) суть

pi(l)= | (o.p)dx
T

(2.23)

причем ввиду Ё (%о) == О имеем

vio =@;(T1). (2.24)

Рассмотрим векторное равенство

[К; vio + (Pz(f)]fi;i = С(о) (2.25)

(G(®) имеет на главные оси проекции /ıw®l, /2w2, /zw3), BblpazKarollee
no теореме Резаля постоянство вектора К в неподвижном пространстве
для принятых обозначений. Из равенства (2.25) для @l, W2, WO3 ИМеем

выражения

oy = Alfıpll + Mapz2l +Mapaı]

w 2 = a[Mipl2 + MaP22 + ТПзрзэ]

cw 3 = almıpı3 + Mop2a +Mapza]

(2.26)

(m; =K; у + ;).

С другой стороны, из первых двух уравнений системы (2.13) и (2.17)
получим для @©l -- /oэ, 1--Аро выражения: - ;

wl+ iw =[o (T) +in(1)--а \: (Uı + (v2 exp (—w(Tt)) dr} exp w(T)
7

(2.27)

bi + üba = [bi (T)-+üpe(7)+ [ (Nı + iN)exp(—w(tr))dr]expw(t),
7

(2.28)
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где обозначены:

. - o ; o- w(t)=le j‘mgd‘t, Ni=nmpy+yo —+ 2 ==,
/ . I—3 |l—а? ‚

lf 3

К, - Og
>

O v Ty
2 = MiPiz Yo 5 & ===, [X.vo - ф(т)]= п =(та fy na),

X =(Xy, %3, X3), ‚ Ф== (Фl, Фэ, Фз). У== (УlO. У2O, Vao). _

Из третьего уравнения системы (2.13) ипмеем для шз Выражение

ZOL —Ё— ( vsdt,
T

которое необходимо подставить в строки (2.27) и (2.28). Исключая
из формул (2.26), (2.27), (2.28) и (2.29) переменные @l, 3, w3, HETPYI-
но получить для p;j три интегральных уравнения, дополняющих шесть

условий ортонормированности этих функций. Подставляя решения
этих уравнений p‚-‚-:p?j (vl, U2, Us, T) в формулы (2.26), получим выра-

жения для o; =o; (U, Us, U3, т). Аналогично получим формулы для

k7 (v), 05,03, 7), %2 (01,.02,U3, T), V1 02, 05, T), @ ф== ф°(01, 0», oз, т) H

2 = 2%(vy, vg, U3, T), интегрированием H3 (2.16) и (2.20). Используя эти

величины M принятые обозначения в равенстве (2.28), получим

H \p(?) (QU U3, T) и 1|32::1p(3) (vy, vg, U3, T). После этого значение

Ф3=Ф‹Ё)(щ‚o2‚ ©з,‚ т) определяется интегрированием третьего уравнения

(2.17). После замены в равенствах (2.21) величин },(/= 1,6) на реше-

HUS 11:.?(01, Uy, U3, T) получим уравнения для определения U; = о° (т), что

в принципе позволит считать все фазовые координатыизвестными функ-
циями времени. Параметры ;(T), x; Yo, 2(T) (i =1,3) соответствуют
восьми граничным условиям на фазовые координаты w;(T;), A;(Tı),
оз (Г1) и }(Т,). Отметим, что сходная задача о наибыстрейшем тормо-
жении симметричного тела полностью решена в работе [. '
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I. KEIS

GÜROSTAATILISE LENNUAPARAADI LIIKUMISEST ÜMBER

KINNISPUNKTI MINIMAALSE ENERGIAKULUGA |

Artiklis vaadeldakse gürostaatilise lennuaparaadi viimist algasendist teatud punkti

Eil}g aparaadi edasist kindla orientatsiooniga mand6verdamist minimaalse energia-
uluga. \ .

Ülesanne lahendatakse Pontrjagini maksimumprintsiibi abil kahes etapis. Esmalt
vaadeldakse liikumist kuni manöövri alguseni. Sel juhul c¢n liikumisvorranditeks-kolm
integraalvörrandit üheksa funktsiooniga, mis rahuldavad veel kuut ortonormeerimise
tingimust. Teisel etapil vaadeldakse lennuaparaadi liikumist manöövri löpuni.

I. KEIS

ABOUT THE ENERGY MINIMIZATION PROBLEM OF A

GYROSTAT MOTION AROUND A FIXED POINT

The problem of a gyrostat motion transfer from the initial stage to”the predicted
orientation manoeuvre economizing the energy during its flight is considered in the

paper. Pontryagin’s method was used in the two parts of its solution the first one,

dealing with placing the gyrostat into the prescribed point at the manoeuvre, reduces
itself to the problem of the existence of solvents of several integral equations, while the
second one the pure manoeuvre, is solved completely.


