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Х. КОППЕЛЬ

О СХОДИМОСТИ ОБОБЩЕННОГО МЕТОДА СТЕФФЕНСЕНА

Пусть дано нелинейное операторное уравнение

F(x) =x— D(x) =0 (1)
в пространстве Банаха. -
- Как известно (cm. {l.2]), o6o6utennniit MeTOA CrepbeHceka имеет вид

Xn+l =Xn "’_‘[F(xm CD(X„))]"IF()C„) (r=0,1,...), (2)

где Е(ж', х”) == Е ®(х’, х”) первая разделенная разность оператора Ё(х); Е еди-

ничный оператор. -

. Сходимость обобщенного метода Стеффенсена исследована кроме {l, 21 eme B [3].

`В настоящей статье доказывается ряд теорем о сходимости метода (2), имеющих

более широкую область применения, чем теоремы, приведенные в упомянутых выше

статьях.

Введем следующие условия: .

I°. Элемент хо приближенно удовлетворяет уравнению (1), причем

IF (xo) || = Ixo D(xo) Il < no-

2°. Для хо оператор Ё(хо, Ф(хо)) имеет обратный

N ( B u < Во.

1Ф(хо, P (x0 ll< Mo.3°.

4°. Для каждого х’, х”, х”’ из некоторой замкнутой сферы $ справед-
лива оценка (ср. [*]) .

”Ф(‘хі‚ x//) o @(x//’ xl‘//) “š K/Hx/ х///” _+__ K/I(„x/ x//" _]’_ Hx// —— x!//ll ) ‚

5° 1Ф (х”,х’) <M (¥, x"eS)

Теорема 1. Пусть выполнены условия I°—4° и

ho +3/ Lokovš 1, (3)

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ЭСТОНСКОЙ ССР. ТОМ ХУ
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причем в качестве $ выбрана сфера

lx xoll < R; (4)

тогда уравнение (1) имеет в сфере

|х хо << / (5)

решение х*, к которому последовательность (2) сходится
со скоростью

le*—x„ll{ßonoS„ in=0,1,...). (6)

Здесь введены следующие обозначения:

ko = [K’MoBo + K”(Bo + 1)]30710;

ho = ko + [K’ (ko + Bo) + K" (3ko + Bo)1Bono;

K’Moßo +K” (Bo+ 1) + ho(K’ K”) / ”

д‚:{ 7RM NR —!®н КК

. l ‚ если K,<K”;

Oy (1 mN Loky 721 ES(l ı S 0
f:Bo’Y]oSo; R = max{no; ko'}‘]o—}—f}.

HokaszateabcTßo. [TokaxeMm, 4To mpyu nepexoe OT Xy K Х, условия
1° 3° и (3) сохраняются.*

Прежде всего имеем

| | Ill_*"(xl) IS IF (xl, xo) F (%0, @(x0))Il l xoll (cp. PD-

Используя условия 1° 4° и формулу (2), получим

IF (%) | < D (1, хо) D(xo, Ф(хо)) !Вопо<< [К’МоВопо --

+ K”no(Bo + 1)]Bo'f]o= (l*l D (xo) Il < BoMono) (ср. 2])

Nı koTlo, (7)HJIH

т. е. условие 1° выполнено.

Далее, пользуясь опять условиями I°—4° и (2), имеем

IAD (1, D (x1D(xo, D(xo) )IS AAD (xl, D(x1))

D(D(x1), xo) Il + I® (D(x1, x0) D(xO, ®(xo))Il< BolK’Bono +

+ K" (n 1 + Ф () xoll) + K”Bonoll®(xl, xo) | + |
+ K" (10 (xl)xollmo)]. (8)

* TlpuHapiexHocTs anementoß x,, D(x,) cpepe S AOKA3LIBAETCA HHME.
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Так как

| ID(1)-xl < ID(x1)—хl -- "x; Xoll < no(ko+ Bo)

и №Ф(х, хо) И I® (Xı, Xo)Ф(хо, Ф(хо))|+Mo< 32 -M,

TO 1 Ao[®@ (xl, D(x1)) D(xo, B(xo))]I<ho<1 (см. (3)).

На основании теоремы Банаха существует обратный оператор

H-1= {E— AolF(xo, D(xo)) F (xl, D(x1)]},

ПН—‘П\<l—_—lТ°.причем

Тогда ATZIF(,. ®(x1))]"' =H-'Ay (ep. []

1A <IH Aol< 22 =В,и (9)

т. е. условие 2° тоже выполнено

Оценим

ID (xl, D(x1))ILD (xl, D(x1) ) D(D(x1), xo) | + D (D (1),X0)-

—Ф( D(x)))+Mo<p + Mo=M,, (10)

следовательно, BBIMNOJHAETCA H YCAOBNE 3°.

Покажем, что -

й + УЁ <1

Hna 3TOrO AOCTAaTOUHO NOKAa3ZATb, YTO kı< Ro,hı<ho u Li< Lo.

Используя соотношения (7), (9) и (10), легко убедиться, что

; : kõ[K'Moßo +K" (Bo +1) + ho(K'KY)]
VE BED -

(11)

Paccmotpum cayuaitK/> K”. B cuny (3) u (11)

4 Lokä
k ‚® =П-<

Так как и : VB%"hšßä%,

TO hi =Ry +[K'(k 1 4 By)+ K" (3ky 4 B1)]Bim1 < Ay

Далее

й, (К’К”) Щ_== Г.

VERRnE
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Если К< К”,

k
®

1 Пк
TO

Отсюда в силу (3) следует

k] <ko’, h] <ho

Итак, условие (3) выполнено при х== х, (так как [ == 1).

Ясно, что аналогичные рассуждения можно последовательно про

вести для любого элемента х„, после чего будем иметь

к, 2..
n = Ln-Ifn-Ikn—l; Ya =В-1 B,= Ё_п—_і ;

h

n

M, =
l M .

n

B,
+ M-ti В == Rar Anš Йи-1; й š fn-—]š L, <Ln__l

1

; _l‘—hn‚ fn:glgzaё„где

"xn Xn-i1 „ < Bn—lnn-—l- (12)u

Далее, в силу того, что

1 on

Rn <—L—ofi (Lofoko)? ;
получаем

Y

Yn В - Yn-1 kn—-l В э Nn=2 = ... = Ви-1 .. - о no< '(‘1—(1);:‘0_);2 (LOfOkO) Nõ:

(13)

Kpome TOTO,

В-1 B, . В,
"

В-1 \gi__g\ g'õ
(14)

Используя оценки (12), (13) m (14), MOXeEM ONEHNTB HOPMY

D P

ent lL D Wit —kalL)Biii Niii
i=l i=l

‘ -
go \il n+i-1 |

< Bono z ‹Т;) (Lofoko) 2 =t

=1

(15)

где, переходя к пределу (p—>oo), noaydum (6).
Тот факт, что х* является решением уравнения (1), вытекает из не-

равенств

”хп Ф (xn) ” < Пя
так как

N 0 (n>00).
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Покажем еще принадлежность элементов х,„,‚ Ф(х,) сфере (4). Дей-
ствительно, взяв в оценке (15) n = 0, имеем ‚

2
i— D

x xoll<<Bomo z (Ё)) 1(Lolcoko)2 <
от

< Bgmo Ё (lžšg)i[(—lé%]gi—lz Bono So': K;

i=o

I%* хо < 7.тогда и

Далее | D (%) Xoll š No

1D(x,)Xoll< Nn + IX xoll< kono +7 (n=12..).H

Теорема доказана.

Замечание 1. В статье ] доказана аналогичная теорема при более жестком

условии

!Ф (хо, Ф (хо) )1< 1. ;

`Теорема 2. Пусть выполнены условия I°, 2°, 4°, 5°

h+VR<I,u (16)

причем в качестве $ выбрана сфера

|х xoll R: : (17)

тогда уравнение (1) имеет в сфере

Ix— xoll <rNR (18)

решение х*, к которому последовательность (2) сходится со скоростью

lx* —xp << BomoSe (n=0.1,..). (19)

Здесь введены обозначения:

ko = [K'MBy + K" (Bo + 1)]30710;

ho = ko + [K’Bo + K" (3ko + Bo)|Bono:

D

ik
e

Sn—šn (1 hO) [(l—ho)2] : (n—-——O, 1‚ )‚

г mm{Bo T]()So; (MB()SO + I)7]o}. j

R = max{BonoSo; (MBeSo+ I)ne}.

Доказательство. Аналогично теореме 1 покажем, что при пере-
ходе от Хо к Х, условия I°, 2° и (16) не нарушаются. -
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В данном случае

1F(xı) I< [K’MBo + K” (Bo + 1)1Bomo = kono= 11.

Hanee

HAo[D(xl, D(x1)) D (xO, D (x0) Il< 20 + [K'Bo +

+KY(3ko+ Bo)]Bono=ho < I (см. (16)),

так как в данном случае в силу 5°

ID (xl, x II M.

HA< I—_—_&’7o = By,Итак,

т. е. условия 1° и 2° выполнены

Докажем теперь, что

й, + у&<i

В данном случае

k = [K'MB: -K" аа —(№ К”Вопойо)& kg
I=[ 1+K"(Bi4 I)]Bimi = (1__;0)20 o<_—(l—ho)2'

Легко видеть, что в силу (16)

klško:- hl<ho

и поэтому условие (16) выполнено JJA TOUKU Xi

Теперь уже нетрудно найти

1 n

kn <_f; (foko)2

1 '

"f]nšF (foko) 2—! 10
0

U

fo—____l____
(1 й)° °

где

Оценку (19) получаем точно так же, как и в теореме 1.

Убедимся, что элементы х,„‚Ф(х,) принадлежат сфере (17).

Тот факт, что х„ принадлежат сфере (17), доказывается как в тео-

реме 1. Принадлежность Ф(х„) сфере, (17) следует из неравенств

1Ф(х„) хоЙ<< 1Ф (х„) Ф (хо) | -- по << МВопо 50-- По.

Ясно, что х* также принадлежит сфере (18).

Теорема доказана,
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Замечание 2. Если в теореме 2 взять К” ==o и потребовать, чтобы M< 1,

ло по существу получаем тесрему 1 m3 (3].

Теорема 3. Пусть выполнены. условия I°, 2°, 4°

(20)о+ УР < 1,u- °

причем в качестве $ выбрана сфера

x xoll < R:

тогда уравнение (1) имеет в сфере

x xoll <r

решение х*, к которому последовательность (2) сходится со скоростью

lx* x,II« BonoS,, (n=20,1,..).

Здесь введены обозначения:

ko = (K’ + K”) (Bo + 1)Bono;

ho = № (1 -- 2К”Вото) -- (К’ -- К”) (&о -- Во) Вото;

5= > (l—ho)i[(—lf"—ho)—z—]Ql—‘ (n=0,1,-.):

r= 3071056;
R = max{no; komo +r}. . .

Доказательство в основном совпадает с доказательством тео-

ремы 1. Только в данном случае возникают некоторые изменения в до-

казательстве выполнения условий 1° и 2° при x;. Действительно,

IP (x1) < (К + K”) (Bo + 1)Bonö= kono = nı,

так как

1х @(x0) 1< IXı xoll-+llxo D (xo) 1< по(Во -1)

Используя оценки

ID (x1 ?Со_” LMD (x1 х ННЙ Xoll < по (Во -- й)

и 1Ф(х1) Ф(хо) Il < IB (x1 хо--Ихо Ф (хо) | << по(Во -- В - 1),

можно как и в теореме 1 получить .

B
= ."Al”<~T——_oho = B,

Дальнейший ход доказательства точно такой же, каки в теореме 1.

Теорема 4. Пусть выполнены условия I°, 4° и s°, причем М< 1,
ko «< 1 и в качестве $ выбрана сфера |



Х. Колпель538

|х —хо < К,

то уравнение (1) имвет в сфере

x xoll <r

решение х*, к которому последовательность (2) сходится со скоростью

'\ I’]o3
I—< п0 )) (21)

Здесь введены обозначения:

-

KM+K'(2—M)
ko = аму е

22 i :
S„:Z в' (n=0.,1.. ~

i=n

./{ SOT]OA, / MSO ) ]_
r_mln<l——-l__M, (———~l_M+lnoi,

_ Si)“d
.

A’ISO ]R.—max{————l_M, (_l—A4+l)"of'

Доказательство. В силу теоремы Банаха следует

Й<Е @ (0,D)<= (=O, 1, .. )

Используя оценки

х, хо! POxı Xol.él__M

> M

:

1 Ф(Хо) ”š—l-——n]ö]И

можем найти

:MV 2 M
IF (x1) || £ К_Ё'](И—){——) 7 Вопо = П)

Так как ko< 1, то легко показать, что

ÜEN UL

Далее нетрудно получить равенства

й N_1В, == В0
‚ п„ = В0 то

и так же, как в предыдущих теоремах, установить оценку (21).'

Дальнейший ход доказательства совпадает с доказательством тео

ремы 2. ; K
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H. KOPPEL

ÜLDISTATUD STEFFENSENI! MEETODI KOONDUVUSEST

Artiklis tõestatakse rida teoreeme üldistatud Steffenseni meetodi:[!] koonduvusest
Banachi ruumis. Nende teoreemide rakenduspiirkond on üldiselt suurem kui varemtuntud

teoreemidel [!. 2. 3].

H. KOPPEL

ON CONVERGENCE OF THE GENERALIZED STEFFENSEN’S METHOD

This paper presents several theorems proving the convergence of the generalized
Steffensen's method [!]'in Banach space. :

The range of applicability of these theorems is on the whole wider than that of those
known hitherto [! 2, %. . .


