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С. УЛЬМ

О КЛАССЕ ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДОВ
СО СКОРОСТЬЮ СХОДИМОСТИ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

Пусть дано уравнение

Р(х)==х— Ф(х) —O, (1)

rae Ф(х) — нелинейный оператор, переводящий линейное нормированное
пространство Х в себя. В дальнейшем используем следующие обозначе-
HHA:

P(x/’ x//)’ Ф(х/‚ х//)
, P(xl’ xll, x//l)’ Ф(х/‚ х/./, х///)

— аналоги разделенных разностей [. °] соответственно первого и второго
порядков для операторов Р(х) и Ф(х); `

Е — единичный оператор пространства Х;

ил== Ф(х,); о, = Ф(и„) = D(D(xn));

Ay =[P (xn, ил)!= [Е — Ф(х„, и„);
У,„ = Л, P(x5 Ип о„) =—А, D(xn, Uy, Од); (n=o, 1, ...).

Yn = Xn — A, P(xn) = х„ —- [Е — Ф(Х„‚ un)]—l (u„ — Xn).

Для построения класса итерационных методов допустим, что нам` из-

вестно приближение х„ к решению х* уравнения (1). Используем аналог

интерполяционной формулы Ньютона {3] в следующем виде:

P(x)= P (xn)+ P (%4, ttn) (х — х„) --

'+' P (xn, Up, Un) (х — xn) ()C s un)'+' Rrp (2)
где

R, = [P(x, Xn, Un) — Р (ха, ид, оа) (х — х„) (х — ид). (3)

Отбрасывая в формуле (2) остаточный член К,„, рассмотрим вместо урав-
нения (1) приближенное уравнение

P (X„)—f— P (хп‚ un) (x — xn)'+ P (xn. Ün, Un) (х — xn) (x — un) =O. (4)

Введем в уравнение (4) вещественный параметр а и выпишем это урав-
нение в виде .

P(%)4[P (%n, tn)— а Р(ха, ид, л) (х — %) 1(x — xn) + |
(1 4@) P (%, ttn, Un) (% — %n)2 - P (Xn, thn, Un) (X — ха) (ха —) =O. (5)
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Заменим в уравнении (5) элемент х — X, в квадратных скобках и в треть-
©ем и четвертом слагаемых элементом

Yn — Xn= —A»P(x,). . (6)

Отметим, что элемент у„ является приближением к решению х* уравне-
ния (1) по методу Стеффенсена.*

Вместо уравнения (5) получается теперь следующее линейное урав-
нение:

P(xn)'+ [P (xn. un)— aP (хп. ил, Un) (ул — хп)](х — xn)+

+(l+ a)P(x„, Un, л) (yn — Xn)* + P(Xn, Un, Vn) (Yn— Xn) (Xn —U)=0 (7)

или (применив к уравнению (7) слева оператор А,)

— (Yn — Xn) +[E — aVn (yn — xn) J{x — х„) +

+(l+а)У„(у„—х„)2+ У„(х„——и„) (уп—хп):о- (8)

Решив уравнение (8) относительно х, берем найденное решение в качест-

ве нового приближения хан к решению х* уравнения (1).
Итак, мы приходим к следующему классу итерационных методов для

приближенного решения уравнения (1):

Xn+l :xn+ [Е — avn(yn—‘ xn)]—l[E —(l +(l) Vn(yn—xn);

D Vn(xnfun)](yn—xn)v (9)

rae n=0,1,...; хо — начальное приближение к решению х* уравне-
ния (1). :

Докажем теорему, дающую качественную характеристику о скорости
сходимости методов класса (9). Йнтересно было бы доказать более точ-

ные теоремы о сходимости методов (9). Обозначим:

m =1 — |a| BHd,(l + BHMd,)]-'""{BKM?-

~+ 1 4a| B2H2M (1 + BHMd,) + B2H2M?]':

By = тах {т? @0; М}; В» — тах {т? а3; M; M2}.

Тогда cnpaßensußa Caenyiouias

Теорема: Ilycre

1° уравнение (1) имеет решение х* в. сфере

x — xoll do; (10)

2° для каждого х’, х” из сферы

llx — xoll< (14 B1)do (11)

* ©О методе Стеффенсена для решения алгебраических и трансцендентных урав-
нений см. [2, 6]. - j
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справедливы оценки:

I[P(х, х”)-Ч!= ИЕ — Ф(х', х”) -< В; Il @, x") | < M;

3° для каждого x', х”, х’”, хУ из сферы

lx—xoll < (14 B2)do - (12)

справедливы оценки:

"Р(х/‚ xll, x///) " — ”Ф(х/, xll’ x///) ” <H;

llP(x', x//’ х///)_ Р(х”, х///‚ xlv) " — "Ф (Х’‚ х//‚ х///)_ (D(x", х‚”‚ x[V) " š

; |
5

<Kllx'—xWl;

4° |a| BHdo+ BMIM?K+ BH*(M+ |l+a]+ |a])Jdo +

+'|l 4 a| B3SH3M2d3 < 1.

Тогда последовательность (9) сходится к решению х* уравнения (1) со

скоростью ' ; ;

It 2l < e (mdg)®" (1=0.1,..). ° (13)

Доказатедьство. Используем принцип полной индукции. На

основании условия 1° оценка (13) справедлива при л—0. Покажем, что

при переходе от индекса л к индексу л-- 1 оценка (13) остается справед-
ливой. Обозначим

nl ( — —) (1)G _'—[Е av Хn(yn n)] !

Тогда по формуле (9)

к—а—ка G7HaE-(1+ 0) Valda— )—

— Va(Xn — ün) Yn — xn)=G7' (a) [Е — aVn(Bn— xn)](x* — xn) —

—[E—(14 @) Valyn — *n) — Va(xn —1) 1 (g — %a)} =

= Gx (a)[x* — xn — aVn(Yn—%n) (x* — xn) — (Yn — %a) + '
+(1 + о) И, (9n — %n)2+ V(kn— )(g — %)1=

= Gz (a)[x* — yn — aVn(Yn — Xn) (x* — x) +

+(1+0) Va (9a — %a)2+ V(XO—t1) (0 — 2a)]=
= Са (а)[х*—и„— (1-- о) Va(gn—xn) (x* — y)+

| + Va (x* — ün) (Yn—x»)]. (14)

На основании интерполяционной формулы Ньютона

0 = AP(x*)= ApP (Xn) + x* —Xp + Va(x* — xn) (x* — ün)-+ R (15)

. — oO=A,P(x*)= AP(xn)+x* —xn+ O m °° (16)
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где

R:: — А‚‚[Р (Х*‚ Xm ип)'—' Р(хп› Ип и„)](х* — xn) (x* — Ц„) ` (17)

И

Q: — AnP(х*› Хл, un) (x* — xn) (x* o un) . (18)

Поскольку A,P(x,)=X,— Yn, TO Ha основании формул (15) и (16)
получим НО .

я (19)* *—un)—Rn ,x*—yn:—vn(x —xn) (x. | (20)| х*—уп:_-'›Оп; ‚
(21)Уп — Ха== х* — х„ - On-

Заменяя в формуле (14) х* — yn Y Yn —x, no dopmyaam (19), (20) u

(21), получим

х* — хан =[E— a V (x* — n) — a V Or] [— Vn (x*.— xn) (x* —)—
—Ra+(l 4 @) Vo (x* — xs+ Qn) Qu + Va(x* —1) (x* —xn + Qa)] =

=[E — aVa(x* — x,) — aVaQa"[—Rn +(1 + 0) Va (x* — n) Oa +

+(l+ 0) V0+ Valx* — u) Ql. (22)

По условиям 2° и3°. В | |
- o Vel <K BH; (23)

|2% I<< ВКlх* — ха lx* — ü lx* — v4ll; (24)

OF BHllx* — xall Ilx* == ull. | (25)

Обозначим |х* — х;| << @,. Так как

|х* — upll =IФ(х*)— O(x,) |= 1Ф(х*, х,) (х* — х,) I < >
> «< М|х* — х,| = Ма, (26)

H

lx* — vall = 1Ф(х*)— Ф(и„) | == 1Ф(х*, ид) (х* —u,) [[ Z

<< М|х* — и„ = M2dn, (27)

то по (24), (25), (26) и (27)

IR | < BKM3d, (28)
H

107 ||< BHMAŽ (29)
По теореме Банаха

ИЕ--а /(х* — х„) — аИ, ОЧЕ( —| а | ВНа, —| о1 В?Н?Ма?)1<

< (1 —|a|BHdy— | a| B2H?Mdg)—! = Ao(a), (30)
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поскольку по условию 4°

|a| BHdo+|o| B2H2Md§ <l.

Следовательно, на основании формулы (22), используя оценки (23),
(28), (29) и (30), получим

азн <<Ао(а) (ВКМЗ -- |1 + a| B2H2M + | 1 + a | B3H3M?d,, + B2H2M?)d<<

< m2d}<—
—

(mdo)®" (n=o
,

1, )» (31)

т. е. оценка (13) справедлива при индексе л + 1. Так как по условию 4°

mdy < 1, то, переходя в формуле (31) к пределу (л—>се), найдем, что

х„ —› х*. : :
Нам осталось еще показать принадлежность элементов Х,, И, Ол K

требуемым сферам (11) или (12). Это обстоятельство следует из нера-
венств

Xa — xoll £ lixn — x*II + Ilx* — xoll £

< (mdo)3"+ do < m2d3+do=do(1+ m2di)

(л= 1,2, ...). (32)

а — хо<< ИФ(ха) —
Ф(х*) -- х* — Xoll <

< 1Ф(х*, х;) (х* — ха) 1 -- Их* — xoll < |
< Mdy+do= (1 4 M)d,

(л =O, 1, ...). (33)

ол — Xoll = 1@ (D(x,)) — D(x*) + x* — xoll

<IID(x*, ün) (x* — ün) || + Ilx* — xoll

< lID(x*, ün) || ID (x*, xn) [] [lx* — х„ -- lx* — xoll

<< М?ао-- ао= (1 -- М?)а, (34)

: (n=0,1,...).

Теорема доказана.

Для приближенного решения алгебраических и трансцендентных урав-
нений .

j(x) =x—p(x) =0 * (35)

методы (9) имеют вид

—

f(x,, uy)—(1+ a)f(x,, u,, 0,) 9а — %,) —F(x,, u,,v,) (x, —u,)
Rt = Xn -

For, u) —af(x,u,o,) (Y, —x,)
(Yn — %n)

|
`

(36)
где

f(xn)
—

o(x,), 0, = Ф(и).Ип — Kn = —r Un= P(Xn) n
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Методы класса (9, 36) имеют тот же порядок сходимости, что и диф-
ференциальные методы, рассмотренные в работах Р. Людвига [4] и

Ю.Каазика [. Зато их практическое применение часто удобнее, так как

на каждом шагу итеративного цикла требуется только вычисление трех
значений функции (методы [!:] требуют на каждом шагу вычисления

К(ха), Р (хи), Р’(х„)). Отметим еще, что методы (9, 36) обобщают метод

Стеффенсена для улучшения итерации [?. ].
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S. ULM
‚ j

ÜHEST KOLMANDAT JÄRKU KOONDUVUSKIIRGUSEGA

ITERATSIOONMENETLUSTE KLASSIST

Kasutades iildistatud Newtoni interpolatsioonivalemit [?], tuletatakse mittelineaarse

operaatorvorrandi (1) lahendamiseks operaatori esimest ja teist jarku diferentssuhteid

ning reaalset parameetrit a sisaldav iteratsioonmenetluste klass (9, 36). Toestatakse
teoreem klassi (9, 36) menetluste koonduvusest vorrandi (1) lahendiks.

Vaadeldud menetlused iildistavad Steffenseni menetlust [? €] harilike iteratsioonide
koonduvuse parandamiseks.

S. ULM

ÜBER EINE KLASSE VON ITERATIONSVERFAHREN MIT DER

KONVERGENZSCHNELLIGKEIT DRITTER ORDNUNG

Es wird mittels der verallgemeinerten Newtonschen Interpolationsformel [3] г @е
Losung einer nichtlinearen Operatorgleichung (1) eine Klasse von Iterationsverfahren
(9, 36), die die ersten und zweiten Steigungen des Operators und einen reellen Parameter
u enthalten, abgeleitet.

Es wird ein Satz über die Konvergenz von Iterationsverfahren (9, 36) bewiesen.

Diese Verfahren sind Verallgemeinerungen des Verfahrens von Steffensen [% °] zur

Konvergenzverbesserung von Iterationen.
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	Рис. 4. Обобщенная кривая затухания осевой скорости пылевоздушной струи.
	Рис. 5. Натуральное поле скоростей пылевоздушной струи.
	Рис. 6. Профиль скорости в поперечных сечениях пылевоздушной струи.
	Рис. 7. Линии половинной скорости в пылевоздушной струе: 1,2, 8,4, 5, 6 — линии половинной скорости (опытные) для значений начальной концентрации %о ==o; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8 и 1,0 кг/кг; 7 — расчетная по {'] для %o = 1,0 кг/кг.
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	Puc. 1. Схема струи в поперечном потоке.
	Puc. 2. Cxema экспериментальной установки: / — центробежный вентилятор; 2 — электромотор; 3 — корпус генератора струи; 4 — электронагреватели; 5 — аэродинамическая труба; 6 — изолирующий кожух генератора струи; 7 — сменное сопло; 8 — выравнивающая решетка; 9 — наружный кожух; 10 — ротаметр; /] — заслонка; 12 — осевой вентилятор с электромотором; 13 — обечайка с радиальными перегородками для устранения закрутки потока; /4 — задние выравнивающие решетки; 15 — передние выравнивающие решетки; /6 — проволочная сетка; /7 — отсосная термопара; 18 — координометр; /9 — краны для регулирования расхода воздуха.
	Рис. 3. Линии максимальной избыточной температуры: а — при Р, — 40 мм Ty V2 и значениях T—WW' равных 4,85 (А), 9,0 (Б) и 16,0 (В); 6 — при Д, —= 60 мм V Ty V2 ; и значениях ——W——, равных 1,0 (4), 40 (5) u 9,0 (B). Ty W2 .
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	Рис. 5. Изменение максимальной избыточной температуры по оси струи для Do = 60 мм Ty V2 при значениях ———— ‚ равных 1 (а); 4 (6); 9 (в). Ty W2
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	Puc. 2. Препаративные тонкослойные хроматограммы фракций фенолов и концентрации разделенных фенолов в полосах. Фракции: А — 260—265°; Б — 272—277°, В — 288—290°,
	Untitled
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	Puc. 1. Газохроматограмма фракции 20. Колонка 2 — жидкая фаза полэтиленгликоль 4000,
	Puc. 2. Зависимость между температурой кипения и логарифмом относительного ' времени удерживания. Точки, соответствующие эталонным углеводородам, обозначены более крупными цифрами в следующем порядке: – { — ундецен-1, 2 — додецен-1, 8 — тридецен-1, 4 — тетрадецен-1, 5 — пентадецен-1, 6 — гексадецен-1, 7 — тетрадидронафталин, & — 1,3,5-триэтилбензол, 9 — пентаметилбензол, /0 — нафталин, 11 — дифенил, 12 — 2-метилнафталин, /3 — 1-метилнафталин, /4 — ?-этилнафталин, 15, 16, 17, 18, 19, 20 n 21 — соответственно 2,7-, 1,7-, 1,6-, 1,4-, 1,5-, 2,3-, и 1,2-диметилнафталин. Номера меньшего размера обозначают исследуемые фракции ароматических углеводородов.
	Рис. 3. Газохроматограммы: I — исходной фракций 23; lI—V —- узких фракций, полученных тонкослойной хроматографией фрак‚ .. „ Цни 23 (колонка 2). —
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	Puc. 1. Содержание отдельных OKHCJIOB (в %), растворимых при обработке сланцевых зол различными растворителями: А — содержание АI,О;, Б — содержание Fe,O;: 1 — несепарированная зола №-6, 2 — крупная фракция №-10, 3 — зола H 3 электрофильтра Е-7, 4 — мелкая фракция N-4. Растворители: 1 — 59%-ная МазСО,, ИП — бн уксусная кислота, 11 — 39%-ная НС, [М —- растворяется после сплавления с содой.
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	Puc. 2. Кинетика гидратации СаО, СаsoО, в золах, твердеющих при нормальной температуре: А — степень гидратации извести, Б -— количество воды, выделяемое при нагревании проб 20 350° 1, 5 — несепарированная зола №-6, 2, 6 — крупная фракция N-10, 3, 7 — зола H 3 электрофильтра Е-7, 4, 8 — мелкая фракция N-4.
	Puc. 3. Содержание гипса, не усвоившегося B процессе твердения зол: / — несепарированная зола №-6, 2 — крупная фракция М№-10, 8 — зола из электрофильтра Е-7, 4 — мелкая фракция №-4.
	Рис. 4. Механическая прочность на сжатие сланцевых зол, твердеющих в нормальных условиях: / — несепарированная зола №6, 2 — крупная фракция №-10, 3 — зола из электрофильтра Е-7, 4 — мелкая фракция N-4.
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	Рис. 4. Сравнение опытных данных затухания осевой скорости пылевоздушной струи с расчетом по формулам (12; 15; 16; 18; 20; 21 и 22) и (6): 1 — пылевоздушная струя %o = 0,65; 2 — то же по формулам Г. Абрамовича [?}; 3 — воздушная струя (хо == 0).
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	Puc. 2. Cxema экспериментальной установки: / — центробежный вентилятор; 2 — электромотор; 3 — корпус генератора струи; 4 — электронагреватели; 5 — аэродинамическая труба; 6 — изолирующий кожух генератора струи; 7 — сменное сопло; 8 — выравнивающая решетка; 9 — наружный кожух; 10 — ротаметр; /] — заслонка; 12 — осевой вентилятор с электромотором; 13 — обечайка с радиальными перегородками для устранения закрутки потока; /4 — задние выравнивающие решетки; 15 — передние выравнивающие решетки; /6 — проволочная сетка; /7 — отсосная термопара; 18 — координометр; /9 — краны для регулирования расхода воздуха.
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	Puc. 7. Зависимость ординаты полюса струи от гидродинамического параметра.
	Схема анализа фенолов. Рис. 1. Влияние температуры испарителя на четкость разделения фракции фенолов 283—288°. Условия хроматографирования фенолов: длина колонки — 6 м, диаметр — 6 мм, наполнитель колонки — апиезон Г, 15% от хромосорба \\, температура 200°, расход водорода — 65 мл/мин, давление — 1,4 атм.
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	Puc. 2. Препаративные тонкослойные хроматограммы фракций фенолов и концентрации разделенных фенолов в полосах. Фракции: А — 260—265°; Б — 272—277°, В — 288—290°,
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	Puc. 3. Газохроматограммы тонкослойных фракций фенолов (слева) и их катализатов (справа). Фракции: А — 260—265°, B — 272—277°, В — 288—990°. Условия хроматографирования фенолов см. рис. 1. Условия катализа и хроматографирования катализатов: 2 мл катализатора, содержащего 5% Ра на силикагеле марки ШСК, температура реактора 340°, длина колонки — 6 м, диаметр — 6 мм, наполнитель колонки — MOJIMIJIHколь 4000, 20% от силоцеля С-22, температура при хроматографировании фракции А и Б — 180°, фракции В — 200°; расход водорода 60 мл/мин; давление 2,4 атм.
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	Puc. 1. Газохроматограмма фракции 20. Колонка 2 — жидкая фаза полэтиленгликоль 4000,
	Puc. 2. Зависимость между температурой кипения и логарифмом относительного ' времени удерживания. Точки, соответствующие эталонным углеводородам, обозначены более крупными цифрами в следующем порядке: – { — ундецен-1, 2 — додецен-1, 8 — тридецен-1, 4 — тетрадецен-1, 5 — пентадецен-1, 6 — гексадецен-1, 7 — тетрадидронафталин, & — 1,3,5-триэтилбензол, 9 — пентаметилбензол, /0 — нафталин, 11 — дифенил, 12 — 2-метилнафталин, /3 — 1-метилнафталин, /4 — ?-этилнафталин, 15, 16, 17, 18, 19, 20 n 21 — соответственно 2,7-, 1,7-, 1,6-, 1,4-, 1,5-, 2,3-, и 1,2-диметилнафталин. Номера меньшего размера обозначают исследуемые фракции ароматических углеводородов.
	Рис. 3. Газохроматограммы: I — исходной фракций 23; lI—V —- узких фракций, полученных тонкослойной хроматографией фрак‚ .. „ Цни 23 (колонка 2). —
	Рис. 4. Газохроматограмма двухъядерных ароматических углеводородов: 1 — фракции 22 (колонка 1; Н, — 80 мл/мин, скорость ленты — 180 мм/ч); И — фракции 28 (колонка 3; Н, — 80 мл/мин, скорость ленты — 90 мм/ч).; 1Ш — крайние длинноволновые максимумы ультрафиолетовых слектров этих же соединений. , Цифры Ha пиках обозначают следующие соединения: 1 — 2-метилнафталин, 2 — 1-метилнафталин, 3 — дифенил, 4 — 2-этилнафталин, 5 — 2,6-диметилнафталин, 6 — 1,7-диметилнафталин, 7 — 1-метил-5-этилнафталин, 8 — 1,2, 7-триметилнафталин, 9 — 1,2,5-триметилнафталин, /0 — 2,3,6-триметилнафталин.
	Состав ароматических фракций туннельной смолы, кипящих в разделах 300—490° Заключенные в кружки цифры обозначают номер типа соединения по табл. 2.
	Puc. 1. Содержание отдельных OKHCJIOB (в %), растворимых при обработке сланцевых зол различными растворителями: А — содержание АI,О;, Б — содержание Fe,O;: 1 — несепарированная зола №-6, 2 — крупная фракция №-10, 3 — зола H 3 электрофильтра Е-7, 4 — мелкая фракция N-4. Растворители: 1 — 59%-ная МазСО,, ИП — бн уксусная кислота, 11 — 39%-ная НС, [М —- растворяется после сплавления с содой.
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	Puc. 2. Кинетика гидратации СаО, СаsoО, в золах, твердеющих при нормальной температуре: А — степень гидратации извести, Б -— количество воды, выделяемое при нагревании проб 20 350° 1, 5 — несепарированная зола №-6, 2, 6 — крупная фракция N-10, 3, 7 — зола H 3 электрофильтра Е-7, 4, 8 — мелкая фракция N-4.
	Puc. 3. Содержание гипса, не усвоившегося B процессе твердения зол: / — несепарированная зола №-6, 2 — крупная фракция М№-10, 8 — зола из электрофильтра Е-7, 4 — мелкая фракция №-4.
	Рис. 4. Механическая прочность на сжатие сланцевых зол, твердеющих в нормальных условиях: / — несепарированная зола №6, 2 — крупная фракция №-10, 3 — зола из электрофильтра Е-7, 4 — мелкая фракция N-4.
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