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Р. ЮРГЕНСОН

Для изучения погрешности метода конечных разностей на практике
часто применяют метод, предложенный Л. Коллацом [3 ]. По этому ме-
тоду погрешности определяются решением системы уравнений для по-
грешностей, в которой высшие производные заменены их максимальны-
ми значениями.

Такой метод строг в случае определенных уравнений второго по-
рядка. При уравнениях более высокого порядка оценки погрешности, в
общем, не являются строгими, а вычисления, необходимые для оценки
погрешности, довольно трудоемки, так как, кроме нахождения оце-
нок для высших гГроизводных, придется решать систему уравнений не-
редко с большим числом неизвестных.

Целью настоящей статьи является вывести строгие оценки погреш-
ности, которые были бы применимы для различных разностных методов
приближенного решения краевых задач для дифференциальных уравне-
ний произвольного порядка.

Наши исследования основаны на использовании матрицы, в некото-
ром смысле близкой к функции Грина (см., напр., [ 4]). Эту матрицу мы
будем называть дискретной функцией Грина. Ее точное определение
дается во втором пункте.

1. Система уравнений для погрешностей

Рассмотрим дифференциальное уравнение
п 1

х(п) + 2 (l>
к =0

с краевыми или начальными условиями
п 1

Щх) - 2 [а,кхт (а) + VcW ()] = (2)
k =0

(/ 1,2, ..., п),

где Pk(s), f{s) непрерывные на отрезке b функции.
Предположим, что краевая задача {(1), (2)} имеет единственное ре-

шение.
з*

https://doi.org/10.3176/phys.math.tech.1963.4.05

https://doi.org/10.3176/phys.math.tech.1963.4.05


392 Р. Юргенсон

Для приближенного решения задачи {(1), (2)} разобьем отрезок
на т равных частей точками S{ = a-\-ih, где h —

b
~~. Диф-

ференциальное уравнение (1) рассмотрим в точках s c и заменим в нем
производные (в точках s,) разностными соотношениями, пользуясь фор-
мулами численного дифференцирования

хМ {si) =

°‘ ){Х^)) - R 1? = (3)

Также заменим разностными соотношениями производные х^ к) (а) и
в краевых условиях (2)

хМ{а) =

D*

)

-*
k

{S' )) {k —O, \ /г-1), (4)

хЮ(Ь) = -R{

b
k) (k = 0,1,.:.,n-i). (5)

Здесь
D\k Ux(sJ) D[*Hx{s 4))

hk ’ hk '
’ ft*

~ некоторые линейные выражении относительно x(Sv), аппроксимирую-
щие производные в точках s t, аи b соответственно, a R\ k)

, R (a\
Rb остаточные члены соответствующих формул численного диффе-
ренцирования.

При этом D/0) (*(sv)) = Xi, D (

a
] ix{sv)) =Xq■= a,

Df (x('s.) )=xm =b. R= /?L0) =ЯГ= 0.
После описанных подстановок получается следующая система линейных
алгебраических уравнений

-Ш h2j р*,- И = /H-Ä( (> =Р, р+l я). (6)
*=гo

n/(x(Sv)) 2j[ a jk hk ' ,k hk Г
Ä=o

= a+R{

j
p)

(/= 1.2,-— Я). (7)

где
«-1

P« •= ,T f(Si) ,Ri = R { T +J] PkiR (t? (i =P, p+1,...,q),
k= 1

Rj p)
= J^[a,kß[k> + b, tßf)1 (/=1,2 ■

k = l

Натуральные числа p, q и функции D{P, D(
,

]
, D(

b
] нужно выбирать

таким образом, чтобы число неизвестных и число уравнений в системе
((6), (7)} совпадали. Пусть в систему {(6), (7)} входят неизвестные*
■г(sр ), x{Sp+\), .. . ,x{Sg). Тогда должно иметь место равенство

* Отметим, что некоторые s y- могут выйти за пределы промежутка a
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q P+ 1 •= n + q Ptf 1. (8)

Решениями системы {(6), (7)} являются значения x{si) точного ре-
шения x{s) задачи 1(1), (2)} в точках sp

Систему уравнений метода конечных разностей получим, отбросив в
системе {(6), (7)) члены Ri (i =р, р q), и R (

j
p)

(/ =l, 2, ..., п)

Dfu,) § Df(xJ
t

—— h2jP« —p,— —h a = p,p+ 1 4). (9)
" *=o "■

У/(*,)=С/ (/=1,2,.. r ,/i). (10)

При практическом составлении уравнений (9) для конкретных задач
во всех точках, кроме некоторых крайних, используют одни и те же фор-
мулы численного дифференцирования. Это значит, что почти во всех
точках функции (* = 1,2,..., л), не зависят от i. Пусть D(P не зависят
от / при i=р, р 1,.;., q{р> р, q q) . Для этих i обозначим

У->

D\ (Xv) = djXii-j (i =р,р ~г , q), (11)
j= V!

где постоянные dn v\. Vi определены соответствующей формулой числен-
ного дифференцирования.

Предположим, что выражения (11) содержат при i = р и i q соот-
ветственно крайние неизвестные хр и xq .

Тогда имеют место равенства

P~ivi=p, (12)

q + t>2 = q- (13)

Нашей задачей является нахождение оценок для еi = x(si) — xt-.
Для получения таких оценок составим систему уравнений для погрешно-
стей, вычитая из системы {(6), (7)} систему {(9), (10))

,V? D? )
( ev)_n - /I>4Ч~п К2j Р н —^ Ц~р,р+l,...,д), (14)

1/,.( еД = (/ 1,2,...,п). (15)

Систему {(14), (15)} преобразуем в систему с однородными краевы-
ми условиями Для этого сделаем в упомянутой системе замену пере-
менной

■ßi = и,- -f- (i = р, р -4- 1, . . . , q), (Ю)

где ii удовлетворяет условиям
щ

2 djti+i = 0 (i —р, р+ 1,..., q), (17)
J~ vt
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o';”(<,). , Vь2jp« -
- Rin k= 0 “

(i = p+l, .. ~p—l, <7 + 1 q),

Vj{U) =RjP) (/=1.2,

При практическом определении элементов /£- пишем их в виде

6 = -- (г) -j- ev.2 -{. Vl —i zV2 +Vl —\ (/),

где z,-(j) (/ =O, 1,..., v 2 +vi— 1) являются линейно-независимыми реше-
ниями* уравнений (17).

Докажем, что число условий (18) равно числу постоянных в/, т. е.
равно и2 + Щ-

Число уравнений (18) равно n-\-q р —( q р).

Вычтем из равенства (13) равенство (12)

Vz + Vi + q p = q р.
Отсюда ,

v 2 Jr v l = q р {q р),
или, учитывая равенство (8),

+ vi = п 4- q р {q р),

что и требовалось доказать.

Итак, для определения постоянных е у- получим из системы условий (18)
систему уравнений, в которой число неизвестных и число уравнений сов-
падают. Предположим, что определитель этой системы отличен от нуля.

Вследствие замены переменной (16) система уравнений {(14), (15)}
заменяется следующей системой

vz

'+l I "у 1 O'f (и.) “v rj"i’ W
—Vn— + Pk ' —jr-= R >

- 2j p« —jr—-k =0 n k =0 n

(i—p, p+ 1 q),

, v °(/V„)
„

~Y7+^~J~=0
_

(i —p, ~p+ 1,. .., p— 1, q+ 1, . q)

Vj{u,) =0 (/=!. 2,..., n).

С помощью дискретной функции Грина эта система преобразуется
к виду более подходящему для оценки погрешности.

* Методы решения разностных уравнений такого типа изложены, например, в моно-
графии А. О. Гельфонда [’]■
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2. Дискретная функция Грина и ее основное свойство

Введем понятие дискретной функции Грина.
Определение. Дискретной функцией Грина системы

Уо

2 djUi+j = О (I =р, р + 1,..., q) (21)
j=—v1

при краевых условиях (20) называется (q p+l)X(<7 — p-f-1)-мат-
рица G, элементы gik которой (как функции от первого индекса) удов-
летворяют условиям

( о при iф k,2 1 Л. < 22)
j±.-Vl

< 1 пр н i — k

(i,k = p, р+ 1,..., q),

°
{? te,,*) , v -

°и? te*)
_ n 1

_
.

_ 1 (23)
(i =p,p+ 1, . .., p— 1, q + 1,..., q\ k—p,p+ 1, . ..,

’=='o (у =l, 2, .. ~ n; k— p, p+ 1, .. . , q).
m

Для каждого фиксированного k (k =p, p -f- 1, .. ~ q) система {(22),
(23)} состоит из n-\- q—pфl q p -f- 1 условий. Если определитель
этой системы отличается от нуля, то существует единственная дискрет-
ная функция Грина задачи {(21), (20)}.

Основное свойство дискретной функции Грина определяется следую-
щей леммой.

Лемма. Решение щ системы

Уо

7рг 2 diUi+i —г» (t —р, р + 1,..., q), (24)
/=—■»!

где г j произвольные постоянные, при условиях (20). выражается фор-
мулой

Я

Mi hn Stk^ik (i —p, p Ф 1,..., q). (25)
k=p

Доказательство. В силу (23) элементы щ удовлетворяют усло-
виям (20).

Докажем, что щ, заданные формулой (25), превращают систему (24)
в тождество.

Имеем
г'о q q v x

hn 2 dfUi+i ~pn 2 djhn gi+/, k rk— * rk-
-1 i г 1 k— p k=p j— Vi,
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1
В силу (22) последнее выражение равно ri} что и требовалось дока-

зать.

Для практического отыскания матрицы G элементы gik целесооб-
разно писать в виде

(O-qZq (О “Ь &lZl(t) -J- .. . -j- Ovg-j-Vj 1 Zv 2 -j-vl —l (t) при i-<k,
boZo{i) -)- b\Z\{i) b 1 Zvt+Vi— l (0 при i

(i =p, p + l, .. . , q, k= p, p-+ 1 , q),

где zj{i) ii— 0,1, v 2 +vi— 1) линейно-независимые решения систе-
мы (21).

При таком построении элементов gik условия (22) будут выполнены
для I=р,р+ 1, ..., k v 2, k + oi, ..., q.

Постоянные aj, bj (/ =O, 1,..., v 2 +vi— l) определяются из условий
(22) (при i— k v2+l, £

— Ü2-+-2, £+у, —1) и (23). На основании ра-
венств (8), (12), (13) легко доказать, что число этих условий равно
2 ( V2 -f- Vj —1).

Отметим, что идея введения понятия дискретной функции Грина воз-
никла при изучении работ И. Шредера [7’ B ], в которых элементы gik
найдены для задачи

Щ+ l 2Ui -j- Ui-1 =0 (i = 1,2 т —1),

a 0u 0 ail Ul ~ U ° —O,

boUm + Ы =0

(/ длина отрезка, на котором рассматривается дифференциальное
уравнение; аO , аь £O , Ь\ >0).

Для некоторых систем, являющихся системами метода конечных раз-
ностей при решении дифференциальных уравнений второго порядка,
дискретные функции Грина использованы и другими авторами [5 - 6].

3. Оценка погрешности

Сделаем в системе {(19), (20)} замену переменной

vt

2 djUi+} =Zj {i =р, р+ q). (26)
j=—Vу

Тогда при краевых условиях (20), в силу леммы (из пункта 2),

Т
щ= hn 2 gikZk, (27>

к=р

и система {(19), (20)} принимает вид
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n— 1 q *L—J n(A) (t 4
*.+ 2 = ***■ 2 p«

*=° У=р
*“°

(t.= p, p+l </).

или, в силу линейности функций D вид

z = Az + R, (28)
где

/ Vn DW (*v ) \

г=Ш. R 2j Pki \k ),

■4г =(- \.

J=rp '

Эту систему рассмотрим как операторное уравнение в пространстве
(q —р 4- 1)-мерных векторов Rq-p-ц и введем норму

||2;)| = max IZi |.

i—~P, Р+l. • • • . Я

Обозначим оценки

■vp dW { t )

max Ri— 2j Pki ~

k
<#*.

г =p, p -j- 1,..., q b=o

1> 1< X/ (t =pj+ max i pki\<Xk,
i=p, p 4-1 q

ч
max hn ~k V ( D|(?}

(g4j) l< pk (k =O, 1, ..., n 1).
i=p,p-fi q k=p

Легко доказать, что имеют место оценки норм
П 1

WRW.K R*, \\А\\ <ц = 2
Предположим, что р <' 1. Тогда на основании теоремы Банаха (см.,

напр., [2 ], глава V, §2) система (28) имеет единственное решение [Zi]
(i p/p-\- причем справедливо неравенство

R*max 'zi
i=p, p+l ,-.-,q

Оценки для погрешностей gt- получим из этого неравенства с помощью
соотношений (16) и (27)

>,l <*<+*“ 2 1 1т^г (г = ■р ' р+ ' ”■ (29)
k—p

■»

Правая часть последнего неравенства зависит от дискретной функ-
ции Грина и от остаточных членов формул численного дифференциро-
вания R , R{

a \ R{

b ] ■ Члены RV , R{

a \ R{k)
b, в свою очередь, зависят от
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высших производных решения задачи {(1), (2)}. Следовательно, точ-
ность оценки (29) существенно зависит от того, насколько высшие про-
изводные близки к постоянным.

Функция G и элементы определяются так, как указано в пп. 1и 2.
Для удобства практического пользования оценкой (29) можно соста-
вить таблицы, в которых даются G, ti и оценки р*. в случае конкретных
разностных систем.
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DIFERENTSMEETODI VEAHINNANGUST MISTAHES JÄRKU DIFERENTSIAAL-
VÕRRANDITE RAJAÜLESANNETE LAHENDAMISEL

R. Jürgenson

Resümee
Veahinnangute aluseks on punktis 2 defineeritav diskreetne Greeni funktsioon. Vii-

mase abil teisendatakse vigade võrrandisüsteem (süsteem {(14), (15))) kujule, kus vea-
hinnangud on kergesti leitavad.

Punktis 3 toodud ranged veahinnangud on rakendatavad enamiku praktikas kasu-
tatavate diferentsimeetodite korral.
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ON THE ERROR ESTIMATION OF THE FINITE DIFFERENCE METHOD
IN SOLVING THE BOUNDARY VALUE PROBLEM OF THE DIFFERENCE

EQUATION OF ARBITRARY ORDER
с/

R. Jürgenson

Summary

The error estimation is based on the discrete Green’s function, defined in section 2.
This function has been used to transform the system of error equations (section \} into
a form in which the error estimation can be easily carried out.

The strict error estimations given in section 3 are applicable to the majority of the
finite difference methods used in practice.
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