
EESTI NSV TEADUSTE AKADEEMIA TOIMETISED. XIV KÖIDE
FÜÜSIKA-MATEMAATIKA- JA TEHNIKATEADUSTE SEERIA. 1965, NR. 3

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ЭСТОНСКОЙ ССР. ТОМ XIV
СЕРИЯ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИХ И ТЕХНИЧЕСКИХ НАУК. 1965, № 3

И. ААРЕ

ЗАКРИТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ПЛАСТИНОК ПРИ СДВИГЕ
Расчет тонкостенных металлических балок, подвергающихся действию больших на-

грузок, связан в первую очередь с определением напряженного состояния вертикаль-
ной стенки.

Известно, что тонкие вертикальные стенки имеют, как правило, начальные искрив-
ления. В связи с этим уже при малых нагрузках стенка изгибается в поперечном на-
правлении: появляются отдельные волны вдоль диагонали. Поэтому для правильной
оценки работы балки необходим учет работы стенки с учетом поперечных выпучин.
В то же время в случае стенки с начальными выпучинами понятие критических напря-
жений теряет смысл и оказывается лишь определенной фикцией. Явления бифурка-
ции отсутствуют, и так наз. закритическая стадия стенки наступает уже в начальной
стадии работы балки.

В области исследования работы балки в послекритической стадии имеются опре-
деленные достижения. Разработаны как упрощенные [ l_3 ], так и более точные мето-
ды [4-6J. Но принятые в этих работах схемы расчета либо не вполне соответствуют
действительным условиям работы стенки балки, либо проблема решается в, первом при-
ближении.

Настоящая работа представляет собой попытку теоретического исследования ра-
боты квадратной панели тонкостенной сварной балки с учетом действительных краевых
условий.

Общие уравнения и краевые условия. Состояние равновесия пласти-
ны в послекритической стадии определяется основными уравнениями
равновесия

W +| = ° (D

t + S = ° <2)

Здесь t толщина стенки, остальные обозначения стандартные.
Подставляя выражения напряжений

_ Е [du . dv . 1 ldw\2 u ldw\ Ц , ч<4— + + т (зт) +t(st)J О)
. Е [dv , du , 1 (dw\ 2 , u (dw\ 2]

r= E{\ \i)\du .dv. dw dw l
2(1 p 2) \dy dx ' dx dy J
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в уравнения равновесия, получим три дифференциальных уравнения для
определения смещений и, и и w. Решение этих уравнений в общем виде
не получено. Поэтому и в настоящей работе задача решается прибли-
женно.

Рассматривается расчет свар-
ных балок, имеющих опорные
ребра со значительной изгибной
жесткостью. В связи с этим мо-
жем предполагать, что опорное
ребро жесткости не искривляется
в плоскости стенки балки. Также
предполагается отсутствие изгиб-
ных деформаций промежуточных
поперечных ребер. Исследованию
подвергаются панели со следую-
щими показателями относитель-
ных жесткостей, которые наиболее
часто встречаются на практике;Рис. 1.

Fnа) жесткость на сжатие пояса (рис. 1) = \,O,

F
б) жесткость на сжатие ребер = 0,5,

где F„ и F v площадь поперечного сечения пояса и ребра соответ-
ственно.

В результате имеем следующие граничные условия задачи:

■* \ а А п пл /—7 \1) Х=o, а = 0 ох = 0 е у =Еу (7)

о\ d2 W А d2 V р пл .2) у —0, а —9 9 (8)

где епл ие р относительное удлинение пояса, стенки и ребра соот-
ветственно.

Решение задачи. Принимая во внимание вышеприведенные краевые
условия, выбираем функцию прогиба срединной поверхности пластины
в виде

V v-i • тлх • пли /Г1 ч
®= I Z Wmn 8Ш sm > (9)

mn . •

{m =1,2, 3; n■=l,2, 3)

где w mn неопределенные коэффициенты.

Рассматривая w как заданную функцию, подучим из (1) на основе
(2) следующие уравнения:

д2 и . 1 д2 и . 1 jx d 2 v dw d2w I—ц dw Õ2w I+р, dw d2w ~ ~,

dx2 ' 2 ду2 ' 2 дхду дх дх2 2 дх ду? 2 öy dxdy
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d%v 1— |i d?v I It|i д 2п dw д-w I—ц dw d2w 1 -J- j,i dw d2w
dy2 ' 2 dx2 ‘ 2 дхду dy dy2 2 ду dx“ 2 2 dx дхду ’

(И)
Решение уравнений (10) и (И) представим в форме

и= ui {х, у) +ах+ А 0 + А 0у + S sin —— \Ат ch + sOTsh5OT sh +
/л =1,2, а I- а а

+ Cm (ychS + + Dm (ysh« +

- Е + Bmch^+ßm ch^+Cm Psh=-т = 1,2, а L а а \ а

+ Dm (12)1 + j.i тп а / 1 т \ а I+ц тл а/ J v '

и = Vi(x, у)+ $У +ух + Во— £ cos ~-

а
х \лт sh -

1
+ Вт ch +

/л = 1,2, L

+ Ст (у sh И* £ch*») + Оя (,сЬ £sh «)]+

, v ■ тяг/ Г 7 . тл* , 77 , тях , я / тяд: ,+l9 sm [АлСЙ Т + sh —+ Cm (*ch +

, а , тлх\ I TT / u гплх i a и тлх\\ / 10ЧН sh -f D m *sh ch , (13)1 mn ci J m \ а 1 тл а /J

где:
1 \ / \ • tniix пли1) щ{х, y) =2,2. “mn Sin— eos и

/гг /г

/ ч vV" /пяд: . тлиVi {X, У) =LL vmn COS - sm —f
m n

частное решение уравнений (12), (13);

2) £ sin^H OT chM + ... ], ...
-

m u

функция, удовлетворяющая уравнениям

д2 гг I 1— ji д2 и ■ 1+ М- d 2v _ ~ .
дх2 ' 2 ду2 ' 2 дхду

d2 v , 1— ц d 2 v , 1+ ц д2 и ~

'ду2 ' 2 д* 2 “* 2 дхду ~~ U ’

3) Лт , Вт, ... постоянные интегрирования;
4) Ао, ЛO ,

ß0 постоянные;
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1 Л o = У (в т 2 —i — cj
mr{ t2

\ 1 -i--и т п "V

= Л4 1(~1)т~ l] £ £”)

В o = £ (Bffl -2b^-d;
/71=1,2, ' 1+ Ц »»Я I

)

5) а, ß постоянные;
6) у угол сдвига.
Подставляя выражения перемещений

„ v-i v-1 . шлх пли /, п <

U L SHI COS (16)
т п

шях . пяи /1 _\у= Z L cos — sm ~тг О?)
т п

в уравнения (10), (11), получим систему алгебраических уравнений,
откуда находим параметры итп и vmn .

Функцию прогиба принимаем в виде:

. лх . я у , . 2ях . 2яи .
w=Wusm sm + w22 sm —sm —— 4-Iаа ' а а

, . лх . Зли , . Зях . лу , , . Зях . Зли /10Ч+wl3sm sm + Wsi sm sm — + &33 sin —sm (18)

Тогда для параметров итп и v mn имеем следующие выражения
(при ц = 0,3):

«20 = — —

я
o,7l 2sгг.' lз^зз+ 0,1 0625ш j 3

«40 = —o,l6B7sшцй у 3lя
o,olB7sш[ 3 Шзз

tt60 =-0,181 -0,13125ш|3

«и —=—o,soшцШ22 +O,я
o,Boау — 1,50^22^33

«31 =— 0, 0,076ш22®1зя

«si = 0,26923а» — 0,230769^22^33
Я

«22 =+0,0625ш jj 0,2 125a>iIШI3 +

+ 0,2875шцш3 1 —

0,375и1цШз 3

Vq2 =—0,4125шцШ13 —O,
я

0,043750)ii + 0,10625ш^
Vo4 = 92 o,l6B7sа>ца', 3 —

Я

0,01875^31Ш33

V O6 ü = — 0,131 25а'зз
üii = — 0,500шцш2 2 +

я
+ 0,200tÜ22®31 — 1

Ül3 0,1440иуцШ22 0,0760tü22tü3iя

fis ■— = — 0,230769iü22®33я
ü22 =— 0,3750шцш33 — 0,0250tüi3 0;3iя

o,2l2sffi)ii®3i + o,2B7stüutüi3+

+ 0,0625®jj
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«42 —= o,lB3ге)цШзз + 0,187ш11а131я
0,175a»i3tü3i

«52 =—o,349sоlзlШзз+ 0,1875шз!я *

«13 ~ =0,152о)цО)22+0,108О)22Шз1
я

«33 =+0,16666О)цО)2 2
я

«53 = +0,3010380'22t031я

«24 =0,2085оч 1Ш33 0,0875о)1 3 шз1 +

я
+o,l43sо)цО)|з

«44 =0,1875о) 11Ш33+0,231 25w 13W31+
я

+0,1260)99

«64 =+o,377BBО)зlО)зз
Я

«is =— 0,0846 15о)2 2«) 13+0,1846 153о) 220)зз
я

«35 =+ 0, 19238700)22«)i3
я

«55 =+ 0,3000O)22«)33
я

« 26 7L = -о,0165о)13 о) 33 +0,
я

«46 = +0,213460)130)33
я

«66
£. =o,lB7sо)ззя

t>24 —— 0, 1 / sо) 130)31 +

JC
+ o,lB7a'iiOii3

Ü26 —• =—0,34950) 13Ш33+ 0,1875o) 13я

t»3i = -4-0,152ш цШ 22 +0,1 08пу 2 13я

«зз =+0,1666шцШ22я

«35 =3-0,30 104ш22 ш isя

«42 =+0,2085о) 11зз 0,08 / sо> 130)31+
я

-Ьo,l43sшцОlзl

ü 44 =+o,lB7sшцшзз + 0,23125ш1зш 3 1+я
+ 0,12оо) 22

Ü46 =+0,377880)i 30) 33я
asi = — o,oB46lsffi'22üy3i+0,184615ai2я

Ü53 =+O,я

= -}-0,3000^22^33
71

V62 + 0,062501)3!
71

t»64 =+o,2l346аlзlйУзз
я

»S 6 = +0,18750)L.
я

Выражение (18). удовлетворяет первым из краевых условий (7), (8).
Неизвестные коэффициенты А т — —• ,В т =—- , Ст,

..
. находим из

остальных краевых условий (7), (8), т. е. из условий сопряжения кон-
тура (поясов и ребер) и пластины (см. рис. 1), которые дают доста-
точное количество уравнений. Так же получим зависимость тср от дефор-
маций сдвига:

т ,
9_ eI—Y [ Y- I S* Vср at \а/ (2(1 +ц) + ц)* а Л

XE[(-l)"-U(fi:-2biic,.)!, (19)
т \ г' j

V О? г) ' тгде Y* ;

Как видно из предыдущего, неопределенными остаются коэффициен-
ты функции прогиба ®ц, w2 2, .. .

6 ENSV ТА Toimetised F-3 65.
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Применяя метод Бубнова-Галеркина, определяем неизвестные пара-

метры fn —~

, f22 = ~r ? fin =~f , /31 = Ы= ~ из условия

ГГ lD А2 А 2 02ИУ д 2 ш \V/II (Т А2А2 w Чх g~i 2t äeäj/) X
ö 5

X sin sin dxdy = 0. (20)

После интегрирования получим систему, приведенную в табл. 1.
Таблица Т

I Ill IV V II
0 = 0 = 0 = 0 = 0 =

f3
Jn -0,18963 0,074475 0,094975 0,0331 /11/22/13 —2,2153

/11/13 0,14995 — 1,9416 — 0,3466 , 0,51685 /11/22/31 — 1,6748

/11Л1 0,231625 — 0,2975 — 0,75605 0,26715 /22/13/31 — 1,0078

/11/33 -0,01854 0,47215 0,31605 — 1,1001 /22/13/33 —8,7838

/11/13/31 -0,5704 2,9496 2,5632 — 5,46955 /22/31/33 —5,9039
/11/13/33 1,1342 — 0,0712 — 5,32195 — 0,2867 /22 f\\ —0,7758

/11/31/33 0,5658 — 5,37845 — 0,8717 — 0,8164 f3
J22 —3,034

/11/22 -0,8677 — 0,8599 — 0,8414 — 0,546 /22/13 — 10,349

/11/13 -1,483 0,1022 1,49865 — 0,0102 / 22/31 —0,9129

/11/31 -0,78665 1,54375 0,2683 — 0,2617 /22/33 r—11,0647

/11/33 -1,16174 — — 0,0190 — /ll 0,051 194y*

/13/31/33 -3,90005 0,3415 2,4623 0,3568 /22 —5,32895

/13/22 -1,1789 — 8,32225 — 2,0214 — 3,878 /13 —0,091928y*

/13/31 1,12615 — 7,4454 — 0,7791 1,7353 /31 —0,091928Y *

/13/33 0,2715 —27,945 0,2977 — /33 +0,16557y*

Лз —0,0134 — 12,9819 — 0,0496 4,6887

/13/31 1,72275 0,1075 — 4,744 — 0,2654

/13/33 -0,0050 14,1426 0,1454 —29,387 ■

/31/33 — 0,9135 12,2307 — 16,462 *

■/31 —
— 0,4166 — 4,50725 2,3008

/31/22 -1,1529 — 0,9317 — 3,0159 — 4,10919

/si /33 -0,3806 —
— 15,1442 —

/33/22 -1,0457 — 2,77859 — 2,71429 — 8,4293

-/33 —

—
— — 15,3607

/и -0,3333 —
—

—

/22 0,051 1945y* — 0,09 198y* — 0,09 198y* 0,165569y*

/13 —
— 8,3348 —

—

/з1 — — — 8,3348 —

/зз — — — —27,000
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Полученная система решена на электронной вычислительной машине
«Минск 2». Результаты решения приведены в табл. 2.

Цепные напряжения в срединной поверхности пластинки находим из
выражений (1), (2), (3), а изгибные напряжения из выражений

о'х = 1,1 £я2 )
2/n (о,65 sin -- sin—+

+ 2,6 ЧЧ sin sin + 1,85 W 2 sin sin +1 а а 1 а а '

+ 4,65 Ч'з Sin sin + 5,85 sin sin (21)

°'y = 1,1-Ел2 [~]
2fii (0,65 sin -- sin +

+ 2,6 ЧЧ sin sin + 4,65 W 2 sin sin +1 a a 1 a a 1

+ 1,85 44 sin sin + 5,85 44 sin sin , (22)
CL Cl CL CL J p

где = Чг2 = г-- 'Уз-г-, V4 =r.hi Гп /и /и

4. Численные результаты. Напряженное состояние пластинки харак-
теризуется цепными и изгибными напряжениями. Численные значения на-
пряжения для отдельных сечений были получены с помощью электронной
вычислительной машины. Полученные результаты представлены графи-
чески.

На рис. 2а, б изображены зависимости параметра сдвига у* =—- от
maxwотносительного прогиба —~

t
— иот параметра касательных напряжении.

На рис. За, б, в даны эпюры цепных напряжений пластины в зависи-
мости от параметра нагрузки. Зависимость максимальных напряжений
в поясах и ребрах от нагрузки представлена на рис. 4. Графики рис. 5
показывают характер распределения главных напряжений в отдельных
точках срединной поверхности.

в*

Таблица 2

Y* fix /22 fl3 him /33

24 0,475023 0,1499935 —0,0358503 —0,0372196 0,0214594
26 0,664245 0,2250665 —0,0530380 —0,0572189 0,0339232
28 0,788169 0,3087885 —0,0732269 —0,0826179 0,0495936
30 0,860137 0,3426950 —0,0810394 —0,0934127 0,0569572
50 1,330913 0,8372685 —0,1780181 —0,2833812 0,1880346
75 1,622444 . 1,2916585 —0,2438875 —0,4683210 0,3441614

100 1,837211 1,6289685 —0,2904305 —0,6037639 0,4742914
150 2,185050 2,1474720 —0,3639968 —0,8065431 0,6840242
200 ’ 2,638801 2,5611895 —0,4134692 —0,9645662 0,8411184

YkP
= 22,12; = 0,296;

Ju
= —0,072

J 11
= —0,072; = 0,04

/11 /11
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Рис. 4.

Рис. 5.

Предельные нагрузки Qnp = t np at определяем согласно четвертой тео-
рии прочности, учитывая при этом как цепные, так и изгибные напря-
жения пластины:

V ( ох + а х) 2 + (су +Оу ) 2
— (су 4- Ох) {аи + су) + Зт2 <^от. (23)

Зависимость предельных средних напряжений сдвига от гибкости пла-

стины Х = Y представлена на рис. 6.

Рис. 6.
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Особо следует подчеркнуть то обстоятельство, что после превышения
критической нагрузки предельные напряжения сдвига сильно уменьшают-
ся. Последнее явление объясняется тем, что после потери устойчивости
стенки прогибы бурно растут. Вместе с тем значительно увеличиваются
изгибные напряжения, что и является основной причиной уменьшения пре-
дельной нагрузки. При больших гибкостях, наоборот, изгибные напря-
жения играют малую роль, а решающими оказываются цепные напря-
жения.

Заключение. Из приведенного исследования явствует, что стенка
сварной балки, нагруженная в основном поперечной силой, способна ра-
ботать и в послекритической стадии. При этом предполагается, что попе-
речные ребра жесткости не деформируются в плоскости стенки. Получен-
ные теоретические результаты хорошо совпадают с экспериментальными
исследованиями, проведенными автором.

В настоящее время проводится исследование работы стенки балки с
учетом деформаций изгиба ребер.
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/. AARE

NIHKEPINGETEGA KOORMATUD PLAATIDE KÄITUMINE
PÄRAST KRIITILIST STAADIUMI

Käesolevas töös uuritakse keevitatud täisseinalise tala seina kui peamiselt nihkejõu-
dudele töötava paneeli deformatsioone ja pingeolukorda suurtel koormustel, ülesanne
lahendatakse -paigutustes. Plaadi keskpinna läbipainde funktsioon aproksimeeritakse viie-
liikmelise reaga, kusjuures parameetrid määratakse Bubnovi-Galjorkini meetodiga. Põhi-
listeks arvutusteks on kasutatud elektronarvutusmasinat.

J. AARE

THE BEHAVIOUR OF WEB-PLATES UNDER SHEAR

This paper describes a theoretical examination of the behaviour of web-plates under
shear. It is assumed that the plate is simply supported along the edges; the rigidity of
the flanges and stiffeners is taken into account. Considering boundary conditions,
deflection surface of the midplane (function w) is assumed. The displacements u, v are
determined from the equations of equilibrium I, 11. The Galerkin’s method is used in the
solution of the problem. The numerical solutions are obtained, and the load carrying
capacity of the plate is determined. The results are illustrated by figures. The theoretical
results show that slender webs are able to carry loads which are considerably greater
than the critical ones.
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