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О ПРИМЕНЕНИИ СИМВОЛИЧЕСКОГО МЕТОДА А. И. ЛУРЬЕ
В ДИНАМИКЕ ПЛИТ ПРИ ДЕФОРМАЦИИ, СИММЕТРИЧНОЙ

ОТНОСИТЕЛЬНО СРЕДИННОЙ ПОВЕРХНОСТИ

В работе ['] дано символическое решение уравнений динамической теории упруго-
сти для деформации плиты, антисимметричной относительно срединной поверхности.
В данной статье выводятся символические формулы и уравнения для малой деформа-
ции, симметричной относительно срединной поверхности плиты. При этом предпола-
гается, что дифференцирование искомых функции по времени равноценно умножению
на комплексный параметр s*. Поэтому полученное решение можно рассматривать как
решение преобразованных по Лапласу уравнений движения или же как относящееся
к случаю, когда напряженное состояние зависит от времени t по закону exp s* t. Пред-
лагаемые формулы могут, найти применение при решении конкретных задач методом
интегральных преобразований. Если задавать зависимость напряженного состояния от
координат срединной поверхности таким образом, что действие двумерного оператора
Лапласа (в координатах срединной поверхности) приводит к умножению искомых
функций на комплексное число q2

, то из символического решения вытекают две беско-
нечные последовательности частных решений (комплексных мод). Одна из них связана
корнями обобщенного (для комплексных частот) уравнения Релея-Лэмба, а вторая
представляет решения типа волн Лява.

При s* = 0 предлагаемые формулы переходят в символические формулы статики,
построенные в работе А. И. Лурье [ 2].

1. Основные обозначения и исходные положения

Принимаем следующие обозначения: Е модуль упругости; v ко-
эффициент Пуассона; 2h толщина плиты; rj, £ безразмерные (де-
ленные на h ) декартовы координаты, из которых g и ц лежат на средин-
ной поверхности (g==o) плиты; с ь с 2 скорости распространения волн
сжатия и сдвига; t время; т безразмерное время; и безразмерный
(деленный на h) вектор перемещений, иj (/ = 1,2, 3) его компоненты;
Oij (i, j— 1,2, 3) напряжения, alj безразмерные напряжения.
При этом

tc 2 * aij(1 +v) с 2 1— 2v ,2 /1 1 \Т= Т’ °ч=Фп ’ г= 2
= 41)

Для символов дифференцирования принимаем следующие краткие
обозначения:

öf = Ö1 - TT “(■■■)’ аД = + =A, A'^A+^g.
(12)

Будем исходить из уравнения равновесия в перемещениях
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[c\ v(l —v)- 1 + cl] grad divn-f- c 2
2 A* а = c\d\a. (1.3)

Представляя вектор перемещений в виде

и grad Ф0 + rot Я, div Я= О (1.4)
и учитывая, что

div rot Яс= 0, div grad Ф0 =А* Ф0

A* grad Ф0 = grad А* ФO , (1.5)
получим из (1.3) уравнение

grad {[с\V (l -V)- 1 + 2сl ]Д* - cl д\) Ф„ +

+ 4гоl(Д* — = 0. (1.6)

Так как Фо выбрано произвольно, то можно требовать, чтобы

grad {[cl v(l —v) ~л + 2c\] А* сlд\ } Ф0 =O. (1.7)

Получим два уравнения:

[А* уЙ(^]Фo :=o, [А* = 0. (1.8)

Предположим, что

= 52 Ф0 , д\ Я = s2 ~H, (1.9)

где 5 является комплексным параметром, и введем обозначения

а2 = А kos 2
, ß 2 = A — s 2

, у2
= А— is2 . (1.10)

Тогда уравнения (1.8) могут быть представлены в форме

Фо -f а2 Ф0 =O, Я//

+ р2 Я=O. (I.IIТ

Символическое решение системы (1.11) может быть представлено в
форме

Фо = sina £ (Л 0) + cos a £ (В 0 )

Нс = з'тs£ {Ai) —)— cos ß {Bi), (1.12)

где ЛO , Ai, В O , Bi {i = 1,2,3) являются функциями от g, ц, т.

На основе условия бшЯ = 0 (1.4) они связаны соотношением

sin ß £ {д\А\ -ф Õ2A2 ß В 3) cos ß l, {д)В\ -j- ß Az) = 0, (1.13)

откуда следует

D д\А\ Ч~ д?Аъ л öißi + 1/1ЧВз ß , Л 3 ß
• (А - 1 4)
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На основе (1.4), (1.12), (1.14) имеем:

и, =д,Фо + [д,д2 В, + (д! - ßä) В 2] -

(öl-ß2 ) Л2 ] (1.15)

и2 = д2 Ф0 -Iд,д2В2 + (д\ - Р 2 ) ,] +

_j_ [did 2A2+ (di ß2 )/!,]

м3 =Ф O 4- sin Bt, (02Л 1 д\А2 ) + cos B'Q {d2B x dx B 2 ).

Далее нетрудно вычислить относительные деформации

еll dim, 622 d 2u 2, £33 Мз, £= £ц -f- £22 833

812 d2U\ 4- dxu2 , 813 =Mi -(- dx Us, 82 з —— М2 — д2и2 (1.16)

и затем безразмерные напряжения

aij —Bи+j_ 2v s> Gij = h £ij, (i, /'— 1» 2,3). (1-17)

Обозначим величины, относящиеся к срединной поверхности, индек-
сом «О»

м-io = Щ (I, ц, 0; т), Oijo = (Т£у (I, г], 0; т). (1-18)

Для дальнейшего целесообразно выразить функции Л O , А ь Л 2 и ß0,
Bi, ß 2 через величины м,O и ау о . Это приводит к формулам (1.19), где
т= 1, 2 и м то число из 1,2, которому т в данном случае не рав-
няется

Mm ——
дт f\D\ “Ь dm f2D 2 /3{ — dm B2M3Qß 2 M3Q ( dm S 2) (Т от 3o “Г on3o]

fi{ {dm bs 2 ) MmO “Ь d\d2 Un Q -f- dm О 33o}
Us =— a 2 f\D 2 f2D x -j- fsly 2 т d 2u 20 ) -j- A 0330} -f-

-/ДА M3O ditfiso d 2 0230 }, (1-19)
где

D\ у2 M3O —d\Ош d 2 0230, D 2 dx ii X Q -)- d 2u2o -)- оззо
f 2sin at. c 2cos a % f 2sin ß £ u 2cos Bt, /inm1 2 =~7*—* ' -~J* * ( L2 °)

Из уравнений (1.19) видно, что напряженное состояние разделяется
на симметричное и антисимметричное относительно срединной поверхно-
сти £— 0. Антисимметричная деформация выражается через м3 о, аш 1

<?2зо и изучалась в работе [ ! ]. Ниже рассматривается симметричная дефор-
мация, которая выражается через Мю, и2O , аззо и удовлетворяет на тор-
цевых поверхностях плиты £r=-J-l краевым условиям

<4 (Е, т], +l, т) = KiPi, pi =Piи,и, t)
(Kr —Кч ~f~ 1, Кз —l, i— 1,2, 3). (1.21)
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Исходя из (1.19), можно на основе (1.16), (1.17) быразить левые
части (1.21) через «ю, и20 , оззо- Таким образом для симметричной дефор-
мации появляется система из трех уравнений, позволяющая выразить,
«ю, «2о, аззо через р\, р 2 , Рз ■ Далее введением разрешающих функций
нетрудно привести решение к форме, излагаемой ниже.

2. Символические формулы и уравнения

2.1. В декартовых координатах

а. Формулы для перемещений:

ит = (у 2 cos а cos ß£ А cos ß cos а£) <3>i +

+ 2 (-1 )■™ (<?, +д2- dm ) cos B£Ф2+ %- (y 2 cos at- а2 cos ß S) ФS

Д / 9 n sin а t о sin B£\ гТл , /oiv«3 = («2 cos ß— y 2 cosa —ß—jOi + . , (2.1>
,а2 Щ sina sin ß £ 9 sin ß sin аИ ф
' s- \ a ß ' ß а / 3-

б. Формулы для напряжений:

omm i {—A cos ß cos a t[d2
m + -|v (1 —v) _l s2 ]+ y2,cos a cos Bt, д 7г}Фl +■

-j- 2(—l) mcos ß д2 Ф2 -f-^-lv2 S,

ß-" + -2v(l v)- 1^2]

~a2 C oS ßtÄ}0 3 (m = 1,2)

o'i2 CT2I = z{diti2 -j- d2U\) ——- (y 2 cos a cos ß£ A cos ß cos a£)Фl +

+ (di— dl) cos BIФ2 + ~r (V 2 cos aC— a 2 cos ß£) Ф3 (2.2)

о'тз = (a a 2 cos B—— у4 cos a Ф1

У t\m (p I д л \d9 sift P rh ! «V/sin a sift ß £ sin ß sin a£\ ф
( 1) m (С?! Td2 dm) —p— Ф2 ß ß jOmWs

* 1
СГ33 = —£■ (cos ß cos at, cos a cos ß£) А у 2 Ф] -p

I 1 / а о sin a r\ e- a sin ß c.\+ Ж (Acr ~7T cos Bь Y 4 — cos a£) Ф3 .

В этих формулах Фу (j = 1,2, 3) определяются из уравнений

Dö,®, + ö2ß2^--ß Ф2 =рь 0<?2 Ф,-<3,р2^Ф2 =р 2 , OФз = Рз, (2.3)

т-i 1 /. 9 „sina д sin ß\ тл\где D = (А a 2 cos ß у4 cos a— (2.4)
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2.2. В цилиндрических координатах

Обозначим через q безразмерный (деленный на h) радиус и прини-
маем следующие краткие обозначения производных;

ÕQ
~ dQ’ А “

q Öq + q2
( 2- 5)

Выполняя несложное преобразование координат, получим следую-
щие формулы перемещений;

uQ
= (у 2 cos а cos ß£ А cos ß cos - cos ß£44 +

I I о sin ß e. о sin a 0 И ITr+ (y2 -у- cos аl— а2 cos ß1, j 4*3,

«Ф =—- (у2 cos а cos ß£ A cos ß cos а£) *Fi + 2c? e cos ß £ x¥2 + (2.6)

1 , 1 / 0 sin ß 9 sin а 0 > \ ITr
—| (v ß cos аl, a ßь | Fs,

Д / 9 0 sin а £ 9 sin ß П ITr ,из = ( a cos ß Y cos а FI +

la2 / sin а sin ß £ -2 s‘ n ß sin аП ш
' 6'2 \

7 а ß ß а / 3 ‘

xFj (/ .1, 2,3) определяются из уравнений

Döe 4',+ lö9 ßa^4'2 = p B> -Dö,p 'F l -ö e ß 2 5!Sj'F2 = p ?,

(2.7)
где D по-прежнему определяется формулой (2.4).

В приведенных формулах а и ß появились в знаменателях, однако
при раскрытии тригономических функций в виде степенных рядов эти
знаменатели сокращаются.

3. Некоторые частные случаи

Предположим, что Pi 0 (/=1,2,3) и рассмотрим уравнения

D. Ф! = const, ß 2 -ф2 = const, DФ3= 0. (3.1)

Функции Ф/ (/=1,2,3), являющиеся решениями уравнений (3.1),
определяют независимые напряженные состояния, удовлетворяющие
краевым условиям (1.21).

1. Частный случай статики
Переходом к пределу s -> 0 получим из формул предыдущего пункта

формулы статики. Уравнения (3.1) имеют в этом случае частные решения
следующих видов:
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а) ДФI = const, АФз === О
б) АФ2 = <72 Ф2 , Я=+пу{п— 0,2, 4, ... , оо) (3.2)

в) АФI = <7гФь АФ 3 =

где q\ и Яг ненулевые (комплексные) корни уравнения

sin 2q = 2q. (3.3)

2. Частный случай

m, = q2 ,Q>h s^o,(/=1,2,3). (3.4)

Функции Ф/ типа (3.4) являются частными решениями уравнений
(3.1), если Я\ и q 2 удовлетворяют условию

- ( q2а2 cos B— у4 cos a =O, (3.5)

где а2 =я2 kOV, ß 2 == я2 s 2, Y 2 =Я 2 я 2̂
, (3.6)

а Я2 условию

ql =s2 + («у) 2 (я =O, 2,4,, ос). (3.7)

Условие (3.5) по существу является обобщенным уравнением Релея-
Лэмба и, если предположить, что

ß 0, У 0, cos et у*— 0, sin ß 0, (3.8)

то ему можно придать форму
tg a

_ s 4 + 4g 2ß 2
/oqv

tgß
—

Vaß
'

' '

Выражение (3.9) превращается в классическое уравнение Релея—Лэмба,
если предполагать, что s = ш, где со круговая частота (вещественная
величина).

Функция Ф2 определяет в случае (3.7) волны типа Лява. Одна из этих
волн (п = 0) является недисперсионной. Она единственная недиспер-
сионная волна в упругой плите. В случае центросимметричной задачи она
определяет напряженное состояние чисто крутильного типа.

В случае (3.4) символические формулы для перемещений и напряже-
ний превращаются в выражения, содержащие лишь первого порядка
производные по |, г\ или q, ср.

Замечание. Случай (3.4) имеет место в некоторых весьма важных практиче-
ских случаях: в декартовых координатах можно построить Фу-, удовлетворяющие усло-
вию (3.4), в виде экспоненциальной функции от g, rj, а в цилиндрических координа-
тах в виде синусоидальной функции от ф и бесселевой функции от Q. Такие част-
ные решения (моды) при s—jсо в литературе больше всего исследованы. При комп-
лексных s они позволяют построить изображения Лапласа для некоторых задач пере-
ходного типа.
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3. Медленно изменяющиеся напряженные состояния

Символические формулы можно рассматривать как сжатую запись
решения в бесконечных степенных рядах. Достаточно медленно изменяю-
щиеся напряженные состояния могут быть приближенно построены при
помощи усеченных степенных рядов. Соответствующие уравнения и фор-
мулы могут быть легко получены из вышеизложенных путем разложения
тригонометрических выражений в степенные ряды и сохранения в них
конечного числа членов. Например, для D первое и второе приближение
являются следующими:

0. = -М2 +2(тД) а <3l °)

т-j г\ 17-•8у 4 I 1 1 16у Ч~ 4У’" * о I дд I /о I 1 \D2 D 1 48 !_v
5 + 24(1— v) 2 Л5

3(l V) AA*‘ С 3 - 11 )

Формулы первого приближения для перемещений и напряжений (в декар-
товых координатах) являются следующими:

«1 =— - O,Ф, 2<5 2Ф2 2(I У v) <3|Фз

и. 2 ——

j + 2с?|Ф2 2(1 —V) зФз

“з = д?фl+ь2 ? фз

<«=-1 (тД А+*) ф‘ + 2(- п-оаф. + Ь2 -Ä)®.

s;2 =
-- 0,<5 2 Ф, +(<5, 2 - <5 23 )Ф2 - (3.12)

<й= f ß 2b®2

°зз= (гГГЩ Л Т 52) Фз =1,2).

Рассмотрим случай pt =0. Тогда в первом приближении

5 2ф 5 2ф 2_^ ф (ЗЛЗ)1 1 V 1 ’ 0 1 V а

и из (3.12) следует, что

«1 = —фф # 202 Ф2, и2 = 02 Ф* + 201Ф Ь = ;Ф*, (3.14)

где

Ф* = уК+тДфф (3.15)

При этом

52 Ф2 :=АФ 2. (3.16)
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Следовательно, напряжённые состояния, определяемые функциями
Фь Фз, сливаются в одно, определяемое функцией Ф*, которая опреде-
ляет волну, распространяющуюся со скоростью

l/f-'v = l4M (l - V«) ’ ЗЛ7)

где Q M плотность массы плиты.
Итак, Ф* определяет приближенное решение, которое в теории пло-

ского напряженного состояния является так называемой продольной вол-
ной. В частном случае напряженного состояния, зависящего только от |,
она превращается в продольную волну элементарной теории стрежней.

Ф2 определяет точное решение, отмеченное выше в связи с частным
случаем п— 0 выражения (3.7), т .е. решение типа волны, распростра-
няющейся без Дисперсии.

Поскольку речь идет о медленно изменяющихся напряженных состоя-
ниях (s,-»0), то из (3.14) видно, что и2 . На основе (3.12) легко
убедиться в том, что ощ, сг 22, сг12 в данном случае больше остальных на-
пряжений.
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M. KUTSER, U: NIGUL
A. LURJE SÜMBOOLSE MEETODI KASUTAMINE PLAATIDE DÜNAAMIKAS

KESKPINNA SUHTES SÜMMEETRILISE DEFORMATSIOONI PUHUL
Kasutades ,A. Lurje sümboolset meetodit [2 ], tuletatakse elastsete plaatide dünaamika

kolmemõõtmelise teooria kompaktsed valemid ja võrrandid väikese deformatsiooni jaoks,
mis on sümmeetriline plaadi keskpinna suhtes. Tuletuse käik on analoogiline varajase-
mas töös jl ] esitatuga, kus käsitleti antisümmeetrilise deformatsiooni juhtu.

Esimeses osas kirjeldatakse tuletuse käiku. Tei’ses osas esitatakse lõppvalemid. Kol-
mandas osas vaadeldakse erijuhte ning ligikaudsete kahemõõtmeliste teooriate tuleta-
mist deformatsiooni kirjeldamiseks, mis muutub küllalt aeglaselt nii piki keskpinna koor-
dinaate kui ka ajasT

М. KUTSER, U. NIGUL

ON THE APPLICATION OF A. I. LOURYE’S SYMBOLIC METHOD IN THE THEORY
OF MOTION OF PLATES FOR DEFORMATION SYMMETRIC ABOUT THE MIDDLE

PLANE

Compact formulae and equations of the three-dimensional theory of the motion of
elastic plates for a small deformation symmetric about the middle plane are obtained with
the aid of A. Lourye’s symbolic method I2]. The derivation is similar to that presented in
the previous paper ['] where the case of an antisymmetric deformation has been studied.

In the first part the derivation method is described. In the second part symbolic for-
mulae and equations are given, in which the trigonometric functions must be* considered
as a short conventional form of representing the corresponding power series. In the third
part some special cases are studied and a derivation of approximate two-dimensional theo-
ries fo'r a deformation state sufficiently slowly varying along the co-ordinates and time
is discussed.
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