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ИЗГИБАНИЕ МИНИМАЛЬНОЙ КОНГРУЭНЦИИ , в Й, *

Л. ТУУЛМЕТС

Конгруэнцией в эвклидовом пространстве В, (в собственноэвклидо-
вом пространстве °К, или в псевдоэвклидовом пространстве 'В,) назы-

вается любая гиперповерхность И, ранга 2 в К, т. е. любая гиперпо-
верхность Из, касательная плоскость которой зависит только от двух

параметров. Известно, что касательные плоскости такой поверхности
V3 являются касательными вдоль прямолинейных образующих.

Конгруэнция И, называется минимальной конгруэнцией, если гипер-

поверхность И минимальна. в смысле известного вариационного опреде-
ления ([Р], стр. 100). j - .

‚ Из теории изгибания многомерных поверхностей известно, что ги-

перповерхность И,-1 в В, допускает истинное изгибание в TOM H TOJIbKO

в том случае, если ее ранг не больше двух ([s], стр. 159). С другой сто-

роны, в теории минимальных поверхностей , в °А, особый интерес

представляет истинное изгибание минимальной поверхности в классе

минимальных же поверхностей.
В настоящей статье доказывается, что минимальная конгруэнция

Vs B R, nonyckaer непрерывное истинное изгибание в классе мини-

мальных конгруэнций И, в Rıa

1 Поверхность V, в пространстве °Й, называется минимальной,
если вариация объема ее области при закрепленной границе равна

нулю. Это определение равносильно требованию равенства нулю век-

тора средней кривизны во всех точках поверхности (теорема Лил-

шица): :

(aD Z MN aRMnN:

(1)

B npocrpaHcTßE !R, поверхности V,, характеризуемые равенством (1),
называются также минимальными.

Минимальные конгруэнции И в °В, рассматривались в статье [4].
Там было доказано, что минимальные конгруэнции существуют и ха-

рактеризуются как двухпараметрические семейства прямых тем, что

дифференциальная окрестность произвольной прямолинейной обра-
зующей имеет точно такое же строение, как у изотропной конгруэнции
в пространстве °R;. Соответствующие результаты H3 [*] известным

* Работа выполнена под руководством доц. Ю. Лумисте.
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образом обобщаются на случай таких конгруэнций Vi B 'Rs*, odpasyio-
щие которых имеют мнимоединичный направляющий вектор (времен-
но-подобное направление).

2. K каждой точке М, конгруэнции И, в К, (т. е. в °К, или в 'К)
присоединяем ортонормированный подвижный репер так, чтобы еди-

ничный (или мнимоединичный) вектор €o был направлен вдоль обра-
зующей, единичные векторы € (L, ], ...=l, 2), были ортогональны
к нему и лежали в касательной плоскости, а единичный вектор ез был

направлен вдоль нормали к поверхности Vs в точке М, [!.?]. Тогда
в формулах ;

AM =o, de;= o*rek, (/, /. K, ...=O. 1,2, 3) (2)

ИНфННИТеЗИМЭЛЬНОГО смещения подвижного репера имеем

‹° —O, «э’у== @', DE aZO (нет суммирования),

(3)
w(g_ ——

c ECоЁ
0’

(0о,С . 1, 2 \з)ч P© E (e оё ;-0› =
+
T

1

Если продолжить уравнение ®® =0 H YyYeCTb, что при перемещении
вдоль образующей векторы ео и ез не меняются, то получим пфаффовы
Уравнения конгруэнции Из в следующем виде: -

O 0, O 0 d w 3 =b, (4)

где б,.== у OR 1,9).

При продолжении уравнения @% 0 получим конечное соотношение

аь- Apbi= 0, (5)

a OCraJbHble ypaBHeHHA H3 (5) naroT [!]

(fü‘„ = a‘,-(ofk af;„,(oij a",—afk m 9 + aik,'(J)j.

dbi; = by 0% + bpiw*; ADi о° -- bijpo*. o
6

В выбранном ортонормированном репере условие минимальности (1!)
конгруэнции \ в В, имеет, в силу (4), вид

611 -- ba =O.‘ (7)

Дифференцирование последнего соотношения (7), в силу (6), дает

b,-kak,- = 0. (8)

В силу (s—B) пфаффовы уравнения (4) становятся уравнениями мини-

мальной конгруэнции V3 B В, и примут следующий вид (ср. [*]):

w 3 =O, (o:o =O,
o,0l = so! + fw?,

, © fm«l—}— Cf((o)Q,=

co! fo?,0% = to! + s0?, 03 =CO

(9)

где

S:all, t‘-‘—:alg, i: blly C:bgg. (10)

В дальнейшем предполагаем, что минимальная конгруэнция не является

типерплоскостью, т. е. Ё + c?=+o.

* Отметим, что многие из этих результатов нетрудно перенести также и на слу-
чай минимальной конгруэнции Из в пространстве К, ‚ (т. е. °„ и 'В,) (ср. D.
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3. Гиперповерхность И,„ в В, всегда имеет, как известно, асимпто-

тические направления, образующие конус второго порядка

баьхах® —0, (@b,...=0,1,...,n—2).

Случай минимальной гиперповерхности характеризуется тем, что этот

конус допускает вписанную систему из л 1 взаимно ортогональных

векторов [s]. ; ;
В случае конгруэнции Из в В, асимптотический конус, в силу (4),

определяется уравнением

bi;xixi = 0, (jr...=1,2)

и поэтому распадается на две двухмерные плоскости B касательном

пространстве к И, пересекающиеся вдоль образующей.
Если конгруэнция И в В, является минимальной, то эти плоскости.

составляющие асимптотический конус, всегда вещественны и ортого-

нальны. - _
I'naßHble Hanmpaß/ieHUS! K IVlaßHble KPHBH3HBI THIEPNOBEPXHOCTH V- B

К, определяются, как известно, из системы . _

(bab kgab)xb =O.

Всегда имеется л взаимно ортогональных главных направлений и л

соответствующих главных кривизн, которые определяются из уравнения

det | bao kgav |= 0.

Здесь в случае ортонормированного репера имеем соотношения:

gaazßa:il, Eav =O, (a3=b).

Если в случае минимальной конгруэнции Из в В, векторы е) и ё На-
править по асимптотическим направлениям (в силу вышеуказанного, это

всегда возможно), то из уравнений (7), (9), (10) следует, что

f:bn—_——b22:o (11}

H IJlaßHble KPHBHM3HbI paßHbl ko=o, Rı =bia=C, k=-—C:. OnHO H3
главных направлений совпадает с направлением образующей, а дру-
гие два делят пополам линейные углы двухгранного угла, образуемого
ортогональными асимптотическими плоскостями.

В каноническом репере, выбранном таким образом, пфаффовы урав-
нения (9) минимальной конгруэнции И в В, в силу (10—11), имеют

BHA

@° 0 (\)зо =O,: .

+ (‘--31 = C(1)2,| ! t(o2, Ü

!

mln'— S®

‚ -32 |‹° == —о! —}— Sa v =CO
U -

(12)

Продолженная система для системы (12) имеет вид

ds = (2 —52) ¢® - фо! -- ро?,
dt=— 28t wOl w0! —OO

021 _f_ 604 —1 + 702

= Sé‚‘([—o - 2er@! + 2co@2.

(13)
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4. Теорема. Минимальная конгруэнция Vi 6 Ry допускает непре-

рывное истинное изгибание в классе минимальных же конгруэнций V3
в В,. При этом всегда сохраняются главные кривизны поверхности.

Доказательство. Первая квадратичная форма заданной ми-

нимальной конгруэнции И, в ортонормированном репере выражается в

виде
ds? = e(0%)?% 4 (0')?+ (0?)2 (14)

Пусгь задана еще другая минимальная конгруэнция У, величины ко-

торой обозначаем соответственно @, @';, $, #, С, .... Тогда первую квад-

ратичную форму второй поверхности можно выразить в виде

ds?= -g(o°)2+ (0!)2+ (0?)2 (15)

Предположим, что первые квадратичные формы поверхностей И, и

у совпадают. В общем случае асимптотические и главные направле-

ния поверхностей Из и УФ не соответствуют друг другу. Если образы
главных направлений второй поверхности v повернуты на угол @

относительно главных направлений первой поверхности, то

o' = o' cosa+ w2sina, .
.

0? =— @' sina+ 02 cos @,
(16)

H H3 COOTHOWEHHA ds? ds?, B cHny (14—16) cnenxyer (w°)?= (w°)?. Ha-

правление вектора ео на Иs? можно выбрать так, чтобы

09 @.'| (17)
Из (16) вытекает, что

[0!021= [o!0o2]. | (18)

При внешнем дифференцировании уравнения (17) следует, в силу (18),
что

t=t (19)

При продолжении уравнений (16) находим

{— аа --(о?, @*) } 5т о + ($ $) соз а @° = x,O + X202,

{do —(0? m2 )}cos a A(s s)sin a w° = x26! XlOO%,
(20)

откуда следует, что

(s—s)0 =(x, cos a -+ x» sin а) @! - (X2 cos a xi sin a) 02.

В силу линейной независимости форм @’ отсюда и из соотношений (20)
еледует, что

SO (21)

(—o'2l (021 + da. (22)

Ha основании (13), (16—17) и (19) можно писать:

t

w2l=—-2—(o°—!—(ocosa—-rsma)m"+(csma—rcosa)m?,
t >

w2l=——2—u)° + oo’ + 102.

‘і
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Если из первого соотношения вычесть второе, то, в силу (22), имеем

da = а@, (23)
где

dı = 0COS’OT SIN a 0,

a 9 = 0 sin a4+ 1 cos « —7.
(24)

Далее, учитывая (17—19) и (21), имеем

Do = {e(s? + %)+ 2Y lo'e?],

Do* = {e(s? + )-- с?} [о!о?].

—9 9
Ho поскольку в силу (22) Do:= Doj, TO c2=C22 пн при подходящем вы-

боре направления вектора нормали €; поверхности Vi всегда можно

добиться, чтобы :

с С. (25)

Тогда в силу (13), (16—17), (21), (24—25) nmeem

ас ас Эсаэo! -- дсаo?: (26)

Так как формы ш! п ’ линейно независимы и имеют место соотноше-

ния (23—25), то отсюда следует, что —. . ; `

U] = e =O, da =O, a = const, (27)

а поскольку имеет место еще (22—24), (27), то имеем

DE Z

Q] 1 =0 1›

о осоsа --тSП И,

т —( 5а -- тсоб а.

(28)

(29)

Из соотношений (13), в силу (16—17), (19) и (21), следует, что

@ =@cosa+ sin @,

P = ф 5 а-- P cosa.
(30)

После этого анализа нетрудно доказать существование минималь-

ной конгруэнции ® , налагаемой на данную минимальную конгруэн-
. 3 '—-D A 23 -1 72 773 78 73 T2

цию ; (ср. [3]). 3a формы @, 01, w?, m3, (00, 00, Wy, 01, W2, Wl, ОПределяю-
щие nosepxHocts V&, можно брать формы, выраженные Yepe3 исход-

ные пфаффовы формы формулами (16—17), (28) и формулами

w=o3 za |
о1 = s(о! соз а--@?ат а)- 1(о! 5 а -- @? соs а),

w2= —{(о! соs а--@* 5 а) +s(—@!п а -- 6? cos a),

оё = с(—о! 5 а-- 0? соб а), |
0 = с(о! соs а -- @? 5Т @),

где

a = const (см. (19), (21), (25)).
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° Нетрудно доказать, что эти формы связаны соотношениями вида (12—-

13), где новые коэффициенты S, #, с выражены через старые равенства

(19), (21), (25). Кроме того, из условий интегрируемости системы

(12—13), определяющей ;, следуют условия интегрируемости анало-

гичной системы новых уравнений. Следовательно, существует мини-

мальная конгруэнция` У, причем, как легко видеть, s== @s. Угол @

можно рассматривать как параметр изгибания; при изменении @а ПО-

верхность у непрерывно изгибается. Из (25) следует, что главные кри-
визны при этом не меняются. Тем самым тсорема доказана.

5. B cayuae, korna « =lO, V{ =V,

ItВ случае же а = ;, В силу (16—17), имеем @°= 0?, o! = @?, @? @'.

Это означает,что главные направления при этом поменяются местами.

E NНаконец, в случае а==. имеем ассоциированную минимальную
т " ‚ .

|
:

7
конгруэнцию V, . B toMm cavuae

ml (1)2 Q)g——ml
%= 6° w! = ———_,Ё_———

, =——

V 2 V 2

Асимптотические направления исходной минимальной конгруэнции V3
переходят при этом в главные направления ассоциированной минималь-

- x

‚

@)
‚

ной конгруэнции М; , н наоборот.
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MINIMAALKONGRUENTSI V; PAINUTAMINE RUUMIS Rı

L. Tuulmets

' ' Resiimee

Kongruentsiks eukleidilises ruumis Ry (piriseukleidilises ruumis °Rı voi pseudoeuk-
leidilises ruumis 'R,) nimetatakse suvalist hiiperpinda V 3 astakuga 2. On teada,et sel-
lise yinna puutujatasandid puutuvad. pinda piki sirgjoonelisi moodustajaid.

|
Xongruentsi nimetatakse minimaalkongruentsiks, kui hüperpind V 3 on minimaalne

{°], k. 100). .
Mitmemootmeliste pindade tcooriast on teada, et hiiperpind” V,_; on ruumis R,

pidevalt painutatav siis ja ainult siis, kuj tema astak ci ole suurem kui 2 _([s]‚ К. 159).
Teiselt poolt pakub kahemootmeliste minimaalpindade teoorias périseukleidilises runmis

"Ry erilist huvi nende painutamine minimaalpindade klassis. -
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Kéesolev artikkel on artikli {*] 1& 5. -lai viimases tdestati minimaalkongruentsi И,
olemasolu ja rida geomeetrilisi omadusi ruumis °R,, siis antud t66s tildistatakse artikli
{9 tulemused ruumi 'R, puhul ja testatakse jirgmine teoreem: .

Minimaalkongruentsi V 3 ruumis К; оп убитаК pidevalt painutada minimaalkong-
ruentside klassis, kusjuures pinna peakdverused sdilivad.

Tartu Rüklik Ulikool Saabus toimetusse
` 24. Х 1963 °

THE BENDING OF THE MINIMAL CONGRUENCE V; IN THE SPACE R,

L. Tuulmets

Summary

A congruence in the Euclidean space Rı (Euclidean space proper °Rı or pseu-

doeuclidean space !Rı) is defined as an arbitrary hypersurface V 3 with rank 2. It is

known that the tangential planes- of such a surface V; turn out to be tangential planes
along a linear gen=rator. . ‚

The congruence is called minimal congruence in case the hypersurface Vs proves

minimal ({s], p. 100).
From the theory of many-dimensional surfaces it is known that a hypersuriace

V., in the space R, may continuously be bent if, and only if its rank does not surpass

2([%], p. 159). On the other hand, the bending of minimal surfaces in the class of minimal

surfaces is a matter of no little interest in the theory of two-dimensional minimal

surfaces of the Euclidean space proper °Rs.
The given article is a continuation of the article {*]. In the article [*] the existence

and a number of geometrical properties of the minimal congruence V 3 in the space Rıa

have been proved, whereas in this article the results of the article {*] are being general-
ized into space !Rı and the following theorem is being proved:

The minimal congruence V 3 in the space Rı can be continuously bent in the class

of minimal congruences with retaining the principal curvatures of the surface in the

process of bending. _
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