
EESTI NSV TEADUSTE AKADEEMIA TOIMETISED. XII KÖIDE
FOÜSIKA-MATEMAATIKA- JA TEHNIKATEADUSTE SEERIA. 1963, NR. 3

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК OCTOHCKOPI ССР. ТОМ XII
СЕРИЯ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИХ И ТЕХНИЧЕСКИХ НАУК. 1963, № 3

О КВАЗИБЕСПОВТОРНОСТИ РЕЛЕЙНО-КОНТАКТНЫХ CXE/W

П ХАНКО

В работе Б. А. Трахтенброта [ ! ] излагается синтез бесповторных
схем, т. е. схем, в которых с каждым реле связан только один (либо
замыкающий, либо размыкающий) контакт. Б. Ю. Пильчак [2 ] обоб-
щила этот метод на случай схем, в которых С каждым реле может быть
связан один замыкающий и один размыкающий контакт (но не обяза-
тельно оба). Такие схемы она назвала квазибесповторными схемами.
Б. Ю. Пильчак описывает синтез квазибесповторной схемы, но не дает
условий, при помощи которых можно до начала синтеза установить,
является ли данная дизъюнктивная нормальная форма (д.н.ф.)

У1 = У1 [ УУ12 \/ .. .V %

формулой проводимости какой-либо квазибесповторной схемы или нет
Квазибесповторная реализуемость д.н.ф. выясняется только после при-
менения алгоритма: если мы получим схему, значит, формула квазибес-
повторно реализуема; если синтез не удастся, значит, квазибесповтор-
ной реализации нет.

В настоящей статье дается достаточный признак, при наличии кото-
рого данная д.н.ф. является формулой проводимости какой-нибудь
квазибесповторной схемы.

§ I-

■ Пусть д.н.ф.

9l = 3&iV9& 2 V...V*R, (1.1)
имеет следующее свойство: если хотя бы одна конъюнкция % содержит
булеву переменную а и хотя бы одна конъюнкция 9 ( i ф /) содержит
булеву переменную b{b фа), то ни одна конъюнкция не содержит ab.
Мы скажем, что (1.1) имеет свойство А относительно пары булевых,
переменных а, b или, другими словами, что (1.1) имеет свойство
А (а, Ь).

Д.н.ф. (1.1) со свойством А (а,Ь) может содержать элементарные
конъюнкции трех типов:

1) конъюнкции afCi, аШг,
, а 21р , которые не содержат Ь ■ (но они

могут содержать Ь) ;

2) конъюнкции Ь'sВ ь b !0 2 ,
••• , ЬШд . которые не содержат а (но они

могут содержать а) ;
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3) конъюнкции ®ь @2, ••
•

, <В S, которые не содержат ни а , ни b (но
они могут содержать как а, так и Ь).

Д.н.ф. (1.1) с свойством А{а,Ь) можно представить в виде
= a (STi V... V 2ГР ) V 6 (»1V...V '23Д V®i V... V <&. (1.2)

Введем обозначение

V...V%■= Ши
для дизъюнкции элементарных конъюнкций, где индексы в левой части
изменяются подряд с i до /. Д.н.ф. (1.2) получит тогда вид

m = asU P VbSS[l(] V&l s. (1.3)
Мы скажем, что в д.н.ф. (1.1) свойство А ( а,Ь ) нарушается, если в

ней кроме конъюнкций первого, второго и третьего типа найдется хотя
бы одна конъюнкция вида аЫ£. Д.н.ф. (1.1) имеет свойство А абсолют-
но, если ни одна пара булевых переменных в д.н.ф. (1.1) не нарушает
свойство А. Для исследования квазибесповторной реализуемости д.н.ф.
(1.3) существенно выяснить, при каких случаях пересечений конъюнк-
ций %и ..., 2Хр, Ши .д.н.ф. (1.3) имеет свойство А
абсолютно. При этом приходится учитывать все возможные случаи пере-
сечения конъюнкций '2lь ..., 21р, 23ь •• •, 2%, <sь ■• • , т. е.

1° ни одна пара из конъюнкций 2Хь ...
, 2ХР , 2sь-... , 23?, ... ,

не пересекается;
2° между собою пересекаются конъюнкции только одного и того же

типа;
3° между собою пересекаются конъюнкции разных типов.
В случае 2° предполагаем, что между собою пересекаются конъюнк-

ции только первого типа 2ХЬ ...,21р. Разбиваем конъюнкции 2Хь ...
, 2ХР

на I 4- 1 групп следующим образом:
к первой группе относятся 2(ь ... , 2L, которые пересекаются и име-

ют общую часть (Ей, то есть

«1 = 2lV(£b ••• , =

к второй группе относятся 21«-и, ... , 2Ср, которые пересекаются и
имеют общую часть (£2 > то есть

2Ха+l = 2Га+, @2, ••• , Щ =

к /-ой группе относятся 2Хг+ь .. , 2Cs , которые пересекаются и имеют
общую часть (Ей, то есть

2ХТ+]
= 2Ty+i (Ей, ... , 2Гз = 2mi;

к (/+ 1)-ой группе относятся 2Хз+ь •.
-

, 21р , которые не пересекаются
ни между собою, ни с 2Хг - (i= 1, ..., õ). Разбивка сделана так, что конъ-
юнкции @], '©2 , ,

(Ей не пересекаются между собою.
С учетом разбивки д.н.ф. (1.3) приобретет вид

ДХ, •= a (2t'ia @iV St'a+i. р @2V ... V 21' T+ i: о©гV 2С 3+l . р) V ЬШЛд V (Bis. (1.4)

Аналогично, если в д.н.ф. (1.3) между собою пересекаются конъюнк-
ции второго типа 2sь ..., 2Д или третьего типа ..., то д.н.ф.
(1.3) приобретет вид
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Ш <=j.a%lipV b (33 'la @1 V »I+l. P (g2V ~. V 0 @IV 355+i,,) V (1.5)
или

l 3 = a3{ lpV^ wV@la ®i V®l +I,p@2V... V@; + i,õgiV® f; + u (1-6)
соответственно.

Теорема 1. Д.н.ф. (1.3) имеет свойство А абсолютно только в сле-дующих случаях пересечений конъюнкций Ж\, 2L, 33, 33-,
®

1) если ни одна пара из конъюнкций 21ь ..., Жр , 35),, 35*, ...,@s
не пересекается;

2) если она имеет вид (1.4) (соответственно (1.5) или (1.6)), при-
чем Ж,- пересекается с Ж; (г 4=/) только в случае, когда 21/ и Ж'; принад-
лежат к одной и той же группе относительно разбивки {то же относи-
тельно 35'/ и 35''/ или %'i и @'у соответственно)-,

3) если все конъюнкции 21/(г 1, ... , р) пересекаются со всеми
конъюнкциями (/ =l, . .., q) и имеют одну иту же общую часть ф;

4) если все конъюнкции Ж/ (i —l,
...,

р) {или, все конъюнкции
35/ {/=!,•

..., q)) пересекаются с некоторыми конъюнкциями (&k {k =

=l, ..., s) и имеют одну иту же общую часть iQc.
Доказательство. 1. Пусть в д.н.ф. (1.3) ни одна пара из конъ-

юнкций 2Гь , 21р , ’3s:ь ... , 135t/, ... ; <Ss не пересекается. Методом
перебора легко установить, что ни одна пара из булевых переменных
а,Ь,Ж\, ... , Жр , ЗЗъ •••

, 35,7, ... , Obs не нарушает свойство А; т. е.
д.н.ф. (1.3) имеет свойство А абсолютно. •

2. Пусть в д.н.ф. (1.3) между собою пересекаются только конъюнк-
ции 26, ... , 21р. Д.н.ф. (1.3) принимает тогда вид (1.4). Пусть пересе-
каются между собою 21', и Ж'; (/ 4= /), относящиеся к одной и той же
группе. Без ограничения общности можно допустить, что пересечения
имеются только в первой группе. Разбиваем 21'ь -•. , 2Г« на тфl групп
по их общим частям ... , sт . После выделения ... ,%т получим

Я,

l = 2Г 1 8ь , Ж'г = Ж'^и

21&+1 = 2Г I+l ъчп, -•. , 21х =2П ? sт.
Разбивка сделана так, что $4, • • ■ , ЗД не пересекаются между собою и
2lx+i , ... , 2Га не пересекаются ни между собою, ни с другими
Ж,- {i— 1, ..., х). Д.н.ф. (1.4) примет вид

Ш1 = a [(2liV O’/ V ...V2l l+i, xg«V 21*+i, a) (£г V 2П+ l. p V ...

:•.
V 2I-f +b s (Si V 2Xs+i. p] V b 35,*V (SL (1.7)

Если в д.н.ф. (1.7) пересекаются 21/ и 21у (£ =4= /), относящиеся к
одной и той же группе, то опять разбиваем конъюнкции в этой группе
на подгруппы по их общим частям, преобразуем д.н.ф. и т. д. Процесс
продолжим до тех пор, пока ни в одной группе больше не будет пересе-
чений конъюнкций.

Для конкретности допустим, что в д.н.ф. (1.7) конъюнкции
21/ (г—l,

... ,х) ни одной группы больше не пересекаются между
собою. Тогда проверка методом перебора показывает, что свойство А не
нарушается относительно ни одной пары булевых переменных, т. е
д.н.ф. (1.6) имеет свойство А абсолютно.
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Покажем, что д.н.ф. (1.4) не имеет свойства А абсолютно, если
между собою пересекаются 21/ и Sty (г4= /), относящиеся к разным груп-
пам, или Sl / (г == 1, ... , б) пересекается с Щ {j= 1, ... , /). Допустим,
что Sl'i пересекается с Ш-и или с @ 2 - Если полагать Ж'i —Ж"\ и
—2lа+l (£ или @ 2 = (£'2 ®, то д.н.ф. (1.4) получит вид

= g(li'®r(£V^2.a®iV3lä+ ig2^VSll+2,pg2V...V^;+ i. 5^V
V3t s+i,p) у b®lq V‘&ls

или
Ш1 = a (2E@if VЗЬД^У Stl+i.ßj&gV ...V5l ',-ы,зV

VSlB +i,p)V6S3I(7V® 15

соответственно. По подчеркнутым членам видно, что свойство А (t£, ®j.)
нарушается.

Итак, если д.н.ф. (1.3) имеет вид (1.4), то свойство А сохраняется
абсолютно только в том случае, если пересекаются 51/ и Sty (г =4= /), отно-
сящиеся к одной и той же группе.

3. Пусть в д.н.ф. (1.3) все конъюнкции 31/(г = 1,.. ~ р) пересекают-
ся со всеми конъюнкциями 35у(/ =l, ..., q) и имеют общую часть 2Х
то есть *

St. =St / 2),..., Sip =3l
'

РЪ ,

SBj = 58i'555,.... bq = m'q2).

Тогда д.н.ф. (1.3) примет вид

Ш4 = BSI / ip2>V bWu&Vi&u. (1 -8)
Если в д.н.ф. (1.8) ни одна пара из конъюнкций 31'ь • • St'p,

S3'i, .. ~35V
®i, ..., (&s, 2) не пересекается, то методом перебора легко доказывается,
что д.н.ф. (1.8) имеет свойство А абсолютно.

Остается показать, что в остальных случаях пересечений конъюнк-
ций первого типа с конъюнкциями второго типа д.н.ф. (1.3) не имеет
свойства А абсолютно.

Пусть конъюнкции Sli, •• •, Sta пересекаются с конъюнкциями 35ь ... ,35ß
и имеют общую часть 2)ь так что

stj = 3t'i2>b ..., жа =ж:ъ и
=53'i2)i, ..., S3ß-Ssß2)b

остальные конъюнкции первого типа Sta+i, ..., 21р пересекаются с осталь-
ными конъюнкциями второго типа и имеют общую часть 2)2 (2>2 r l=<2)i) :

Sf«+i = 9t1 +12)2,
..., Sip = St;2)2 ,

35ß+! =Ssß+i2)2 ~..,SSp=S3;2)2.
В этом случае д.н.ф. (1.3) примет вид

= aSUi.p2)2 V £S3'iß2)i VÄSp+iVSs V ®le,

в котором нарушаются свойства A (a,2>i), А (а,2)2 ),-4 (6,2h ),
П (6,2)2).

Пусть некоторые конъюнкции первого типа Sli, ••
•

, Sta пересекают-
ся со всеми конъюнкциями второго типа Щ (/■=!, ... , q) и имеют
общую часть 2):
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9ti = StlS>, ... , 2t« = 9Ü3),

«г=®l3), ... ,

остальные конъюнкции первого типа ЗП+ь ...
, 31р не имеют пересечения

с конъюнкциями 35/ (/=l, ... , q) . Д.н.ф. (1.3) примет вид

9№4 = flBlb2)VflSU +lf p VA«B', ff 2)V<^is,

в котором нарушается свойство А {а, 2)).
Итак, в случае пересечений конъюнкций первого типа с конъюнк-

циями второго типа, д.н.ф. (1.3) имеет свойство А абсолютно только
тогда, когда все конъюнкции ЗГ/(г=l, ... , р) пересекаются со всеми
конъюнкциями 135/ (/= 1, ... , q) и имеют одну и ту же общую часть S).

4. Рассмотрим случай пересечения конъюнкций первого типа с конъ-
юнкциями третьего типа. Пусть все конъюнкции первого типа 31/(г

—1, ... , р) пересекаются с некоторыми конъюнкциями третьего типа.
1, ... ,а) и имеют общую часть (£:

... ,

<B!=®;®,... ,
=

остальные конъюнкции (&/(/ = а+l, ... ,s) не пересекаются с 31/.
Д.н.ф. (1.3) получит вид

ЗЛ S = аЖ[ р & V b%i q V ® i, .(£ V ® в+l . р . (1.9)
Если в д.н.ф. (1.9) ни одна пара из конъюнкций

2Ь(г— 1,
..., р), Щи= 1, •••, Я), &fc(k= 1, ... , а),

I=а + 1, ..., 5), ©

не пересекается, то методом перебора легко доказывается, что д.н.ф.
(1.9) имеет свойство А абсолютно.

Остается показать, что в остальных случаях пересечений конъюнк-
ций первого типа с конъюнкциями третьего типа д.н.ф. (1.3) не имеет
свойства А абсолютно.

Пусть конъюнкции 31/(г =l, ..., а) пересекаются с конъюнкциями
<&*(£■=!, ..., ß) и имеют общую часть ©ь

Sti = Bt;@b .... ЗСа = ЗП<£ь

конъюнкции ЗХ/(/ = a -f- 1, ..., р) пересекаются с ®/(/ =ß+l, .. •, у) и.
имеют общую часть @2 :

Жа + l = Ж'а+№2 ,
....

=

©p+jcnõij+jga,
...,

® т =-®;е2;

@m (m =Y+l. 5 ) не пересекаются с 3f/(t=l, ..., р). Д.н.ф. (1.3)
получит вид

9CRs= a3l'i*{£iV cm'a+i, Л2 V b§& lqV ß (&V ® B+i, T @2V ®T +i. s,

в котором нарушаются свойства А{а,&\), А{а,^2 )-

Пусть конъюнкции 31/(г =l, ..., а) пересекаются с (&k {k =l, ..., ß)
и имеют общую часть (£:
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Ж1 = Ъ'г&, Я. = Яl®,
® ß = @ß(£;

Я/(/ = a-j— l, р) не пересекаются с ®k {k= 1, (&(/ =

= ß -f- 6 ■■ ■, s) не пересекаются с 266 —l, ..., р). Д.н.ф. (1.3) примет
вид

9(R5 = e2l , i.®VflSl.+ i > pV 6Ssi? V®iß@ V®ß+i fS,

в котором нарушается свойство Л(а,(£).
Итак, в случае пересечений конъюнкций первого типа с конъюнк-

циями третьего типа, д.н.ф. (1.3) имеет свойство А абсолютно только
тогда, когда все конъюнкции 26 6= 1, ..., р) пересекаются с некото-
рыми конъюнкциями

Аналогично рассматривается случай пересечений конъюнкций вто-
рого типа с конъюнкциями третьего типа.

Теорема доказана.

Теорема 2. Если д.н.ф. (1.3) имеет свойство А абсолютно, то она
является формулой проводимости квазибесповторной схемы в классе
последовательно-параллельных схем.

Доказательство. Для доказательства теоремы нужно найти
схему в классе последовательно-параллельных схем, формулой прово-
димости которой является д.н.ф. (1.3). При этом приходится учитывать
все те случаи пересечений конъюнкций 26 (/ =l, ..., р) , ЗЗД/ =l, ..., q) ,
(&k {k=\, ...,

s), при которых д.н.ф. (1.3) имеет свойство А абсолютно
и их комбинации.

1. Если ни одна пара из конъюнкций 26Л-(/ =l, ..., р), .23/(/ =
—: 1, ..., q) , (S6;(&=1, ..., s) не пересекается, то д.н.ф. (1.3) является
формулой проводимости квазибесповторной схемы 1.

Пр имечание 1. В схемах выражением Щ обозначается подсхе-
ма, в которой цепи с проводимостями 26, ..., 91/ соединены парал-
лельно.

2. Пусть д.н.ф. (1.3) принимает вид (1.7). Если в д.н.ф. (1.7) конъ-
юнкции 26 (/=l,

..., ус) ни в одной группе больше не пересекаются, то
(1.7) является формулой проводимости квазибесповторной схемы 2.

Схема 1.

Схема 2.
Схема 3.
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Аналогично получается квазибесповторная схема и в тех случаях,
когда между собою пересекаются конъюнкции второго типа или треть-
его типа, и только те.

3. Пусть д.н.ф. (1.3) принимает вид (1.8). Если в д.н.ф. (1.8) не
имеется пересечений конъюнкций ЗЕ Д= 1, ..., р) , ЗЗу (/ — 1, ..., q) ,

(&k (k>= 1,
...,

s)
, то она является формулой проводимости квазибеспов-

торной схемы 3.
Легко увидеть, что д.н.ф. (1.8) является формулой проводимости

квазибесповторной схемы и в том случае, если в ней между собою
пересекаются конъюнкции одного и того же типа (т. е., или ЗЕ {i
—l, ..., р), или Sßj(j= 1, ..,, g), или (&k{k =l, ...

, 5)), и только те.
4. Пусть д.н.ф. (1.3) принимает вид (1.9’), т. е.

ЗЛ S =alhp @IV Ш1(? V63 1 VO3а-И, s, (1.9’)
в которой '®а+ь ..., %не пересекаются сЗЕ(i —1, ..., р). В д.н.ф. (1.9’)
все конъюнкции ЗЕ(/=l, ..., р) могут пересекаться с некоторыми
КОНЪЮНКЦИЯМИ ИЗ ‘®/г (k =l, ..., а). Пусть

ж' Р =ж;@2,

Д.н.ф. (1.9’) принимает вид

V '(s)а-и, i, (1.10)

в котором <S3ß +l ,
..., 03а не пересекаются с конъюнкциями ЗЕ {i

= \,
.... р).

В д.н.ф. (1.10) все конъюнкции ЗЕ(/=l, ...,
р) могут пересекаться

с некоторыми конъюнкциями из 03* {k —1,
..., ß). Выделим их общую

часть @3, преобразуем д.н.ф. (1.10) ит. д. Процесс продолжается до тех
пор, пока в д.н.ф.

теГ =т5?e,®2 ... ®„vщ, v ® ... ®„ v
veSHl’«!...®,., v... v®;+ i, p gle2 v®p+ i,.glv@.+l„s

ни одна конъюнкция из
{k =l, ..., е) не пе-

ресекается с конъюнкция-
ми ЗГ* П) (г— 1,..., р). Если
и —l, ..., q ) не пе-
ресекается с конъюнкция-
ми второго или третьего
типа, то д.н.ф. (1.11) яв-
ляется формулой прово-
димости квазибесповтор-
ной схемы 4.

Такими же рассужде-
ниями получим квазибес-
повторную схему и в том
случае, если все Щ(/ =
= 1, ..., q) пересекаются
с некоторыми конъюнк-
циями из <Bk{k \,...,5).Схема 4.
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5. Рассмотрим случай, когда между собою пересекаются конъюнк-
ции первого, второго и третьего типа. Полагаем, что

Тогда д.н.ф. (1.3) принимает вид

Шв =аЖ ц, (S 1 \ q V <3 l. V @«+i. s . (1.12)

В д.н.ф. (1.12) конъюнкции §l/(j=l, ...,
p) и 58/ (j =l, ...,

q) могут
пересекаться с некоторыми конъюнкциями (§>*(£=l, ...,

а). Выделим
их общую часть @2 , преобразуем д.н.ф. (1.12) и т. д. После выделения
всех общих частей д.н.ф. (1.12) получит вид

Ш;= аЖ Ш2 .. . V ... С V @ V. .V ® ß +l. а V
V ® а +l, s* (113)

Если в д.н.ф. (1.13) не имеется пересечений конъюнкций, относящих-
ся к одной и той же группе, то д.н.ф. (1.13) является формулой прово-
димости квазибесповторной схемы 5.

Теорема доказана.
Пример 1. Методом

перебора легко устано-
вить, что д.н.ф.

f aek Vabсg\/с dgl V
WäbdkVäuvy g Ik

имеет свойство А абсо-
лютно.

После применения
алгоритма Трахтенброта-
Пильчак (алгоритма
Т.—П.) [ li2] получим ква-
зибесповторную схему: Схема 5.

1) условию последовательности удовлетворяют пары переменных:

a, b ; а, с; b, с; с, d; b, d; и, v. Полагаем

q\ = abc , q2 = cd , <73 = bd, q 4 = uv;

f =äekVgqi Vg/V äkq 3\/äq 4V те» Vg/£
2) условиям параллельности удовлетворяют пары переменных: &, </2 ;

£, g 3. Полагаем
q 5 = kVq 2 , qß = eVq3;

f äkqeVgqiVglqsVäqi Vw.
3) условию последовательности удовлетворяют пары переменных:

к, qs; I, q 5. Полагаем
qi kqs, qa lqb,

f = äq 7V gq8 V äq 4W те».
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4) условиям параллельности удовлетворяют пары переменных;
с/ 4, q7 \ q\,q%. Полагаем

q 9 = q4 \/q 7, qio

f ~äq9\/gq IO V w.
Д.н.ф. aq§ V §q ] 0V w реализуется схемой 6a. После замены ребер qs,

<7ю соответствующими подсхемами получим схему 66.

Схема 6а. Схема 66.

§ 2.

Пусть имеется д.н.ф.
Ш = аЖ\ р \/ bsßic,\/ab&irV @ls , (2.1)

в которой свойство А{а, Ь) нарушается, т. е. кроме конъюнкций первого
и второго типа она содержит хотя бы одну конъюнкцию типа аМ£. Такая
д.н.ф. может или являться, или не являться формулой проводимости не-
которой квазибесповторной схемы.

Пример 2. В д.н.ф.

fi (х, у, z, w) xyw\/xyz\Jyzw V xw

нарушается свойство А {х, у), но
она является формулой проводимо-
сти квазибесповторной схемы 7.

Пример 3. В д.н.ф.
Схема 7.

/ 2 {х, у, z, w)= xyxsN xyzw\/ xyw
нарушается, например, свойство А {у, w) и она не является формулой
проводимости никакой квазибесповторной схемы.

Естественно возникает вопрос, при каких условиях д.н.ф. вида

«Ki = аЖV bf&'V abH V ®, (2.2)
где Ж не содержит b, S& не содержит а и (£, <Sj не содержат ни а, ни Ь,
является формулой проводимости некоторой квазибесповторной схемы.
Для того, чтобы ответить на этот вопрос, исследуем квазибесповторную
реализуемость трехчлена

& 1 = a%VbmVab&. (2.3)
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Предположим, что (J не пересекается ни с 91, ни с 33. В противном слу-
чае, если © имело бы общую часть, например, с 31(51 = 2©© и © = ©[©),

мы получили бы д.н.ф.
Г, ■= аШ&\/ШдУаЫ£ l<£.

Если здесь полагать q а®, то получим

S'i ■= qWiVfc&Vqb&i,
т. е. д.н.ф. такого же типа, как и (2.3).

В д.н.ф. (2.3) конъюнкции 21 и 23 могут пересекаться. Пусть 2t = 2ti©)
и 23 = 23i®. Пропуская индексы, получим д.н.ф.

2 = a2tW6'23® Va6©. (2.4)

В дальнейшем мы исследуем квазибесповторную реализуемость
д.н.ф. (2.4) в самом простом случае, именно предполагаем, что 21, 23,©, 2)
означают какие-то последовательно соединенные ребра в схеме, реа-
лизующей (2.4).

Примечание 2. Из условий параллельности [2 ] следует, что
д.н.ф.

й2 = 025V623Va6© (2.5)

не является формулой проводимости никакой квазибесповторной схемы.

Теорема 3. Д.н.ф. вида (2.4), в которой 2№ 1, 23 Ф 1, ©Ф 1,
1 и ни одна пара из конъюнкций 21, 23, ©, $ не пересекаются, не

является формулой проводимости никакой такой квазибесповторной
схемы, в которой 2t, 23, ©,Ф означают последовательно соединенные
ребра.

Доказательство. Из [ ! - 2 ] известно следующее: д.н.ф. является
формулой проводимости некоторой квазибесповторной схемы тогда и
только тогда, когда применение к ней алгоритма Т.—П. кончится по-
строением этой схемы.

Применим алгоритм Т.—П. к д.н.ф. (2.4). В ней содержится шесть
булевых переменных a,b, 2t, 23, ©,©>. Из шести ребер нельзя построить
неразложимой схемы [3 ]. Попытаемся построить разложимую схему.
Легко проверить, что никакая пара переменных из а, b

, 21, 23, (У, Д) не
удовлетворяет условию последовательности. Необходимым условиям
параллельности удовлетворяют следующие пары переменных:

(2t, 23), если а23 = 0 и 62t = 0;
(2t, ©), если ©5) = 0 и 62t =0;
(23,©), если ©Д) = 0 и а23 = 0,

Если полагать qx = 2CV2S, то (2.4) имеет вид

2' ау хД) VbqiQ Vab&. (2.6)
В д.н.ф. (2.6) пара переменных удовлетворяет условию после-
довательности. Если в (2.6) полагать q2 = qfö, то (2.6) имеет вид

2' = aq 2 Vbq 2 V ab&,
которая относится к типу (2.5). Значит, квазибесповторной реализации
не существует.
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Аналогично доказывается, что и в остальных случаях, т. е. если в
(2.4) полагается q = 2tV(£ или q—S3 V (£, или q= SfVS3 V(£, то не су-
ществует квазибесповторной реализации.

Итак, нам не удастся построить разложимой квазибесповторной
схемы с двухреберной подсхемой для д.н.ф. (2.4). Попытаемся по-
строить схему с пятиреберной подсхемой для (2.4). Необходимым усло-
виям вполне внутренней звезды [ 2] удовлетворяют следующие наборы
переменных:

(а, 6,2»;
(а, 21,С), если Ж = 0;
(Ь, §&,(£), если Ш=■ 0;
Ш,33,(£), если Ш = 0.

Из этих вполне внутренних звезд можно образовать шесть пятиребер-
ных подграфов

Г, (а, Ь, 21, С, 3)),
Г 4 (a, Mt, 25,С),

Г2 {а,Ь,®Л,Ъ),
г5 (а, Я, »,<£,2»,

Г3 (а, Ь,Ж, 93,3)),гдмх, ял, я».
Легко проверить, что ни один подграф не удовлетворяет условию под-
схемы квазибесповторной схемы [2 ], реализующей д.н.ф. (2.4).

Таким образом, синтез квазибесповторной схемы для (2.4) при Но-
мощи алгоритма Т.—П. не удается. Это значит, что д.н.ф. (2.4) не яв-
ляется формулой проводимости никакой квазибесповторной схемы.

Теорема доказана.
Теорема 4. Д.н.ф. (2.4), в которой ни одна пара из конъюнкций

21,Д) не пересекается, является формулой проводимости такой
квазибесповторной схемы, в которой 21, 2) означают последова-
тельно соединенные ребра, тогда и только тогда, когда выполняется по
крайней мере одно из следующих условий

1° 3>-= 1. 2ШЖ = 0;
2° £= 1, 2Ш -0;
3° Ж = 1, 23(£ = 0;
4е Ъ = 1, 2Г<£ =O.

Доказательство. Достаточность. Легко увидеть, что в
случаях I°—4° д.н.ф. (2.4) является действительно формулой проводи-
мости квазибесповторных схем Bа, 86, Bв, 8г соответственно.

Схема Bа. Схема 86. Схема Bв. Схема Bг.

Необходимость; Покажем, что д.н.ф. (2.4) не является форму-
лой проводимости никакой квазибесповторной схемы, если ни одно из
условий I°—4° не выполняется.

Теоремой 2 показано, что д.н.ф. (2.4) не является формулой прово-
димости квазибесповторной схемы, если
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Пусть одна из конъюнкций 21,23, (£, 2) в д.н.ф. (2.4) равна единице,
причем условия I°—4° не удовлетворены. Д.н.ф. (2.4) примет следую-
щие формы:

1) %3 ==aWVmVab&, причем Ш£ФO; (2.7)
2) = аЩУЬШУаЬ, причем Ш+ 0; (2.8)
3) S s .= а®'ЧЬШУаЬЪ, причем ЖФ 0: (2.9)
4) £6 = B2X2)Vö2) Vaö(£, причем 31© ФO. (2.10)
Квазибесповторная нереализуемость каждой из д.н.ф. (2.7), (2.8),

(2.9), (2.10) доказывается применением к ней алгоритма Т.—П. Оказы-
вается, что синтез при помощи этого алгоритма ни в одном случае не
кончится построением схемы.

Теорема доказана.
Перейдем к рассмотрению вопроса, при каких условиях д.н.ф.

912 = аШУЬШУаЫ£\/'® (2.11)
является формулой проводимости некоторой квазибесповторной схемы.

Следствие из примечания 2. Д.н.ф.
923 =■ a23V6,23Va£(£V® (2.12)

не является формулой проводимости никакой квазибесповторной схе-
мы.

Следствие из теоремы 3. Если в д.н.ф. (2.11) ни одна пара
из конъюнкций 21, 25, (£, 2) не пересекается и 2ХФ 1, 23 Ф 1, ET 1,
2) Ф 1, то д.н.ф. (2.11) не является формулой проводимости никакой
такой квазибесповторной схемы, в которой 21, 23, С, 2> означают после-
довательно соединенные ребра.

Следствие из теоремы 4. Если в д.н.ф. (2.11) ни одна пара
из конъюнкций 21, 23, (£, 2), ® не пересекается и выполняется по край-
ней мере одно из условий I°—4° теоремы 4, то д.н.ф. (2.11) является
формулой проводимости квазибесповторной схемы.

Именно, если ни одна пара из конъюнкций 21, 23, С, 2), ® не пересе-
кается, то д.н.ф.

Ш4 = ß2l VтЧаЖ V&, (2.13)
в которой 21'23'Е 0 является формулой проводимости для схемы 9а;
д.н.ф.

% = аШУЬШ Va6 V (2.14)
в которой 2X23 = 0, для схемы 96; д.н.ф.

% = a®Vbm V ab& V ®, (2.15)
в которой 23Gt = 0, для схемы 9в; д.н.ф.

927 = а212) VösVöö&V®, (2.16)
в которой 2ХС = 0, для схемы 9г.

Схема 9а. Схема 96. Схема 9в. Схема 9г.
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Нам остается исследовать квазибесповторную реализуемость д.н.ф.
(2.13—16) в случаях, если некоторые, из конъюнкций Ж, S3, (£, 2), 63
пересекаются. Для этого, чтобы ответить на этот вопрос, приходится
иссдедовать каждый из д.н.ф. (2.13—16) отдельно и учитывать все
возможные пересечения конъюнкций Ж, $3, (£, 63.

Начнем исследованием квазибесповторной реализуемости д.н.ф.
(2.13). Возможными пересечениями конъюнкций 21, S3, (£, 63 бывают;
1) ни одна пара из 26 S3, (£, 63 не пересекается, 2) Ж, S3, (£, 63 пересе-
каются по два, 3) 21, S3, (£, 63 пересекаются по три и 4) все конъюнкции
21, S3, (£, 63 пересекаются между собою.

Теорема 5. Если в д.н.ф. (2.13) {£ пересекается с 63 (т. е. (£ = (£,(£

и 63 = 63i@), то д.н.ф. (2.13) не является формулой проводимости ни
одной такой квазибесповторной схемы, в которой 2Х, S3, Ои, 63ь (£ озна-
чают последовательно соединенные ребра.

Доказательство. Применим к д.н.ф.
2Н == а2IV/;S3 V V (2.17)

алгоритм Т. —П. Оказывается, что синтез при помощи этого алгоритма
не кончится построением схемы. Этим и доказывается квазибесповтор-
ная нереализуемость д.н.ф. (2.17) схемой, в которой 2(, S3, (£ь 63i,
означают последовательно соединенные ребра. Теорема доказана.

Образуем из членов д.н.ф.-ы (2.13) следующие д.н.ф.

9?41 = c2(V6S3 V ab&, (2.18)
Ш42 = a2t V6S3 V63, (2.19)
9i4

*

3 qW.Vab&V 63, (2.20)
Si44 = 653 VоШ V 63, (2.21)

и исследуем их квазибесповторную реализуемость. Если по крайней
мере одна из д.н.ф. (2.18—21) окажется квазибесповторно нереализуе-
мой, то и (2.13) квазибесповторно нереализуема.

Теорема 6. Если в д.н.ф. (2.13) Gt не пересекается с 63 и д.н.ф.
(2.18—21) являются формулами проводимости некоторых квазибеспов-
торных схем, то и (2.13) является формулой проводимости квазибеспов-
торной схемы.

Доказательство. Каждый случай пересечения конъюнкций 26
S3, <£, 63 исследуется по следующему плану; 1) выделяются общие части
конъюнкций 21, S3, (£, 63 и преобразуется д.н.ф. (2.13); 2) устанавли-
ваются условия, вытекающие из квазибесповторной реализуемости
(2.18^—21); 3) показывается, что эти условия достаточны для квазибес-
повторной реализуемости д.н.ф. (2.13).

Рассмотрим частный случай: 21 пересекается с 63.
1. Пусть 21 = 26® и 63 63г®. Д.н.ф. (2.13) имеет вид

96 = аШ/SVbS3V ab&V 63i®.
Предположим, что ни одна пара из 26, S3, (7, 63ь ® не пересекается.
2. Д.н.ф. (2.18) получит вид 9i6 = a26®V6S3V ab& и д.н.ф. (2.20) вид
9^43 = g26® Va/>® V63[ü x . Если д.н.ф. (2.18) и (2.20) являются формулами
проводимости квазибесповторных схем, то по теореме 4 для д.н.ф. (2.18)
выполняется условие 26S3GD® = 0 и для д.н.ф. (2.20) условие 626®63 t =0.
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Д.н.ф. (2.19) получит вид 3l/42=r ß31r®V #35 V
V ®i® и д.н.ф. (2.21) вид DIV = #35 V aö® V
V ®г®. Так как д.н.ф. -(2.19) и (2.21) имеют
свойство А абсолютно, то по теореме 2 они,
являются формулами проводимости квазибес-
повторных схем.
3. Легко увидеть, что д.н.ф. (2.13) является
формулой проводимости квазибесповторной
схемы 10, если только 31]35®® = 0 и #3li®@i = 0.

Схема 10.

Так как исследование всех случаев идет по такому же плану, то
представим только результаты в виде таблицы 1. Этой таблицей и дока-
зывается теорема 6.

Примечание 3. При составлении таблицы 1 предположено, что
® не пересекается ни с 31, ни с 35, так как в случае пересечения ®, напри-
мер, с 1 (31 = 31i®, ® = ®г®) д.н.ф.(2.13) примет вид

9гГ|эд(£ V&3sVa6®]®V®; (2.22)

если здесь полагать q = а®, то получим д.н.ф.

который имеет такой же тип, как и (2.13). Отсюда вытекает, что иссле-
дование д.н.ф. (2.22) сводится к исследованию д.н.ф. (2.13).

Примечание 4. В таблице 1 отсутствуют некоторые случаи, на-
пример случай, когда 31, 35, ® пересекаются между собою и имеют
общую часть ® (St = 31i®, 35 = 35]®, ®=®i®). Д.н.ф. (2.13) примет тог-
да вид

= (2.23)
и д.н.ф. (2.18) вид

SЙУ =а 31,®V ЬШV аб®. (2.24)

Так как в общем случае ни одна из конъюнкций 31], 35], ®, ® не равна
единице, то по теореме 3 не найдется ни одной такой квазибесповтор-
ной схемы, в которой 3®, 35], ®, ® означали бы последовательно соеди-
ненные ребра и формулой проводимости которой являлась бы д.н.ф.
(2.24). Отсюда следует, что и д.н.ф. (2.23) не является формулой про-
водимости никакой такой квазибесповторной схемы, в которой 31ь35ь®, ®

означают последовательно соединенные ребра.

Так как и в случаях;
1) пересекаются 31, 35, ®; $l, ®; 35, ® (31-=Sli®& 35 = 35® = ®<®,

® ■=&&$);
2) пересекаются 31, ®,®; 35,® (31 = 31]®, 18= 355, ® =®i®, ®=®,®^);

3) пересекаются 31,35,®; 31,®,®; 35,®,® (21 = 3®®& -35 = 35i®£, ® =

=ШШ ®=®iШ;

не все д.н.ф. (2.18—24) являются формулами проводимости некото-
рых квазибесповторных схем, то и для д.н.ф. (2.13) не найдется такой
квазибесповторной реализации, в которой 31ь 35], ® ь ® ь ®, £> означают
последовательно соединенные ребра.

3 ENSV TA Toimetised Т-3 1963
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Сформулируем результаты, полученные о квазибесповторной реали-
зуемости д.н.ф. (2.14—16).

Аналогично теоремам 5 и 6 доказываются и теоремы 5’ и 6’.
Те о р е м а s’.
1. Если в д.н.ф. (2.14) 2) пересекается с @(2)'= 2)г(2 и ©=:©[{£), то

д.н.ф. (2.14) не является формулой проводимости ни одной такой квази-
бесповторной схемы, в которой 33,2)ь(&ь(£ означают последовательно
соединенные ребра;

2. Если в д.н.ф. (2.15) В пересекается с (£ с2)и ($ с 2>(žß; =
(£ 2) = @ = то д.н.ф. (2. 15) не является формулой
проводимости ни одной такой квазибесповторной схемы, в которой
ssi, (2 Ь 2л, fö означают последовательно соединенные ребра;

з*
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3. Если в д.н.ф. (2.16) 21 пересекается с (£ сЯ) с ф (21 = 2Xi(£,
(£'=&is, <£)i= ( £)is!Q‘, <& = (3i№q) ,

то д.н.ф. (2.16) не является формулой
проводимости ни одной такой квазибесповторной схемы, в которой
ЭДь&ьФь®!, I®, %, § означают последовательно соединенные ребра.

Итак, по теореме 5’ д.н.ф.
,

5
= a2l3) l '@Vö:e3) l @VaöV<Sl (ž ) (2.25)

Г6 = (2.26)

Ш' 7 = aVhSh®%sVb® l %sVab(£ l %V <ЗгЩ> (2.27)

не являются формулами проводимости ни одной такой квазибесповтор-
ной схемы, в которой 21, 2Хь 23, 23ь (£ь ®ь !®, £> означают последователь-
но соединенные ребра.

Теорема 6’.

1. Если в д.н.ф. (2.14) 5) не пересекается с(В и д.н.ф.-ы 2isi—-
= а 2X3) \/ЬШ V ab; %2 = а2ХЗ) УЬШ) V 9453 ■= «2125 VabV ®; Ж54 =

= 6232)V аЬУ ■© являются формулами проводимости некоторых квази-
бесповторных схем, то и д.н.ф. (2.15) является формулой проводимости
квазибесповторной схемы;

2. Если в д.н.ф. (2.15) 23 не пересекается с (В, д.н.ф-ы
i =SVbmVat&; Мея = a®VbmV<B; %з = a®Vab&V(B; %4 =

= btd&Vab&V (В являются формулами проводимости некоторых квази-
бесповторных схем, то и д.н.ф. (2.14) является формулой проводимости
квазибесповторной схемы;

3. Если в д.н.ф. (2.16) 2Х не пересекается с 63, (£ с3)и3) с (В и д.н.ф.-ы
Ш7l %2 = a2X3)V63)V®; 9?7 з = a2X3)V aM£V®; =

= 63)Vab&V (В являются формулами проводимости некоторых квази-
бесповторных схем, то и д.н.ф. (2.15) является формулой проводимости
квазибесповторной схемы.

Обобщим теоремы 6 и 6’ на д.н.ф.
Ш =a2X lpV623lp V ab(B lrV <B ls . (2.28)

Теорема 7. Если д.н.ф. (2.28) не содержит квазибесповторно не-
реализуемых многочленов вида (2.17, 25—27) и все д.н.ф., полученные
из членов д.н.ф. (2.28), в комбинации по три, являются формулами про-
водимости некоторой квазибесповторной схемы, то и д.н.ф. (2.28) яв-
ляется формулой проводимости некоторой квазибесповторной схемы.

Пр и мер 4. Является ли д.н.ф.

f{a, b, с, d)= bcdVäbdWacd\JabcdWabc
I II 111 IV V

формулой проводимости некоторой квазибесповторной схемы? Чтобы
ответить на этот вопрос, исследуем квазибесповторную реализуемость
д.н.ф., полученных из членов данной д.н.ф., комбинируя их по три,
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1) I VII V III: bed V abd V aed = d{be\j' ab W ас).

Пусть 2t =ö, Ш=Ь, (I=l, 35=1. Выражение в скобках квазибес-
повторно реализуема по теореме 4, так как 3>= 1 и 2Х23(£ = 0.

2) IV II VIII: bed V abd V abcd.
21= äb, 5& = acd . Щ= ei 2) =l. (Удовл. уел. 1° теоремы 4).

3) I V II V V: bedw äbclW abc ;

21 be, 23 = ас, (£ =ä, 25= 1. (Удовл. уел. 1° теоремы 4).
4) I V 111 V IV; bcdVaedW abcd-

-21 =ä, 23 = aed, (£ =l, 35=1. (Удовл. уел. 1° теоремы 4).
5) I V 111 V V: bedV aed\ abc.

Ни одна пара переменных не нарушает свойства А.
По теореме 2 д.н.ф. квазибесповторно реализуема.

6) I V IV V V; bedW abcd V abc,
2l = ed, 23 =b, &= d, 35=1. (Удовл. уел. 1° теоремы 4).

7) II V 111 V IV: õhd\/ aed\J abcd. (Удовл. уел. теоремы 2).
8) II V 111 V V: abd V aedM abc ;

21 = ас, 23 =с; (£ =l, 3)=l. (Удовл. уел. 1° теоремы 4).
9) II V IV V V: äbd V abcd V abc\

2l = äd, 23 = bd, (£ =Л , 25=1. (Удовл. уел. 1° теоремы 4).
10) 111 V IV7 V V: äed\/ abcd V abc. (Удовл. уел. теоремы 2).

Итак, все д.н.ф., полученные из членов дан-
ной д.н.ф., в комбинации по три, удовлет-
воряют условиям теорем 2 или 4. Значит,
они все квазибесповторно реализуемы. Тог-
да и данная д.н.ф. квазибесповторно реа-
лизуема. Легко увидеть, что она является
формулой проводимости квазибесповторной
схемы И. Схема 11.

ЛИТЕРАТУРА
1. Б. А. Трахте н б р о т, К теории бесповторных контактных схем. Тр. Матем. ши-

та им. Стеклова АН СССР, 51, 1958, 226—269.
2. Б. Ю. Пиль ч а к, О синтезе квазибесповторных схем. Проблемы кибернетики,.

вып. 3, 1960, 95—122.
3. А. В. Кузнецов, О бесповторных контактных схемах и бесповторных суперпо-

зиций алгебры логики. Тр. Матем. ин-та им. Стеклова АН СССР, 51, 1958..
186—225.

Институт кибернетики Поступила в редакцию
Академии наук Эстонской ССР 17. XII 1962



262 П. Ханко

RELEE-KONTAKTSKEEMIDE KVAASI KORDUMATUS
P. Hanko

Resümee
Artikli esimeses osas antakse piisav tingimus selleks, et antud loogiline valem oleks

kvaasikordumisteta skeemi juhtivusvalem. Artikli teises osas käsitletakse loogiliste vale-
mite kvaasikordumisteta realiseeritavust juhul, kui nimetatud tingimus ei ole täidetud.

Eesti NSV Teaduste Akadeemia Saabus toimetusse
Küberneetika Instituut 17. XII 1962

ON THE QUASINONREPETITIONALITY OF RELAY-CONTACT SCHEMES
P. Hanko

Summary

In the first part of the paper a sufficient condition is given that the logical formula
under consideration is the switching function of a quasinonrepetitional scheme. The second
part deals with the quasinonrepetitional realization of switching functions when this
condition is not satisfied.
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