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Для приближенного решения нелинейного операторного уравнения

Р(х) = 0 (1)
в вещественном гильбертовом пространстве Н метод градиентов может
быть получен следующим образом (ср. [5 - 6]):

заменим уравнение (1) эквивалентным ему функциональным урав-
нением

ф(*) =)! Р{х)\\ 2 =O. (2)
Так как

grad ф(х) = 2[Р'(х)]*Р(х), (3)
то, исходя из приближения хп к решению х* уравнения (1), следующее
приближение хп+l выбирается в направлении антиградиента

J£#rHх п в[Р'{хп )]*Р{хп), (4>
(п —O, 1, ...)

причем е некоторое положительное число.*
В данной заметке мы используем понятие аналога разделенных раз-

ностей F(x',x") для функционала F{x) (см. [3 ]). Так как в гильберто-
вом пространстве по определению fl ]

F'{x)h = {h, grad F (х) ), (5>

то аналогично (5) определим и понятие интерполяционного аналога
градиента для функционала F{x), который обозначим через F{x', х"):

F{x',x")h = {h,F{х',х")). (6>
Для функционала ф(х)= || Р{х) Ц2 легко получается

Ф(х\ х") h= (Р (xf
, х") h, Р (аД + Р {х") ), (7)

откуда
Ф(х\ х") = Р* (х', х") [Р {х') + Р {х") ], (8)

где Р*(х',х") сопряженный к Р{х'у х") оператор.

* Вместо фиксированного е в (4) рассматривается и последовательность положи-
тельных чисел {еД (см. [ 2> 5- 6]).
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Исходя из приближений хп, хп-\ и выбирая следующее приближение
в направлении интерполяционного аналога антиградиента, получим
итерационный метод

хп+ 1 —Хп е Р"' ( хп, х п-\) [Р (хп) -j- P(x rt-i)], (9)
е >0; п=0,1, ...

Ниже доказываются две теоремы о сходимости метода (9). Прежде
всего покажем, что справедлива следующая
Лемма. Пусть

ЛП~\ ~\~^г\п 2~Р +

H“ 4“ 4“ ДЛ«Л«-1 4“ ДЛяЛп-2 Ч~ В§X\n—\X\n—2i (Ю)

причем Ai >O, Д>o(/ = 1, ... ,5) и ,ц, >o{i=—l. 0,1, ...). Если

/ 5 5

]/ Yi A ‘ + m H ß‘< 1. (И)
I=l I=l

где т = шах (ц_ь Лсь л0» то существует
lim = 0.

я-^оо

Доказательство. По индукции легко установить, что Цп Дпг
(ц = 2,3, . . .). Отсюда вытекает: существование

lim Tb =с, причем О^с^т.
п —> оо

Допустим, что с Переходя к верхнему пределу в неравенствах
(10), получаем противоречие:

/5 ' 5

С<с]/ Yi Ai JrC2 Yl B i <c.
/■=l I=l

Итак, Ишг) п =O. Так как ц 0, то существует lim =O. Лемма до-
п—> сю п—> оо

казана.

Теорема 1. Пусть в замкнутой области Q, содержащей последова-
тельность {х„} {п =— 1,0, ...) справедливы оценки

а) \\P*(x /,x")h\\ И/г И, o<М< + оо,Уж
б) ||Р(х',

в) ||Р(х, ,х
,, )—Р(х//,х //, —^'"Ц.

для каждого х'\ х", x'"eQ, heH и выполнено одно из условий I°, 2°, 3°:

1” МК<а; o<е<-~-; (/W3 е3 + 3/С2 е+ 1 +
+ 8/<" Д mе2 < 1;
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2° M/(<a;s> 3 Цт~’V3K3 e3 + &+ЪК е2 <1;

3° MK Js а; )/зЛ'3 г 3 J- 3/С2 е2 —-f I i 8/СLте2 < 1,

где а корень уравнения 2x 3 -J-5x2 2л: —9 —0 (а?« 1,239) и
т max { If Р(*м)II; ||Р(х O )Ц; НР^ОЦ}.

Тогда уравнение (1) имеет в области Q единственное решение х*,
к которому последовательность (9) сходится.
Доказательство. Введем обозначения;

I! P{Xi)\\ =y]i о, ...). .(12)

На основании интерполяционной формулы Ньютона [3 ]

■1! Р (Хп+ l) II <ll Р Р (хп, хп- 1) (x„+i хп ) II 4-
—l~ II [Р {Xn+l} Хп ) Р [.Xni Хп— 1) 1 ( •*•«) 4 (13)

Для п— 1,2, ... получим

II Р(хп ) 4- Р (Хп, Хп- 1) (jCn+l! *n) li2
-Il P(0- eP(xre ,x„-,)P* (xn, xn-i ) [PW4P(i,h)]I!2 -

= II PW II 2 -28 II P* (х„, Хп^)Р(хп ) Ц2 -
2e(P(xn,x„-i)P* (xn, х Лт*) P{xn ),P{xn-i)) 4-

+e2 II P (х, г,
xn-i)P‘" (xn, x„- t ) [P(xn )4~ P (xft-i)] ||2

=II P(x n) II 2 —3sII P* (Хп, Х/г —!) P(x„)]| 2 ell P* (x„, X,i—i ) P(x„-i)ll 2 4-
+8 il P*(xn , X„-j) [P(x„)— P(x„-i)] II 2 4-

+B2 I! P(Xn, Xn-i) P* (xn , Xn-\) [P(Xn)+P{Xn-l)] II2 . (14)
Поскольку

11 P*(x„, Xn- 1) [P{xn ) — Р(хун)] II =II P*(Xn, Xn-l )P (x„, XV-j ) (х/г
— X„-i) || =

=8 II P* (x»,x„-i) P(x„,x„-i)P* (xn-b xn- 2 ) [РОтРМИ!, (15)
то на основании оценок а и б

II Р (*„)Д Р (Л'л, -V„-, ) (*„+, - Л-„) II2 <

< + +№е2 +К2 е2-I? е)п^,+
+Д3B3Tj 2 + 2Д2 82 Р„ Т],г-1 + 2Д3 .8 3 T]„-i (16)

Так как

I! [Р Х п) Р (X;i , X/,— j) ] (х,г-н Х /г ) |j ДС L|| Хп+Х - Х п ]| jj Хп+\ Хц-\ || Д^
<: L!| Х /г+l - Хп II ( ||xrt+j Х/г И ~|~ I! Х/г Хп— j Ц) Дб

<ДL еДтЬг 4- 2Г| я_l 4- Згр, P/i-i +-Ч»‘Пп-2 + 1 1п-1 Р/г-г) • (17)
то из (13), (16) и (17) вытекает

П„+ l < [(К2 е2 --+ 1)П 2 + ( г3 +Л2г2-Д) п * -1 +

+ Л3 е 3 11 2
_ 2 +2К2 Е2 +2 К 3 г3 11„-г]1,!+

+ДLB2(пl+2ц2
_ J 4- Зтр; T]„-1 -|- Р/г + Ц п-1 Ц п- 2)

. (1 8)



Об интерполяционном аналоге метода градиентов 241

Используя доказанную лемму, нетрудно установить, что при выпол-
нении одного нз условий I°, 2° и 3°

lim j) P(je„)'i = lim T]n = 0.
П—> OO tl —> oo

Единственность решения в замкнутой области Q вытекает из усло-
вия а (ср. [4 ]).

Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть в замкнутой области Q, содержащей последова-
тельность {хп } {п =—l, 0, ...), справедливы оценки

а) {P{x',x")P*{x",x'")h,h)>~\\h\\ 2
, o<М< + оо,

б) II Р (х\ х") lj < \/К
для каждого х', х", х'"е Q, he Н и выполнено одно из условий I°, 2°;

1“ МК< ]д; °<«<

2° МК> П. o<е< 2Щг-
Тогда уравнение (1) имеет в области Q единственное решение х*,

к которому последовательность (9) сходится.

Доказательство. Исходя из равенства
Р {Xn+U Хп) (х'д+l Xn) = Р {X/t+i) - Р ! (19)

получим для п— 1,2,...

II РП„-н)1| 2 =II Р(х„)- PUan. U.+l II 2
=

= \\Р(х„)\\*-2е(Р(х„+l,Хп)Р*(Хп,Х„. l )lРЫ+Р(*п-I)ЪР<>‘п))+

+B2 II Р(хп+ l, х„) Р* (х,„ хп -\ ) [Р (хп )+ р (*»-,) ] II 2 =

= II /’(-'•«)Г 2 ДГ,(*„))+
+ 2 г(Р{Хп», х„)Р* (Хп.хп-,)[Р(Хп)-Р (*,)) +

+ е 2 II Р(л-„+ь Х„)Р~ (х„, x„-,)[P(x„)-l- Р(*„-,)] II 2
. (20)

Так как
Р(Хп) Р (хп~\) Р (хп, Ха-\) ( Х п Хп-i)

= —еР{Хп, хп^)Р*{хп- 1, х„-2 )[Р(х„_l )-|- Р(хп_2 )], (21)
то, обозначив || Р (лу) || = r| t-, получим на основании (20) и (21)

Vl+l <(К2 е2 -е+ I)п2 4- К2 е2 л«-—! +

+ 4е 2 К 2 ц п трг_l + 2е2 К2 ц п г) п- 2 . (22)

Теперь нетрудно установить (ср. с доказательством теоремы 1), что
условие 1° (или 2°) обеспечивает сходимость последовательности (9)
к решению х*. Единственность решения опять-же вытекает из условия а
(ср- [4 ]).

Теорема доказана.
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Замечание. Теоремы 1 и 2 остаются в силе, если в (9) е заменить
е„, причем последовательность положительных чисел {еп} неубываю-
щая. В формулировках теорем заменим е числом sup е„.

При приближенном решении линейного операторного уравнения

Тх =Ах -f- b —0; ЬеН (23)

метод (9) принимает вид

Xn+i =хп гЛ*{Тхп -f Тхп-\). (24)
(8>0)

Так как в данном случае L =O, то из теоремы 1 следует

Теорема 3: Пусть справедливы оценки

а) II Л* h!f > -J= lj h 11, о<м< -{-00, he H,
’ 11 \'m

б) MIKVtf
и выполнено одно из условий I°, 2°:

1° 3/С3 е3 -f- 2К2 s2 < 1;

ГМК>а;

где а корень уравнения 2х3 + 5х2 2х —9= 0 (а 1,239).
Тогда последовательность (24) сходится к решению уравнения (23).
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GRAD!ENDIMEETODI INTERPOLATS lOONANALOOG
S. Ulm,

füüsika-matemaatikateaduste kandidaat

Resümee
Defineeritakse funktsionaali gradiendi interpolatsioonanaloogi mõiste (valem 6),

millest lähtudes vaadeldakse Hilberti ruumis iteratsioonimeetodit (9). Teoreemidega 1 ja 2
antakse piisavad tingimused, milledel jada (9) koondub mittelineaarse operaatorvõrrandi
(1) lahendiks. Erijuhuna vaadeldakse meetodi rakendamist lineaarsele operaatorvõrrandile
(teoreem 3).

Eesti NSV Teaduste Akadeemia Saabus toimetusse
Küberneetika Instituut 9. II 1963

ÜBER DAS INTERPOLATIONSANALOGON DER GRADIENTMETHODE
S. Ulm

Zusammenfassung

Es wird ein Interpolationsanalogon des Gradienten für ein Funktional definiert (For-
mel 6) und zur Behandlung der Iterationsmethode (9) im hilbertschen Raum verwendet. Die
Theoreme 1 und 2 bestimmen hinreichende Bedingungen für die Konvergenz der Folge (9)
zur Lösung einer nichtlinearen Operatorgleichung (1). Als ein Spezialfall wird die
Anwendung der Methode für eine lineare Operatorgleichung behandelt (Theorem 3).

Institut für Kybernetik Eingegangen
der Akademie der Wissenschaften der Estnischen SSR am 9. Febr. 1963


