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Для приближенного решения дифференциальных уравнений с част-
ными производными общеизвестны вариационные методы Ритца и Кан-
торовича. При вариационном методе Ритца решение задачи ищется в
виде ряда, члены которого как функции задаются, а постоянные коэф-
фициенты определяются из системы алгебраических уравнений, являю-
щейся условием стационарности соответствующего функционала. При
методе Канторовича коэффициентами ряда являются функции от одной
переменной, которые определяются из системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. В настоящей заметке предлагается вариацион-
ный метод, где члены ряда ищутся в виде произведения двух неизве-
стных сомножителей, один из которых является функцией одной пере-
менной, а другой функцией другой переменной. Для их определения,
правилами вариационного исчисления, получаются две системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений. При этом коэффициенты одной
системы зависят от решения другой системы и наоборот. Если удастся
эти системы с неопределенными коэффициентами решить, то значения
этих постоянных коэффициентов можно определить из системы транс-
цендентных уравнений. Принципиальное отличие предлагаемого мето-
да от методов Ритца и Канторовича состоится в том, что здесь прово-
дится одновременное варьирование в двух направлениях. Аналогичная
идея использована при приближенном методе Харти-Фока в квантовой
механике [ l ] и при методе Вайнштейна [2 ] для приближенного разделе-
ния переменных.

1. Описание метода

Рассмотрим задачу стационарности функционала

где D прямоугольная область

/= // F{x, у, и, Lix , и у, ихх, ) dxdy, (1.1)
*

D
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Необходимым условием стационарности функционала является диф-
ференциальное уравнение с частными производными

Пусть F(x, у , и,...) имеет такую форму, что множители перед не-
известной функцией и его производными в уравнении (1.2) разделяют-
ся на произведения функции от х и функции от у. Пусть краевые ус-
ловия для ц(х, у) на контуре х= хь х =х2 , у= уь У = У2, ограничи-
вающем область D, будут однородными.

Ищем приближенное решение уравнения (1.2) в виде

где каждая слагаемая удовлетворяет краевым условиям.
Функции fi{x) и gi{y) определяются из условия, что первая вариа-

ция функционала (1.1) равняется нулю

67 = 0. (1.4)

Подставим выражение (1.3) в функционал (1.1)

f =ff G(*. У’ fbfv f"v •• • » fn,fa , g\, gn, g„ .••
•) 'ix dy. (1.5)

D

Здесь штрихами обозначено дифференцирование по координате х и
точками по координате у.

Так как

то в вариационном исчислении известным путем получим, что первая
вариация этого функционала имеет вид

Здесь

F Ux -1P.t + £ =O. (1.2)

П

“(Х,У) fi(x).gi(у) , (1.3)
1 =1

П

6“= S (gibfr+ fibgi), (1-6)
г =1

n ,Xo У 2

M=2 1f L sfidx 4-fKibgidy +

i=l У xx yl

■A~ (Muõfi -j- M2iöf 1 +,...) | x=zXi
+ (1.7)

+ IHubgi + Nifig;+...) |'“*}.

Уг У2 У 2

Т _ Г дo
,

d Г № . , сР ГдО .

dfi (ly ■' dx J df' dy ~ dx*J df'[ dy •••

У 1 vi ■ 1 Vi "

jf2 *2 X2 V*-0/
л- г¥ äx -4- f-dx + £ mdx -...

*/ dy tJ fig' dyž *y fig rxi xi 1 x i 1
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Предполагая, что краевыми условиями, наложенными на и(х, у),
определяются значения fi{x\), f'.(x i), fi{x2 ), f- (x2),... и
gi(yi), g'i (t/i), •••> gi(y2), g] Ы,..., получим, что 6fi= õf; •=....=0
при x=Xi и x x2, а также 6gi= õgi =

...

= 0 при у*=у\ иy = y2 .

Из условия (1.4) и выражения (1.7) теперь вытекают следующие систе-
мы для определения функций /Дх) и £р(г/)

Далее надо решить эту систему (точно или приближенно), рас-
сматривая интегралы от искомых функций, имеющиеся в уравнениях,
как неопределенные постоянные коэффициенты. Для определения этих
коэффициентов надо полученные решения и их производные подставить
в соответствующие выражения интегралов и произвести интегрирова-
ние. В результате получается система уравнений относительно коэффи-
циентов.

В частном случае, если задавать функции /Дх) или gi{y), описан-
ный метод совпадает с методом Канторовича.

Отметим, что существует возможность применять аппроксимацию
(1.3) в методе Валеркина. В этом случае функции Д-(х) и gi{y) опре-
деляются из системы

Для более подробного пояснения метода рассмотрим простую кон-
кретную задачу.

2. Пример

Рассмотрим задачу решения уравнения Пуассона

ихх + иуу '+ р (х) q{y) О (2.1)

при нулевых граничных условиях

и{х,у)= 0 (2.2)

на прямолинейных краях х=+ а, у=+ Ь.
Эта задача эквивалентна задаче о минимуме функционала

I=f S — 2Pg) dxdy • (2.3)
d

Выразим и (x, у) в виде (1.3) и предположим, что fi(x) и g\(y)
удовлетворяют граничным условиям

• • М±а) = gt{±b) =O, (2.4)

вытекающим из (2.2).

Li =O, Ki = 0 (i= 1,2, n). (1.9)

/fHUdxdy —0, //Hgi dxdy =O. (1.10)
D D
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Тогда из вариации функционала (2.3)

получим следующие дифференциальные уравнения

Здесь коэффициенты обозначены следующим образом:

Решения систем (2.6) при граничных условиях (2.4) будут

Используя эти функции получим из (2.7) системы

определяющие неизвестные коэффициенты.

3. Численные результаты

Приведем численные результаты решения рассмотренной задачи в
самом простом случае.

Пусть р(х) = 1, q(y)= 1 и п= 1. Используя обозначения.

ГГ п п

67 = J J S [2 (fiSi+ figi ) + P<?](Bkbfk + fkbgk)dxdy (2.5)
D k=l i= 1

2М’/г - <’/<)+«*3) р =о,
/=1
" (2.6)S сод* ;•-«?*>+#>?=о,

/=1

(& = 1,2, ... , /г).

ь ь ь
a(

ik =/ aS } = /gi g* а У> ai l ] = f gkqdy ,
—b b —b

а а а (2. / )

® =/ fifkdx, sjj = J.f'fk dx, № = ffkPdx.
а — а —а

//■-/<(*; Оф а«а?)), -
•

=«/(»:№ Pg>. Pf>)- (2 - 8)

Pg>, Pf). (29)
«f=eg? (Ч'Л «8». <3) ).

е-i, 2, з),

аВ <#>
„ ftf „

#>

«? = Jj“2
. «2=-®. P?=^2

, P* = i)- < 3-l)
all a ll ШГ Pll
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получим, что функции (2.8) имеют вид

Система (2.9) для определения коэффициентов будет

При а = 2Ь получаемое решение имеет вид

Метод Канторовича с g1 (у) =b2 у2 дает решение [ 3]

При b— 1, x = 0 и у 0 решение (3.4) принимает значение и(0,0) =

= 0,45248, точное решение [ 3 ] 0,45549. Решение Канторовича (3.5) дает
0,45721. При b— 1, х=\, у—— соответственно получается и (l,—)=r
= 0,29581; 0,29501 и 0,29532.
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(3.2)
I
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ÜHEST LIGIKAUDSEST OSATULETISTEGA DIFERENTSIAALVÕRRANDITE
LAHENDAMISE VARIATSIOONMEETODIST

L. Ainola

Resümee

Rohkesti kasutatavate Ritzi ja Kantorovitši variatsioonmeetodite puhul aproksimeeri-
takse lahend sellise rea kujul, mille iga liige sisaldab varieeritavat konstanti või ühe-
muutuja funktsiooni. Käesolevas uurimuses esitatakse meetod, kus aproksimeeritavate
funktsioonide varieerimine toimub mõlema koordinaadi suunas. Selleks antakse lahend
ette erinevate argumentidega üherauutuja funktsioonide korrutiste summana (1.3). Variat-
sioonarvutuse kasutamisega saadakse korrutatavate funktsioonide määramiseks kaks
harilike diferentsiaalvõrrandite süsteemi (2.6), kus esimese süsteemi kordajad-koefitsiendid
(2.7) sõltuvad teise süsteemi lahendist ja vastupidi. Kui süsteemi (2.6) lahend (2.8, 3.2)
on teada, määratakse koefitsiendid harilike võrrandite süsteemist (2.9, 3.3).
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AN APPROXIMÄTE VARIATIONAL METHOD FOR SOLVING
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

L. Ainola

Summary

By the well-known variational methods of Ritz and Kantorovitch the solution of а
partial differential equation is approximated by the series with each term involving an
indeterminate constant or function of one variable. In the present note a method is pro-
posed in which the functions approximated are variated in directions of both coordin-
ates. For this, the terms of series are takenas products of two functions of different
coordinates (1.3). These functions are determined from two systems of ordinary different-
ial equations (2.6) obtaineä by the variational calculus. The coefficients of the first
System (2.7) are dependent on the solution of the second system, and vice versa. If Solu-
tions of systems (2.8, 3.2) are found, the coefficients are determined from the system of
common equations (2.9, 3.3).

Academy of Sciences of the Estonian S.S.R.,
Institute of Cybernetics

Received
Jan. 15th, 1962


