
МЕТОДЫ СУММИРОВАНИЯ, СОХРАНЯЮЩИЕ СХОДИМОСТЬ

Э. Юримяэ

кандидат физико-математических наук

В настоящей статье рассматриваются обобщенные методы суммирования, опреде-
ленные Сикорским [ 2 }. Для этих методов обобщается понятие о сохранении схо-
димости, и при помощи последнего изучаются некоторые общие свойства методов Си-
корского, сохраняющих сходимость. Так как матричные, непрерывные функциональные
и интегральные методы суммирования являются частными случаями метода Сикор-
ского, то из общей теории (§§ 2<—4) получаются как следствия известные уже резуль-
таты о матричных и непрерывных методах (§ 5), а также новые результаты об инте-
гральных методах (§ 7).

§ I. Определение метода

В настоящем параграфе рассматривается определение метода сум-
мирования, данное в работе [ 2]. Из него как частные случаи получаем
матричные методы (для числовых последовательностей), функциональ-
ные методы (см. [ 3 - 12]) и интегральные методы (см.[ 9]).

Пусть N 0 и Vlo некоторые компактные множества действительных
чисел, п0 и v 0 соответственно их точки прикосновения (т. е. неизолиро-
ванные точки). Обозначим

VI = Шо <Vo>.
Предположим еще, что N 0 является метрическим пространством, в ко-
тором будем рассматривать множества

Пусть X фиксированное (т. е. полное метрическое
локально выпуклое пространство), в котором каждому числу v6со-
ответствует некоторое линейное преобразование Т v пространства А" в
себя таким образом, что (вместо Т.,{х) пишем x v )

Предположим также, что каждому числу neN соответствует линей-
ный, не обязательно непрерывный функционал fn , определенный на
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N = N 0 {до),

Mx = в (p(/Z,/Z 0 )>—) (|г=l. 2,...)
л 6 лД /

(a) lim Xv = х в А;
v -> v 0

(b) 7V/V = Tv'Tv = Tmin (v, V') (т. e. (Xv)v' = Xmin (v, v'))
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линейном пространстве X' всех элементов xv (где хеХ и ve ift) таким
образом, что выполнены условия

(с) для каждого фиксированного хеХ функция /nv (х) ~=fn {x v ) пере-
менных п, V непрерывна на N X 9^;

(d) при фиксированных neN и vesß линейный функционал frtv (опре-
деленный на X) непрерывен.

Всякая система

удовлетворяющая вышеуказанным условиям, называется методом сум-
мирования. В дальнейшем, изучая свойства таких методов суммирова-
ния, будем предполагать, что все вышеуказанные условия выполнены.
В случае метода 5( 51-суммой элемента х называется конечный предел

Сикорский [2 ] показал, что множество Х° всех элементов X, таких, что
fn{Xv ) сходится почти равномерно на N (т. е. равномерно на всяком
компактном подмножестве множества N) , при v -это является F-npo-
странством с топологией, определенной всеми квазинормами из X и ква-
зинормами

Полем суммируемости метода 51 называется линейное пространство
Ж * всех хе Х°, таких, что существует конечный предел

Полем суммируемости sl* является со всеми квазинор-
мами из Г и с квазинормой

Сикорский [ 2] показал также, что всякий линейный непрерывный
■функционал ф на 51* имеет вид

где F линейный непрерывный функционал на Х° и т (п) счетно-
аддитивная функция на классе всех борелевых подмножеств множе-
ства NO .

Я = [*. SR, Vo, N, По, {Г,}, {/»}]

lim lim /„(*„) = f{x).
Tl —>/70 V—>V 0

II X Ни = sup I fn(jCv) ] (Ц-1, 2,...)
* б эг
n 6 N[X

lim fn {x) = f{x).
я—> п0

II х Но sup I fn (х) j.
neN

Ф(*) =F{x) +/ fn{x)dx{n),
Nn

Пусть Щ множество всех хе SР, таких, что

1° f{xv ) lim fn(л.;) существует при всяком v 6 üft
Jl—> П0

2° lim / (aTv) существует,

3° sup I fn {Xv) 1 < OO .

n eN
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Из условий I°—3° вытекает, что при хе 31 каждый линейный непрерыв-
ный функционал ф выражается формулой

(1)

§ 2. Нерегулярные и конулевые методы

В настоящем параграфе мы обобщаем понятия нерегулярные и ко-
нулевые для методов

определенных в § 1. Это обобщение основывается на определениях нере-
гулярных и конулевых обобщенных матричных методов (см. [ 4]).

Пусть Xi такое замкнутое подпространство пространства X, что
Xi =з X' (см. стр. 257). Через пополнение X' образуем подпространство
Х0 пространства Ху Пусть X0 (теоретико-множественно). Так мы
получим пространства ХO , Xi и X, для которых имеют место соотно-
шения

Благодаря последнему обстоятельству, из сходимости в Х0 вытекает схо-
димость в Ху а из сходимости в Xi сходимость в X (см. [9 ]).

В дальнейшем будем рассматривать методы 51, при которых 51 Ху
Тогда ХO , Ху 51* и X (Х0 сXi с 51* сХ) образуют последовательность
пространств, для которых из сходимости более узкого пространства вы-
текает сходимость более широкого пространства.

Мы называем метод 5t = [X, % vo, X, п0 {Г.,}, </„>] Xi -коре гу-
лярным, если в пространстве Xi существует элемент х*, для которого
х* не сходится слабо кх*в пространстве 51*. Из (1) получаем необхо-
димое и достаточное условие для Xi -корегуляркости метода 51.

Теорема 2.1. Метод 51 является Хукорегулярным тогда и толь-
ко тогда, когда в Х { найдется такой элемент х*, при котором

f{x*) lim f{x').
V—>vo

Все остальные методы, для которых 51 з Ху мы называем Хгкону-
левыми.

Теорема 2.2. Метод 51 является Хуконулевым тогда и только
тогда, когда

На основе результатов Сикорского (см. IX [ 2]) как следствия полу-
чаем две весьма интересные теоремы.

Теорема 2.3. Хукорегулярный метод 51 не может быть сильнее
Хгконулевого метода 53.

Теорема 2.4. Если поля двух методов суммирования совпадают,
то оба метода Хукорегулярные или Хуконулевые.

Ф(я) +т(п o) [f{x) lim f{xv )].
- V—»v o • 4—>v o

2( = [X, % vo, N, nO ,

{ГЛ, (ML

Xq с Xi с X.

f(x) = lim f {к* ) при всех хе Ху
v—> vo
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§ 3. Мощность методов

Постараемся охарактеризовать методы суммирования через элемен-
ты х е А, суммируемые этими методами. Для этого выберем такое под-
пространство Х2 пространства X, чтобы Х2 являлось
Xi аХ2 сХ и Х2 (теоретико-множественно). Будем рассматри-
вать методы 91 такие, что Х х с9Х (т. е. Аг корегулярные или Aj-кону-
левые). Из определения АДконулевого метода вытекает.

Теорема 3.1. Х\-конулевой метод суммирует элемент вне про-
странства Х2.

В самом деле, из определения Аг конулевого метода вытекает, что
каждый элемент xe Ii является точкой прикосновения множества А0
в пространстве 91*. Так как это неверно в смысле топологии простран-
ства Х2 , то сразу получаем наше утверждение. На вопрос о том, когда
Агкорегулярный метод суммирует элемент вне пространства Х2 , отве-
тить несколько сложнее. Для ответа на него будем рассматривать две
теоремы.

Теор ем а 3.2. Если в поле суммируемости 9Х* метода 91 каждый
элемент х б12 П 9Х* является точкой прикосновения множества Аь то
метод 91 суммирует только элементы из Х х или суммирует и элементы
вне Х2 .

Доказательство. Пусть х° е Х2 п 91* такой, что x°eXi. В этом случае
х° является точкой прикосновения множества Х х в 91*. Так как это не-
верно в Х2 , то должен существовать элемент х'б 91* такой, что х 1 е Х2.

Это и доказывает теорему.
Если пространство Х2 такое, что 9Х=Х2 П9Х*, то можно сформули-

ровать теорему 3.2 несколько проще.

Т еоре м а 3.3. Если Х х -корегулярный метод 91, где 91 =Х2 n 9Х*,
суммирует элемент вне пространства Хи то он также суммирует элемент
вне пространства Х2.

Доказательство. Надо убедиться в том, что каждый элемент xe 9Х
является точкой прикосновения множества Х х . Но это вытекает из ре-
зультата Сикорского (см. VIII [2 ]), так как метод 9Х Агкорегу-
лярный.

Из теорем 3.2 и 3.3 видно, что Аркорегулярный метод суммирует
в первую очередь элементы вне пространства Х2 , если он вообще сум-
мирует элементы, не принадлежащие к пространству Ар А в каком слу-
чае он суммирует элемент из пространства Х2 ? Частный ответ на этот
вопрос дает нижеследующая теорема. В конкретных случаях из
этой теоремы получаем необходимое и достаточное условие для того,
чтобы метод 9Х = [А, vo, N, щ, {ГД, </„>] суммировал элемент из про-
странства А2 . Эта теорема содержит как частный случай часть теоремы
Вила некого и Целлера (см. [ п ], теорема 1), а также часть тео-
ремы, доказанной Орличем (см. [ 6], теорема 2.2).

Теорема 3.4. Если 9Х = А2 Л 9Х* и множество Х х замкнуто в 91*, то
метод 91 не суммирует элемента х° еХ2 такого, что х°е Ар

Доказательство. Так как каждый элемент из 9Х является точкой при-
косновения множества Ai в 9Х*, то
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откдуа, ввиду замкнутости Х\, справедливо равенство Х% П 31* —■ Х х
Из этого и вытекает утверждение теоремы.

Интересно отметить, что в теореме 3.4 метод 3t должен быть Урко-
регулярен. Действительно, при Урконулевом методе каждый элемент
хе Х] является точкой прикосновения множества Х0 в st*. Так как ввиду
замкнутости Х\ топологии пространств 31* и Х х равносильны, то же са-
мое обстоятельство должно иметь место и в Xi. Но это, очевидно,
неверно.

§ 4. Совместность методов

Вопросы совместимости вышеуказанных методов излагал уже Си-
корский [2 ]. Рассматривая два метода

Теорема 4.2. Пусть существует элемент х° е5l такой, что f(x°)
lim f{x°). Если метод 53 не слабее метода 5t и limf(Xv) == limg'(Xv),

•= limg(xj), f(x°)=g(x°), то f{x)=g{x).

В настоящем параграфе мы обобщаем некоторые теоремы, хорошо из-
вестные для матричных методов, на случай метода Сикорского.

Теорема 4.3. Если 5l = [X, st, v O , N, п O ,

{7\>, (/„>] Хгкорегулярный
и(£ = [X, st, vO , К, кO ,

{ГД, { hk )] Х х -конулевой методы, то не найдется
совместного с(£ метода 55 = [X, st, vO ,

М, mO ,
{Г, } { gm}], для которого

Доказательство. На основе теоремы 2.2 из условия 51* = 53* выте-
кает, что метод 55 является М-нерегулярным.

С другой стороны, так как метод 33 должен быть совместным с ме-
тодом (£, справедливо равенство h{x) = g{x) при всех х еЗЗ* (очевидно
33*с(£*) и /?(Xv) = g{Xv f (множество X' принадлежит к полю всех ме-
тодов 3t, 35 и (£). Из этого следует, что g(x) <= limg(x v ) при всех хеХх

V —> Vq

(т. е. 33 является Урконулевым), так как h{x) = lim h(x v )при всех хеХ х .
v —>v o

Мы получили противоречие, что и доказывает теорему.
Учитывая то обстоятельство, что при 33*:=) 31* 33-сумма элемента х

является линейным непрерывным функционалом в 31* (см. Х[2 ]),
можно обобщить и некоторые результаты о совершенности матричных
методов для числовых последовательностей на случай метода Сикор-
ского. Мы называем метод St совершенным, если он совместен со всеми
не более слабыми, чем он, методами, предполагая, что совместность
имеет место на некотором множестве Е. Рассматривая
ные и Урконулевые методы, выберем Е = Х х .

Xl с% = Х2 П Sl* c=X lt

% = [X,W,v O,N,no, {7\>, (/„)] и 33 = [X, 9Т vo, М, mO ,
{7\ }, (g m>],

он доказал следующие две теоремы.

Теорема 4.1. Пусть х6St и f{x) ■= lim f(xv ). Если метод 33 не ела-
V —->v O

бее метода 3t и f(xv ) i= g(xv ) (v еУI), то f(x) g(x).
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Очевидно, имеют место следующие теоремы:
Теорема 4.4. Х\-корегулярный метод 51 совершенен тогда и только

тогда, когда Х\ является основным множеством в 51*.
Теорема 4-4. обобщает теорему 6.4 [ B].

Теорема 4.5. ХГ конулевой метод 53 совершенен тогда и только
тогда, когда Х0 является основным множеством в 53*.

§ 5. Применение к пространствам последовательностей

В настоящем параграфе будем рассматривать методы суммирования

которые определены преооразованием последовательностей. К этому
классу принадлежат преобразования последовательности в последова-
тельность, последовательности в ряд и последовательности в функцию.
Последние образуют класс функциональных методов, рассмотренный
В л од а рск и м [ 12 ’ 13]. Во всех этих случаях возьмем X= s (простран-
ство всех числовых последовательностей), Х2 [=т (пространство огра-
ниченных последовательностей), Х\ с (пространство сходящихся по-
следовательностей) и Хо —Со (пространство сходящихся к нулю по-
следовательностей). Легко убедиться, что все выдвинутые треоования
удовлетворены.

Возьмем

где хс= {£*>.

При матричных методах, определенных преобразованием последо-
вательности в последовательность, N и dl множества всех натураль-
ных чисел {пo = vo==oo). Функционалы f„ определим равенством

где ( ank) бесконечная матрица.
При преобразовании последовательности в ряд определим N, dl, п0 и

v 0 как и в предыдущем случае, а

где (a ik) бесконечная матрица.

Рассматривая функциональные методы, определим dl и vo как и в пре-
дыдущих случаях. N = [mo, п0 ) является интервалом, где я0 конечно или
бесконечно и

где {аь{п)} последовательность таких функций, определенных на N, что
выполнено условие (с).

Ж =[X, %уо, N, По, (7\>, {fn)l

Tr {x) = ={g0, h,---, lv', 0, 0,

V

fn{Xv) \ankb,k,
k=o

п V

fn (*v ) ~ ЪаЛ.
i=о k=o

V

fn{X v) >—^JLk {n)lk
k=o
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Применяя соответствующие условия для сохранения сходимости
(см.[ 7- 12 ]), можно убедиться, что во всех этих случаях 21 =

= m п2l*, если 21 сохраняет сходимость. Из этого следует, что все ре-
зультаты §§ 2—4 применимы в рассмотренных здесь случаях.

Так какс oвместе с последовательностью е— 0,1,. .., 1,. ..} составляет
основное множество в пространстве с, то метод 21 является с-конулевым
(или просто конулевым) тогда и только тогда, когда последовательности

слабо сходятся к е в пространстве 21*. Из этого мы заключаем, что«
определение с-конулевого метода равносильно определению конулевого
метода, которое Виланский дал для матричных методов в случае число-
вых последовательностей (см. [ lO - 4]).

Сформулируем некоторые теоремы для функциональных методов.

Теорема 5.1. Каждый функциональный конулевой метод сумми-
рует неограниченную последовательность.

Теор ем а 5.2. Если корегулярный функциональный метод сумми-
рует расходящуюся последовательность, то он суммирует и неограни-
ченную последовательность.

Теорема 5.3. Функциональный метод 21 не суммирует ограничен-
ную расходящуюся последовательность тогда и только тогда, когда с
замкнуто в 21*.

Теорема 5.4. Функциональный корегулярный метод 2( совершенен
тогда и только тогда, когда с составляет основное множество в 21*.

Теоремы 5.1, 5.2 и 5.4 непосредственно вытекают соответственно
из теорем 3.1, 3.3 и 4.3. В случае теоремы 5.3 необходимость вытекает
из теоремы 3.4, а достаточность из доказательства теоремы 3.1
Мейера-Кенига и Целлера (см. [s ]).

Эти результаты известны для непрерывных функциональных мето-
дов, для которых они доказаны Влодарским [ l3] и Орличем [6]. Надо
отметить, что определения непрерывных методов Влодарского и Ор-
лича немного отличаются одно от другого, но оба они такие, что усло-
вие (с) выполнено.

§ 6. Применение к пространствам рядов

Рассмотрим применения вышеприведенных теорем для счулая, когда
*о. Х и Х2 и X «пространства рядов», т. е. такие пространства по-
следовательностей, где элементами последовательностей являются чле-
ны некоторых рядов. При помощи различных функционалов можем
получить методы, определенные преобразованиями ряда в ряд и ряда
в функцию.

Во всех этих случаях примем за пространства X, Х2 , и Х0 соот-
ветственно пространство всех числовых рядов sr , пространство всех
рядов с ограниченными частными суммами тг, пространство всех
сходящихся рядов сг и пространство всех сходящихся к нулю
рядов пг . Все они оказываются если квазинормы
точки x = {lk } определить следующим образом;

* = ih 1,... , 1,0, 0, . . .}

г элементов
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Для применения общей теории, развитой в §§ 2—4, надо определить
оператор 7\ таким образом, чтобы 7\ (х) =xv е пг . Определим

а также, что выполнены условия (а) и (b) (см. § 1).

Рассматривая преобразование ряда в последовательность, определим

и проверим, когда выполнены условия I°—3° (см. § 1), если преобра-
зование

сохраняет сходимость.

Метод 31 = (а,,*) преобразования ряда в последовательность со-
храняет сходимость тогда и только тогда, когда

Легко проверить, что из условий 1) и 2) вытекает, что I°—3° выпол-
нены, если х £ mr п2l*, т. е. Ж= тг Г\%*. Последнее обстоятельство
позволяет применить общую теорию и рассматриваемому случаю.

§ 7. Применение к интегральным методам

Рассмотрим, наконец, интегральный метод суммирования функций,
определенный преобразованием

в пространстве sr: ij \k j (А- 0,1,...);
П

в пространствах тг , с г и пг ; sup /, &
°<я<оо k-Ы)

Ту (х) - t.k(ßk £ v-f-l) j

k=o

где
ek = {0,.. 0, 1, 0,...} = 0,1,. ..)

к нулей

Из этого определения видно, что

Xv 6 пг с sr ,

fn(-Xv) (ctnk ön,v-(-l)E^)
k=o

oo

T),[ = clnk £,k •• •)

h=U

1) существует lim an k —a* (ä = 0,1,...)
«^oo

oo

2) У! i|a n *— а„. ш\ (п = 0,1',...) (см. [’]).
А=o

oo

y{n) = f K(n, t)x{t)dt.
0
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Этот метод является частным случаем общего метода суммирования
Сикорского (см. [ 2]).

Пусть X L (пространство всех функций, определенных на [o,оо ) и
интегрируемых в смысле Лебега на каждом конечном сегменте [O, ф.
Пространство L является /•’-пространством с квазинормами

Функция Хч называется отрезком функции x = x{t). Из общей теории
получим интегральный метод, если

где функция К (я, /) такая, что выполнены условия (с) и (d).
Для применения общих результатов надо определить

ХO , X] иХ2 таким образом, чтобы

С пространство всех функций x{t) е М, для которых существует
lim x(t) с нормой (2) (пространство сходящихся функций);
t—^co

С о пространство всех функций x(t) 6 С, для которых ИшхЦ) =0
t—>оо

с нормой (1).
Учитывая условия, необходимые и достаточные для того, чтобы ин-

тегральный метод 51 сохранял сходимость (см. [ 9]), можно убедиться,
что'sl=Мп 51*. Из общей теории (§§ 2—4) получим, например, следую-
щие теоремы:

Теорема 7.1. Если С-корегулярный интегральный метод сумми-
рует расходящуюся функцию, то он также суммирует неограниченную
функцию.

Те о р е м а 7.2. Интегральный С-корегулярный метод является совер-
шенным тогда й только тогда, когда С есть основное множество в поле
суммируемости.

Аналогично доказательству одной теоремы Мейера-Кенига и Цел-
лера (см. [ s], теорема 3.1) можно доказать и следующую лемму:

Лемма 7.3. Пусть R является некоторым F -пространством функций
x{t) (O<С /<оо), в котором имеет место сходимость по координатам.
Если ограниченные отрезки одни или вместе с постоянными функциями
6 ENSV ТА Toimetised Т-3 60

Г

pr{x) = f \.x{t)\dt (г- 1,2,...).
о

Пусть N—SR = [o,оо), n 0 =vo=oo и

т, ч _

_/ х(0,
ГЦх) -xv —j 0 t>y

V

fn {x v)*= j K{n, t)x{t)dt,
õ

X0 c^c^cl
Возьмем X2 ■■= M, Xi = С и X0 CO, где

M пространство всех ограниченных на [o, oo ) функций x{t) с
нормой
(2) 11*0 = sup (1х(/),|.
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составляют основное множество в R, то либо при каждом x{t) е R су-
ществует lim x{t), либо R содержит также ограниченную расходящуюся

t —>оо
функцию.

С помощью этой леммы из общей теории получим следующие тео-
ремы: .

Теорема 7.4. Интегральный С-корегулярный метод не суммирует
ограниченную расходящуюся функцию тогда и только тогда, когда С
замкнуто в поле суммируемости.

Теорема 7.5. Каждый С-конулевой интегральный метод сумми-
рует как неограниченную, так и ограниченную расходящуюся функцию.

Теорема 7.6. Каждый совершенный С-корегулярный интеграль-
ный метод суммирует как неограниченную, так и ограниченную расхо-
дящуюся функцию

, если он вообще суммирует функции, кроме схо-дящихся.
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KOONDUVUS? SÄILITAVAD SUMMEERIMISMENETLUSED
E. Jürimäe,

füüsikalis-matemaatiliste teaduste kandidaat

Resümee
Käesolevas töös vaadeldakse Sikorski [ 2] poolt defineeritud summeerimismenetlusi.

Nende jaoks üldistatakse mõisted «koonduvust säilitav», «konull-» ja «koregulaarne»
menetlus (§ 2). See võimaldab antud menetluste jaoks üle kanda mõned arvjadade
puhul tuntud omadused, näiteks: tõkestamata elemendi olemasolu menetluse summeerimis-
väljas, tõkestatud elementide summeerimise, menetluste kooskõla ja perfektsuse. Üldisi
teoreeme rakendatakse maatriksmenetluste (jada-jada ja rida-jada kujul) puhul, samuti
ka pidevate menetluste ja integraalmenetluste puhul.

Tartu Riiklik Ülikool Saabus toimetusse
И. XI 1959
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KONVERGENZTREUE SUMMIERUNGSVERFAHREN
E. Jüritnäe

Zusammenfassung

In vorliegender Arbeit werden die von Sikorski p] definierten Summierungsverfahren
betrachtet. Für diese Verfahren werden die Begriffe der «konvergenztreuen», «co-null»
und «co-regulare» Transformationen verallgemeinert (§ 2). Die Zugrundelegung dieser
Definitionen ermöglicht einige für Zahlenfolgen schon bekannte Eigenschaften auch auf
die obenerwähnten Summierungsverfahren zu übertragen, z. B. die Existenz unbeschränk-
ter Elemente im Wirkfeld, die Summierung beschränkter divergenter Elemente, die
Verträglichkeit und Perfektheit der Verfahren. Die allgemeinen Sätze werden auf die
Matrixverfahren (in Folge-Folge- und Reihe-Folge-Form), ausserdem auch auf die stetigen
Verfahren und auf die Integralverfahren angewandt.

Staatsuniversität zu Tartu Eingegangen
am 11. Nov. 1959.


