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С. УЛЬМ

О ПОСТРОЕНИИ АЛГОРИФМОВ ДЛЯ ПРИБЛИЖЕННОГО
РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО

УПРАВЛЕНИЯ

Решение некоторых задач оптимального управления можно привести K зядачам на-

хождения абсолютных минимумов некоторых функционалов в пространствах функций.
Для приближенного решения последних можно использовать алгорифмы, выработанные
для решения нелинейных уравнений. Так, в работах М. Аоки [1 2] для решения задач

оптимального управления были обобщены метод Ньютона и некоторый вариант метода

градиентов. j
B настоящей статье на основании методов фУНКЦНОНЗЛЬНОГО анализа дается более

ОбЩЗЯ схема построения методов такого типа для решения некоторых задач оптималь-

ного управления.

1. Пусть ® и U банаховы (гильбертовы) пространства; X* u U*

сопряженные к Х и О/ пространства. Пусть оператор Ке(%), a ¢

некоторый фиксированный элемент пространства ®. Символ (у, х) обо-

значает при фиксированном уе % *
значение линейного функционала в про-

странстве ® (ср. [3]). Аналогичный смысл имеет (0, и) при о э (7*, ив И.

Рассмотрим функционал

(1)ф(и)=[(х, и),

где и Е(; х с -- Кие®.

Введем обозначения *: В

Р(х,и) в%* частный градиент функционала f(x, u) no x, 1. e.

fe(x,u)k = (Fi(x,u),k);ke X

Fo(x,u) € U* yactublii rpaaueHT pyukumoHana f(x,u) NO W, T. €.

fu(x,u)h= (Fa(x,u),h); he U;

Fix(x,u) } стные производные опе Е, (х, и)част прои е оператора Х,и);D
p | ратора Р,

Fox(x, u)
частные производные оператора Р, (х, и)_ а Х, и).

F2u (x, u)
p p p :

Cumßoribi f(x,u), f,(x, 4) обозначают частные производные функционала f(x, u).
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Тогда по определению (см., напр., [3])

(P, (u)h:llm
p(u+th) p(u)

t>o
ё

lim j(c+ K(u+th),u+th) j(c+ Ки, и)

t—o
¢

lim
(Fi(c 4+ Ku, u), tKh) + (Fo(c+ Ku,u), th) +

...

t— 0
: | =

- = (K*F (¢Ku,u)+ Fo(c+ Ku,u),h), ; (2)

где К* е (Х* (7*) сопряженный к оператору К

° Итак, по (2)

gradp(u) = D(u) =K*F,(c+ Ku,u) + Fo(c+ Ku,u): (3)

Дальше найдем:

@’ (и)й lim {К* Е,(с-- К(и-- ), и--П) К* Р\(с 4+ Ku, u)
l‘fiOl j :

™

+
Fy(c+ K(u+ th), u + th) Fo(c+ Ku, и)} _

-=

=о, [K Ku R R7F (o ean

t—>o 1 t
+

t J

= (K*Fx K+ K*Fu++ Fox K 4 Fo,) h, -

D'(u) = K* Fiz(c-+ Ku, u)K+ K* Fuu(c+ Ku, u) +

+F2x(C+Ku, u)K—l—F2„(o+Ku, Ц).

T. €

(4)

Отметим еще, что при фиксированном и е / сопряженный к линейному
оператору Ф” (и) есть оператор

Ф’*(и) = K*FiK+ Fiy K+ K* Föx + Fšu
* * * *

тде Fıx, Fın, Fax, Fou OnepaTOophl, CONPAXEHHLIE COOTBETCTBEHHO K

le, Flu, F2X) F2Li'

2. Критические точки функционала ф(и) удовлетворяют уравнению

(5)Ф (и) 0.

OTMeTHM, YTO ECHH решение и уравнения (5) единственно и выполне-
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ны достаточные условия минимума [3], то и непременно является точкой

абсолютного минимума функционала ф(и).
Итак, для`нахождения точек минимума (локальных или абсолют-

ных) функционалов ф(и) можно применить алгорифмы, используемые

для решения нелинейного уравнения (5). Рассмотрим некоторые основ-

`ные алгорифмы такого типа.

1. Градиентные методы (см., напр., [*-6])

a) UÜn+l =Uy— €,D (un)

HJIH

Un+l Un Bn[K*Р, (С + Kün, un)+F2(C + Кил, Ц„)];

б) Ин —Ид— En Ф/* (u„) q)(u„)

(6)

HJIM

urr.L+l Ид Bn[]<*F>lkx (С 'll_ Kun, un)K'—l— FTU (C —і" Ku„‚ ,u„)K + ‚

+ K*F2x (€ + Kün, n) + Fou (с -- Кил, и„) [К*Р (с + Кил, и„) +

+F2(C+Kun‚ Ц„)]. : (7)

Здесь е„ положительные числа, для выбора которых имеются раз-

личные возможности (см., напр., [° °]). _

Замечание 1. Алгорифмы (6) и (7) в общем имеют смысл только Тогда,

когда (0 == /*; в противном случае их надо заменить соответственно алгорифмами

Un+l = Un EnA D(up) (67)

(7)Ün+l Un En BD (LL„)A Ф(Ц„) ,
тде

A, B e (U*— U).

2. Методы Ньютона []

а) модифицированный метод:

Up4l. = Uy [D (uo) ]l@ (ux)
HJIM

Up4ı Z U KPir(c + Кио, ио)К -- К*Е„ (с -- Кио, ио) —-

+Fox(c + Кио, ио)К -- Еэа (с -- Кио, uo)]‘l'><
X [K*F,;(c + Kün, n)+ Fo(c + Kun, 4n)]; (8)

6) основной метод:

Un+l Un [Ф’(и„)]—‘Ф(ы„)
HJIH

n}ı = Un IK*Fix(c+Kün, u,)K 4+ K*Fiu(c + Kun, u,) F

+ F2‚\'-(C + Kun, u„)K "l' F2u(C ‘l‘ Kuna un)]_l ><

х [К*Ё, (с -- Kup,, up) + Fa(c + Ku,, un)] (9)
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3. Другой возможностью построения алгорифмов для решения урав-
нения (5) является использование обобщенных разделенных разностей.

Рассмотрим оператор ‘

PD(u) = K*F;(c+ Ku, u) + Fo(c+ Ku, u) (10)

Обобщенная разделенная разность Ф(и’, и”) определяется следую-
щим образом (ср. [!°]):

а) для каждых фиксированных и’, и”е / оператор ©® (w’, и”) яв-

ляется линейным, причем

D(u’, и”) (и’ и”) == Ф(и’) D(u”);

6) ®(u, u) =D(u). .

Аналогичным образом определяем частные разделенные разности
для оператора F(x, u): -

Е(х’, х”; и) (х” х”) = Е(х’, и) Е(х”, и)

F(x, x; u) = Е,(х, и)
H

F(x; u и”) (и и”) = Е(х, и') Е(х, и”)

Е(х; и, и) = Е,„(х, и).

/ //)иФ (,ораператтражение для Oйдем вьНайде

Ф(и’, и”) (и” и”) = D(u) D(u”) =

= K*F\(c -+ Ku', u') K*F,(c + Ku", u") + Fa(c + Ku', o)

Р,(с -- Ки”, и”)

K*F,(c + Ku', и) К*Е\(с -- Ки”, и”) - K*F,(c+ Ku”, и')

K*F\(c+ Ku”, u") + Fo(c+ Ku', ) Fa(c + Ku”, u') +

+ Fo(c+ Ku”, u')y Fo(c+ Ku”, u”) =

=[K*F,(c+ Ku', c+ Ки”; и')К-- К*Е\(с -- Ки”; v/, и”) --

-- Во(с -- Ки’, с-|- Ки”; и')К-- Е,(с -- Ки”; ,

т. е.

Ф (, и”)==К*Е|(с-- Ки’, с-- Ки”; и”)К- К*Е, (с -- Ки”; и’, и”) --

+ Fo(c+ Ku', c+ Ku”; w')K -Fo(c 4+ Ku”; o', u”). (11)

Используя полученное выражение, можно для решения уравнения
(5) построить алгорифмы: ;

а) интерполяционный аналог метода градиентов[?];

Up+l Un an)* (Ц„‚ un—l)(D(un)

(. C - ( n 3 )
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Ba Un e[K*Fj (c+ Kun, c+ Küna; ü ) K+

+ F 1 (¢ 4 Kutnes; ttn, tnt)K+ K*F3 (¢ 4 Kit, ¢+ Kitnr; ) +

4 F 2 (¢ 4 Kttmr; thn, tn-1) IK*Fy (¢ + Kitg, n) + Folc + Kitn, ün)];

предполагается, что (/ == (/* (ср. замечание 1);

(12)

6) Mmeton xopna [ 19

и == ид [Ф(ил, ид-1)|!Ф(ил)
HJIH

Ups) = Uy [K¥*F(Cc + KLL„_, с -- Кидн; ид)К-- К*Е\(с --Кид-1; tp, Upl) 4

+ F2(C "l_ Ku„, C + Kun—l; un)K +F2(C + Kun—l; Un, un—l)]—l ><

| >< [K*FI (C + Kum I‚l„) + F2(C + Kum Ц„)]; (13)

в) метод Стеффенсена ((ср. [!!]):

Up+l =Un [D(Up, Un AD(u,))] 1D(u,),

A e (U*>U)
MJI

Untı = Up [К*Р,(с-- Кил, с-- Код; UK

4+ K*F\(c+Kvy; ил, о„) -Рэ(с--Кил, с - Код; им)К--

+F2(C+K'Ün; Un, Un)]_l [K:#FI(C_FK“H» u„)—i—Fg(c—l—Ku„, un)]‚
(14)

тде

Un = Un A[K*F (¢ + Ku,, u,)-+ Fo(c+ Kun, и„)]. (15)

4. Рассмотрим задачу оптимального управления. Предположим, что

требуется минимизировать по и интеграл

T

[(х, и)= Н (х, а) @,/ (16)

причем

% =ax+bu; x(o)=x,. (17)

2 AoHycruM, uTO a=alt), b=b(t) непрерывные функции и

Н (х, и) обладает нужными дифференциальными свойствами; Г фик-
‘сированное число.

Обозначим через (/(4,т) разрешающую функцию для уравнения
dx ;

др ax; Toraa H3 (17)

Ё

х(Э= U(t, o)xo+fU(t, 1) b(t)u(t)dr= c+ Ku (18)
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где

c=c(t)=U(to)xq (19)

Ku =Ku(t)= f Ц(&т) 5(т) и (т) а. (20}

Если а== сопs!, то, nanpumep, U(¢, 1) = eali—7)

Итак, в данном случае

f(x, u):fH(c(t)—}—f U(t,rjb(—c)u(r)dr., u(t))dt=

== [(с--Ки, и) = ф(и). (21)

‚ Выбираем X= U = L?[o, T]. Тогда X =%X*; U-=U*. OTMetTHM, ulO

ecan u(t) € L2, U(¢,t) непрерывна по & и интеграл

TT o
2 2Ofof U 2 (t, )b2(v) didv

является ограниченным, то и х (1) е 1? непрерывна.

Определим скалярное произведение обычным образом:

T

(1, v):f u(t)u(t)dt. (22}

Тогда

T t

(o, Ku)_:fv(t)dtfU(t,r)b(r)u(r)a’(r):
T

' T | |
_—_fb(r)u(r)drf Ut 7)o(t)dt =

T Т`

:fb(t)u(t)dt fU(r, ) v(t)dv=(u, K*v),

T. €.

T

К*о = 6(1) f‘U(T, H vlr)dr. (23)

Так как

T

f(x, u):f H (x(0), u(t))dt,
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TO

; oH 0H
|

* 2H

Fl:äx—:; Fg———ä, le:F]x:Ö—xZ

* * O2H - 02H
Flu:FQx:Flu:F:Zx:a‘x_du‘; F2u=Ö;l?

öl‘li oN

| *° дх - xf*"?}’*i*”
Fi (xl, х_//; u)=Fl (X„ Х”; u): __"__;l_‘_“/__fi_‘f_

- ÕHI дН" ;
*

AAI O
Fg(x„ X"и) = F 5 ()C’, X" LL): ___”__”ZÜ_”_T_L

ÖHI öH’
‚ ; "ä; xžx,'——ä—x xžx„

Е (х; и’, и”) == 1(х;и’, и”)=—р
-

e =2,
. .

Oul| =% ди |ХЙ
Рэ(х; и’, и”)=Р›(х; И, й )2__7:,7‚———“ .

(24)

5. Теперь на основании формул (6)—(9) и (11)(14) легко полу-
чить различные алгорифмы для приближенной минимизации функцио-
нала (21) (или для решения задачи (16)—(17)). Выпишем подробно
некоторые из них. Используем для краткости обозначения:

aH(”) д_Н х=х
°

д_];]Ш—ді—]
x=x ит. д

ди °ди |и=й” дх N "
В

л n

где

t

ха = U(t, o)xo+f U(t, ©)b (1) un (7) dv.
0

c

Алгорифм (6):

T
ЭН( ÖHa

taiii )=üa)—en [6(0) fU(r, )5 dr +Z 8 |
1, ‹

n=20,1, .... .

(25)

Алгорифм (9):

U 1 (1) = up (1)+ Aun (6);

Au„(t) определяется на каждом шагу из линейного интегрального

уравнения '
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T T .

b(t) fU(r‚t){%g"—)(r) fU(r‚s)b(s)Au„(s)ds}dt+
.

д°Н cm O°H ~ :

——l—b(t,)fU(r,*t) ч (т)Аи„(т)_‹іт—Ъ—&д—х(г‘)›/‘ Ut 1) b (1) Aun (t)dt+

T

+аа(ао(0 [` оо ба оа— а () (26)

Отметим, что алгорифм (25) при специальном выборе E, M aNITOpHOM
{26) получены в [!.?] из некоторых других соображений.

Алгорифм (7):

Untı (£)= u, () e Au, (1),

тде

T д? T

Au,(d) =b(0) [` о)Т) [` ,)5()() 5-

2Hen 02H
л)

>

Ult ob d
02H

я, { {+enl а--а о ] о()а(Оа Z (HEn()

(27)
a

:
дН ÖH

g()=b(b fUO 72 (Оча
t

Выбнрая, например, в формуле (27)

5

IC
n

TO”*(u„)®(u„)1?
HJIH

T

f gatbdt >
0

En—"7F>

S Aul(t)at
; |

(28)

получим итерацнонный метод с минимальными ошибками [!?).

Алгорифм (13):

Ur (1) = U, (0) + Аи,„ (р (n=12,...)

rae Au,(t) onpenensercs H 3 ypaBHEHHA (26), ECJHH B HeM BeJHYHHB

д° п) д°Н л) Am P
ox2 ° дх дн' дидх › ди?

(29)
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заменить соответственно величинами

дЁ oH | oH oH

ox |*=*n Õxlxzxn—l дх [*=*Tдх|*=*л
n= ип и=нп

.

й== ип и—йу 1

Xn Xn-i
’ . Ид Un-ı

oH oH oH oH

Ou|*=n ox|*=*n—l Ou|* "*n ™ оц |*=*n
й— ип u= I.'”

. ll:un a=u,_

Xn *-
,

Ид и

(30)

Отметим, что для применения алгорифма требуются два начальных

приближения. '

Алгорифм (10):

Un1() = и„ (0) г„ Ли (£)

rae Au,(f) вычисляется по формуле (27), если в ней величины (29) за-

менить ссответственно величинами (30).

6. Рассмотренные методы можно применить и для решения пробле-
мы (ср. [!. !3]}: минимизировать NO и интеграл

f(x, u) :f Н(х, и) @, (31)

причем

% =p(x,u); х(0) хо. (32)

Пусть u„(f}) некоторое приближение к оптимальному управлению;

x,(f) соответствующее решение уравнения (32).

Линеаризуем уравненние (32); - .

% ’ф(х„‚ Ц”) + P ()C„, u„) (Х хп) + Wu (X„, un) (u un) . (33)

Из уравнения (33)

t

x(£) = Uy(1, 0)xo -+ f Un(t,+) p(xn(t),Un(t))

e(X (D), U(1)) X(1) + s (%0 (T), (7)) (2 () (7)) JT =

=, + K, u,

где

U,(t,t) разрешающая функция для уравнения

E (s )X
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En = U,(¢,O) %0 + f Un(E,t) I (% (T) , Un (7)) x (Xa (T); Un (T)) Xn (T)

Py (xn (‘C) ‚Un (’Г) ) Un ('С) ] dT;

Kp = f0(т) u (Xp (t), Un (t) ) u (7) dt

0

Для определения и„ (7) используем один из алгорифмов, рассмот-

ренных выше [т. е. осуществим один итерационный шаг для решения за-

дачи (31), (33)]. Например, на основании алгорифма (7) получим

Un+l (t) un(t) - BnA un(t)‚
где

r =

Au„(t)-_—{w„(x„(t),u„(t))fU„(r, t)[%) © fU„(r, $) у (х» (5) и» (5) )х
t 0 FE

X gals)ds+ g|&+ OO [ Un(t, (i (1), 0()X
0 `

д2Н(п)
-

X En(t)dt4 ор (08»(0), (34)

T

g (o=t (0n(0), о() [` он( 050@+52(0) в0 ),

(35)

Индекс (л) обозначает, что частные производные вычислены при
значениях аргументов х = с„ -- Куил; и== ид. SA

Ecau u,4 () вычислен, то х„ (7) найдем из уравнения (32) и т. д.

Отметим, что вместо (33) можно использовать и другие способы

линеаризации, например: _

d , 'llJ(xn, un)— Ф(хп‚— , un)=k lln)fi'%m:; (X Xn)A-

Ф(а 4) Ф(а Un-ı)
+ ;u,

—u,

; ;(а— 4) . (36)

MJIH

d Ф (xn7 un)— Ф(уп} u'n)
T=VXn Un)+ Zn (x Xn)+

() B )

an), (37)
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где

й

t

X Z u ([))dt'‚( П‚( )7 n (38)

Замечание 2. Все приведенные алгорифмы легко обобщаются на случай, если

х и и векторные величины.

Замечание 3. Используя методику «функций штрафа» (ср., напр., [!4, 15]),
можно приведенные алгорифмы приспособить и для решения некоторых задач, где на х

и & наложены ограничения.

Замечание 4. Для. исследования сходимости приведенных. методов MOXKHO

использовать общие теоремы о сходимости соответствующих методов для решения
нелинейных операторных уравнений (ср., напр., [4—l2]).
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S. ULM

ALGORITMIDE KOOSTAMISEST MÕNEDE OPTIMAALSE JUHTIMISE

ÜLESANNETE LIGIKAUDSEKS LAHENDAMISEKS

Artiklis esitatakse iildine, funktsionsalanaliiiisil baseeriv metoodika mittelineaarsete
vorrandite lahendamiseks kasutatavate algoritmide (Newtoni meetod, gradientide meetodid

ning nende interpolatsiconianaloogid) iilckandmiseks optimaalse juhtimise teatud tiidipi
iilesannete ligikaudseks lahendamiseks.

S. ULM

ON A TECHNIQUE OF THE CONSTRUCTION OF ALGORITHMS
FOR APPROXIMATE EVALUATION OF SOME OPTIMUM CONTROL PROBLEMS

o This paper “considers the solving of a certain class of optimum control problems,
making use of general methods of the functional analysis (Newton’s’ method;е
methods of gradients and their interpolate analogues). .


