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ОБ ОЦЕНКЕ ПОГРЕШНОСТИ НЕКОТОРЫХ КОНЕЧНО-
РАЗНОСТНЫХ МЕТОДОВ ПРИ РЕШЕНИИ ОБЫКНОВЕННЫХ

ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассматривается применение общих оценок погрешности метода конечных разно-
стей, полученных в статье [3], к конкретным конечноразностным методам к обык-
новенным (пп. 1 и 4), к улучшенным (п. 2) и к многоточечным (п. 3) конечноразност-
ным методам. Особое внимание уделяется нахождению дискретной функции Грина,
входящей в оценки погрешности.

1. Обыкновенный метод конечных разностей

Обыкновенным разностным методом при решении краевой задачи *

Tl 1

f(s), (1)
k =0

n 1

Uj{x) =2 iaikX{k) (ö)+ bjkxW (Ö)] =Cj (/ =l, 2, ..., П), (2)
k =0

где функции Pk(s), f{s) являются непрерывными на отрезке а s Ь,
обычно называют (см., напр., [ ! - 2]) такой разностный метод, при котором
производные k-то порядка из дифференциального уравнения (1) в точ-
ках Si аппроксимируются с помощью центральных разностей k-то поряд-
ка, т. е. используют следующие формулы численного дифференцирова-
ния

где RW остаточный член соответствующей формулы численного диф-
ференцирования. При этом /?(°> ■= 0.

Согласно этому определению, система обыкновенного разностного
метода, применительно к краевой задаче {(1), (2)}, при четном п будет
следующая:

Существование единственного решения x*(s) задачи {(I), (2)} предполагается.
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A'«-f V 4 Д*«-|
—Zj Pt, =/, (i =P’ P +l ?)■ (3)

k—o

л ~!
Г D^hxji

Vf (*0 =2 [fl/* _ + b‘ k h* ]= Ci (/ =1 ’2’••• ’ n) ’ (4)
Ä=o

L

где Pki =Pk{Si), fi = f{Si), Si =a + ih,

CC / ,
A)(*v)

m число отрезков, на которое разбит отрезок а хо, a ^— и

D m(*v)
—р— некоторые линейные выражения относительно x v ,

аппрокси-
мирующие производные и Остаточные члены соответ-
ствующих формул численного дифференцирования обозначим через Rok)

и я2> («Г = й(
„

0)=0).

Числа р, qи функции , нужно выбирать таким образом, что-
бы число неизвестных и уравнений в системе {(3), (4)} совпадало.

Погрешность метода {(3), (4)} изучалась в статье [4 ].

Разностная система в случае уравнений нечетного порядка несколько
отличается от системы {(3), (4)}. Причина этого в следующем.

Если использовать для аппроксимации производных xw (s t ) из диф-
ференциального уравнения только симметричные разностные соотноше-
ния ÄÄx,-_ I, то в случае уравнений нечетного порядка число уравнений
в разностной системе будет, по крайней мере, на единицу меньше, чем
число неизвестных.

Для устранения этого недостатка к системе присоединяют еще одно
уравнение

Lj (х,) = + 2 Pki
D

' lk =fj (i = P- 1 или /=4 + 1). (5)
Ä=0

полученное из дифференциального уравнения путем аппроксимации про-
изводных в точках s Sp—i или s = некоторыми несимметричными
разностными соотношениями, пользуясь формулами численного диффе-
ренцирования {Rj0) =0)

D{V(x(sJ) ...

Приведем оценки погрешности метода {(3), (4), (s)}, получаемые
на основе общих результатов статьи [ 3].

Согласно [3], при оценке погрешности этого метода используются дис-
кретная функция Грина G—{gik ) (см. [ 3]) системы

= 0 (i =р,р + 1. ..., q) (6)
при условиях
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= о (/=l, 2. ....
n) (7)

Lj{tlv) = 0 {j P —l ИЛИ j= q + 1) (8)

и элементы удовлетворяющие условиям

knti-~ = 0 (* = р. р + 1,9),

/1 1

V/(fO = 2 [О/»««4’
+ V#’] 0 = 1,2,...,«).

/I—l

L,(/.)=Äf+ 2 ■

k=\ i
Введем обозначения

Tl 1

Я, =/й“>+ 2 Ри«14) (' =?.?+! 9).,
Ä = 1

V
1

max ]/?,- —>jp«— j < /?*, ft] < tt %

t=p, p+ l q k= 0 h

q

_

max
_

lpw| < nk ,
__

max _/г л ~* 2 I I №
i=p, p+l, . . . , q i—P, P+ l Q j=Tp

{k —O, 1, fe— I).

Теорема 1. Если
/1 1

P Л-&Р& <-C 1 >
Ä =0

го система {(3), (4), (s)} имеет единственное решение {xt}, причем
справедливо неравенство

q

\х* (Si ) xt \ <Ti+ hn 2 \gik\ f—Г ( 9)

k=p

, ■
- n— 1 - n— 1 , , . n— 1 . - n— I ,(i —p ——, p — —— +l, q +

——, y; ]=p— 1 ИЛИ

/=9 +

Рассмотрим, как найти дискретную функцию Грина системы {(6),
(7), (8)}.

Линейно-независимыми решениями щ {i =O, 1, п) уравнений
(10) являются

«o=l, Щ=/,. . ~ «„-1 = г"- 1
, ип = (—1) К

Поэтому ищем элементы gik матрицы G в виде
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f a 0 + a x i-\- ... + an-\in~ x + ak {— l)‘ при i<k,
gik

[ bo -\- b\i bn-\in~ x -j- b n ( —1 ) 1 при i > k.

По определению дискретной функции Грина, данной в статье [3], эле-
менты gik должны удовлетворять условиям:

10 при i+ k,
(ю)

1 при i— 'k (t, k=р,р + 1, .. ~ q),

0 (/= 1,2, ..., л; k—р,р 4- 1, ..., д), (11)

Z,,-(gv jfe) = 0 Ц=Р— 1 или /=<7+l; Л=р, р+l, (12)

Требование выполнения условий (10) приводит к следующей системе
уравнений относительно сj=bj щ (/ =O, 1, .. ~ я):

п— l

2 с ‘(^ ~iY + cn(—l)*-/ = о (/ =о. +l. j ),
/=о

2«(-1)*с« = 2.
Эту систему преобразуем к виду

я 1

{* —4)‘ = о (I=o. 1 п-1).

2»(-1)‘с„ = 2,
где

j

2 ( l) v C){k + 4 v) 1' при четном j,

д j у v=o

1|И). с;[(нф-{+(н+-П
при нечетном j

i j2 (_1) V CJ (—l) ft+ 2~ v При четном j,
jv=0

I 2 Н)’с;[(-1)‘+ т- + (-1)I+ 'т 1-’]v = о
при нечетном j.

Так как

е,= 2 (-i) vc; (-i)*+T-> = 2'(_i)‘^i; ,

V=O
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12 +(-i)*+V-] =

v =0

4(-if+i [(-ir4H)^o,
то можем последнюю систему переписать в виде

24-i|=( 2''"'+'(- 1 )
! пр„/ = 0,2 я-1,

[ 0 при /—l, 3, п— 2.

Присоединяя к этой системе уравнения, получаемые из требований
(11), (12), получим систему для определения а,- и bj (/ = 0,1, ..., п) .

Пример 1. Элементы gik системы *

ut- +] Uj_ j
= 0 (i =l, 2, ..., m I),

u 0 = 0

HL=La+p oUo = 0
h

имеют вид

10 при г<С k,

1 +(— l)t+Ä+l при i > k.

Легко найти

Ib —а h при четном tn,

b а 2h при нечетном m.

Пример 2. Для оценки погрешности конечно-разностного метода

Х;+9 2Х; ~ Й- 2Х;_ , X. о X;,, —х,._, ,*' +Pu ' +P«*l= U ('■=!. m— ■).

, *m+l - 2a '„. -
_ „ ■

2hCu h*
C! '

x2 3Xj -h 3*o x_t
hs + P‘° —

Й
+ р™л " -'о

* Элементы gik этой системы нужны при оценке погрешности метода

Д
( -I_] Х-_J г v Х'о ,

Г—г +Pi i ~ 0 —

h + РоХо —/о

решения краевой задачи

х' + p{s)x f{s) , х{а)=сo .
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при решении задачи х"' Р\ (s)x' + po{s)x = f(s),

х(а) = с O , х'(а) = С\, х"(Ь) =с2

нужно знать элементы gik системы

ui+2 2 ui+l
+ 2«г ._, и{_2 = 0 (i=l,2 ш 1|),

и, и 1 , —2«„, + 1и 0 =O, =1 -Д !” Ш-I=o,
2h /г 2

tin 3wi ! Siin ii * и I w I
+ P io ;- “I“ PooUq —O.

A 3 2A

Пользуясь изложенным выше методом, найдем

{[(—
1) m+k —\]i2 при i< k,

(— \) m+k i2 — 2ki + A 2— -1_ (—1) при i> k.

2. Улучшенный метод конечных разностей

Улучшенным методом конечных разностей называют * (см., напр., [*])
такой разностный метод, при котором производные х (st) заменяют не
простейшими разностными соотношениями kjc i_ -

(как в случае обык-

новенного разностного метода), а более сложными разностными выраже-
ниями, которые точнее аппроксимируют производные, чем простейшие
разностные соотношения.

Так, для замены производной x"(si) разностным выражением при
обыкновенном разностном методе используется формула

— 2x(s I) + X(S; ,) h 2 -

*"(*<)= - Г2 x'v (b) (Vi <s,< W-
а при улучшенном разностном методе, например, формула

„///„ 4_~*(W + 16*(W -30*(St.) + 16Х{8М ) -Х{8Н2 ) Л4х {Si>~ Ш t-gõ* (V

, ,
(13)

(S t_2< li < S.
+2 ) .

Улучшенный разностный метод исследуем на примере краевой задачи
для дифференциального уравнения второго порядка

x" + p{s)x = f(s), I (И)
х{а) х{Ь) =O. J

* Некоторые авторы, например Л. Коллац [2], называют этот метод методом ко-
нечных разностей повышенной точности.
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Используя формулу (13), составим систему

.

- *,+2 + 16*Ж - 30х ,
+ 164-1 - 4-2 , г ]

|2"‘ Н-РЛ-f.
(15)

(/;= 1.2,..., /и— 1), X0 = JCm =O. J
Чтобы исключить неизвестные х~\, хт+\, присоединяем для граничных

"точек So, sm обыкновенные разностные уравнения

4 2*o + *-! , z
Jj2 г Рохо /о,

( 16)
Xm+l 2хт +Vi I _

г
дг Т Утлт 1т-

Для оценки погрешности метода {(15), (16)} по оценкам статьи [3]

нужно найти дискретную функцию Грина G = (g ik ) системы

J 2 ( —Wi+2 + 16«Ж 30«, -j- 16«,_1 «i-2 )=0 (17)
(t=1.2...., m I)

при условиях
Ц. — 2иo -\-и_.

Но Нт 0, Д2 PqHq 0,

и ~ —2и 4-и 1 4_п ~ —оI Итит и

и элементы /,, удовлетворяющие условиям

22( ti+2 Ч~ 16/,-н 30/, -f- 16/,_i /,-2) 0 (18)
(t = 1,2,..., т —1),

■' ' ‘ -1

/() tm 6

t\ —24 + t_x t _A2 „iv/f\
fr 2 iM) 12

* (*во)>
• ] ■ (19)

• ( t,n+x ~ 2tm t,n~x 4- n f viv/t \

1 Fm Lm —

12 Л Vfem/-

Так как линейно-независимыми решениями уравнения (17) являются

«о=l, «1 =г,«2 = (7 -(- 4 VЗ) 1
, «з —(7 4\73) (

,

то g,*. ищем в виде

j«о+«ц+ «г (7 + 4\/3) г ‘ + «3 (7 4 \/3) г при i< k,
8* ~

Ь 0 +ЬЦ+62(7 -Ь 4 \/3)‘- +Ьг(7 4+3) £ при t> k.
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Элементы gik должны удовлетворять условиям

(О при i k,
(20)

12 при i = k

(i, k = 1,2, ..., m —1),

£ok —O, g IÄ, 2_grofe + g-i, k— 0, ' I
■gm+l, k~~ 2gmk + gm~ 1. /г = 0 (k —1,2,.. . , tn —1 ). j

Из требований (20) получим уравнения ( Cj —bj aj)

cc + kd + (7 + 4V3) *c2 + (7 - 4 V3) *c 3 = 0,

co + (* + l)c, + (7 + 4V3)*+I c2 + (7 4V3) fe+, c 3 = 0,
(22)

Co + (& l)ci+ (7 + 4V3)^ !c2 | (7 4V3) fe" I c3 = 0,

d + BV3 (7 + 4V3)*c2 BV3 (7 4V3) k c 3 - 12,

.a из требований (21) уравнения

a 0 ~Ь а2 "I“ аз —O,

b0 + mb,+ (7 + 4V3)™A 2 + (7-4V3)"6 3 =O, (
j (zo)

Ö2 аг —O,

(7-f 4V3) m62 + (7 —4\/3)"^3 = 0. J
Решая систему {(22), (23)}, получим

• i{k —т) , [(74~ 4 V~3) m ~k
— (7 4 V3) m~fe ] [(7 —|— 4УЗУ —(7 —4УЗ) г ']

т BУЗ'[(7 + 4УЗ) те —(7 — 4V3) OT ]

gik =

_

ПР И [ < k ’

k(i —т) . [(7 4~ 4УЗ)) Ш~‘ —(7 — 4УЗ) т~*][(7Ч- 4УЗ) k
— (7 4УЗ)*]

• т B V3 I(7 + 4УЗ) т
— (7 4УЗ) т\

при i > k.

Пользоваться элементами gik для оценки погрешности в таком общем
виде, конечно, трудно. Для конкретных т элементы gik легко вычис-
ляемы.

Элементы t{ представляются в виде

Д—сo+ eg + с2 (7 + 4у/3) 1’ +<?3 (7 —4\/ЗД (: = -1, 0, 1 mg- 1).

Неизвестные коэффициенты ej определяются из системы

е0 + е2 + с 3 Ь 0,
с 0 + те { + (7 + 4V3) m e2 + (7 4 л/Ъ)т е3 = 0,

12e2 -j- 12e3 = x* Iv (|0 ),

12(7+4V3C4 + 12(7-4V3)”e3 = -** IV (L).
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Решая эту систему, найдем

t. —JL x w(4 )(7 + 4V3) w~‘— (7 —4УЗ) т ~г ' _m—il ,
144 ‘

_

(7-f 4V3) m — (7 4V3) m ™ J ‘

Л-Л )
(7 + 4УЗУ- (7 4V3) 1 i '

144. m
(7-f-4V3) OT

— (7 4V3) m m

Теперь мы можем найти оценки погрешности разностного метода
{(15), (16)}. На основании результатов статьи [3] имеем

sт 1

Iх» (s,) -I,l< г, +V2 i Я» I I „
(24>

* = 1 I—ло 1 — ло Цо

(/ = —l, о, 1, m + 1),

где

lUК П, max 1 /7,- I < До, тах у1 , ,
г=l, 2, .. .

, m-T i=l,2 т-1 I | Цо,
k=\

max |^r" V,
(| i)

t=l, 2 т-1

В случае улучшенных разностных методов решения дифференциаль-
ных уравнений более высокого порядка погрешности оцениваются таким
же образом. Элементы gik , как правило, имеют сравнительно сложный
вид. Но это не препятствует оценке погрешности, так как можно раз и
навсегда составить таблицу для значений gik при конкретных т.

Пример. Для приближенного решения краевой задачи

х" -j- х =
—s,

х(0) = х(1) =0

пользуемся разностным методом {(15), (16)} с т= 4.
Решениями системы {(15), (16)} являются: х\ ==« 0,044016; Х2 « 0,06975^;

Хз « 0,060075.
Чтобы оценить точность этих решений, вычислим

1293 64 16-339
14-97 97 7-24-97

0 0 0

1293 64 16-339
14-97 97 7-24-97

„
64 90 64

для m= 4 0 = -

Õ7 ~97 ~

97

16-339 64 307-16
7-24-97 97 56 • 97

0 0 0

16-339 64 307-16
7-24-97 97 56-97
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3 0,091 при i = 1,

I &ik 1 ' 0,12 при i= 2,
k—i

0.09 при i= 3.

Отсюда
3

max V |g ffe l <0,12 = (To и л 0 Цо = 0,12 <l.
/= 1. 2. 3

Найдем также

ti= IV (Io) AlV(^),
18232-256-144 v 2716-256-144

U= aiv (|o) 48 a!V (|4l ),97-256-144 K ’ 97-256-144 '

t 3 = JClV(go) V 1 v (I*) •10862-256-144 Vb ' 2716-256-144 Vb '

Оценим производные xiv (s), xVi(s). На основании результатов п. 4 статьи [4 ] по-
лучим

шах |x(s) К 0,1773 (/ = 0,4), шах | x{s)’ |'< 0,142.
5/_1 S si+l .5 1 <.9<5,3

Следовательно,

шах |xiV(s)|= max | x(s) +s | < 0,1773 ■+ 0,25 0,4273,
S_ j < 5 < Sj S_ j < S < St

max |xiV(s)|— max | x(s) +s | < 0,1773 + 1,25 = 1,4273,
S 3 <s< S 5 S 3 < S< S 5

n'ax ]xiV(s)(= max | .v(s) ■+ s | < 0,1773 + 1,25 = 1,4273
Si_2< S < Si+2 */_2 <*o/+ 2

(>=1,2,3).

Используя эти оценки, вычислим

ti = 0,00004, t2 = 0,0004, т 3 = 0,00044,

R* = 0,00054, -— Ш— 0,00061.1 яOНо
Оценки для ;( x{s i)

— xL \ (i 1,2, 3) получим из неравенства (24)

I х (S| ) Xl I <0,000096,

1 x(s2 ) x2 I < 0,00048,

1 x (s 3) x 3) <0,00049.

Действительные погрешности в точках si {i— 1,2,3) следующие:

x(si) х\ « 0,000017,
x{s 2) х2 « 0,000062,
x(s 3 ) —х 3 0,000093.
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3. Многоточечный метод конечных разностей

Многоточечными конечноразностными методами называют (см.,
напр., [ 2]) такие разностные методы, которые основаны на использовании
линейных комбинаций значений неизвестной функции x(s) и их производ-
ных определенного порядка в соседних точках s iy т. е. основаны на ис-
пользовании выражений вида

i-j-v

2 [а*0) x{Sk) *(s*)l
k = i— v . .

Для оценки погрешности многоточечных конечноразностных методов
общие оценки статьи [3] непосредственно не применимы. Но, как будет
показано ниже, с помощью методики, аналогичной методике, используе-
мой нами в статье [ 3], можно вывести оценки погрешности и для случая
многоточечных методов.

Рассмотрим применение многоточечного конечноразностного метода
для приближенного решения краевой задачи

x (ri) -f p{s)x= f{s), (25)
п 1

vm = 2 \-aik x(k) ( ß) + bikX(k) (b)] =Cj ii =l, 2, . ., ti), (26)
b 0

где функции p{s) и f{s) являются непрерывными.
Пусть п < 4.
Используем следующие многоточечные формулы (см. [ 2], табл. 111,

Добавления):

Л(с-|
_

/г«
“

(27)
_ 2 I

У— — 1
1

где а = 2 а/>

y=-i

а а/ и /?/
л)

даны в таблице.

Подставляя в формулы (27) выражения

xM{si )=—pix{s i )-{-fit
где p i =p{s i), fi f (Sj), полученные из уравнения (25), имеем (/?, q
некоторые целые числа; s t- - узлы подразделения отрезка а< 5< 6)

Ä^zi! + £ = 2 +ЛГ (28);
У=—l 1

(t'=p. р + 1. •••.9).

n a-l Oo <*1 я!-л)

1 1 4 1 h4

-18Õ*V <S'> + --

2 1 10 1 _

24Õ xV1" ‘ ‘

3 1 2 1 xVUl (s) +
...

240 ‘

4 1 4 1 — xVin (s) +
...

720 '
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Производные в краевых условиях (26) заменяем некоторыми разно-
стными выражениями, используя формулы численного дифференциро-
вания.

*<** И =
_ /й*> , xv* (b) = о?)^0) ф /?'/' •

Получим соотношения

ViWO) = 2j
o№ г */» J = (29)'

Л—l

=ci ~f~ 2 [ajk Ra H“ bjkßb (/= 1,2, ..

~ tl) .
k=o

Равенства (28) и (29) рассмотрим как систему уравнений относитель-
но x{Si). Крайние неизвестные обозначим через x{s p) и x(sa ). При п= 1 и
и 3 для того, чтобы число уравнений и число неизвестных совпадало,
к этой системе присоединяют еще одно уравнение, например, следую-
щее :

£)(/*) ) \

■ 1 ~

h n f pjx (Sj) =// + R {

j
n)

(j p—\ или j—q•+ 1). (30)

Последнее уравнение получается из (25) с помощью (несимметрич-
ной) формулы численного дифференцирования

-W-ffiSJS»-«..
Отбрасывая в _системе {(28), (29), (30)} остаточные члены R {P ]

(i =р, /?+ 1, ... ,q, j), R {
a

] , R (

b
} , получим систему многоточечного раз-

ностного метода

А«*, п \ 11 2 , V a,Pi+ixi+i _ V aifi+,
~

- ~

.

+ Zj
—õ— — Zj ~~rt o=p, p + i,.,.,^),

7= 1 j— 1

Vj{x.) Cj (/ = 1,2,

:■ ) dW(xv )

—fp, hPjXj =fi ii =P 1 ИЛИ j= q + 1).

Для оценки погрешностей 8j = x(st ) — Xj вычтем эту систему из сис-
темы {(28), (29), (30)} ) .

Д ие, я 1

__2 + 2] = /?f (1-Л ?+1 «К
У— — 1

Л 1

V,(е,) = У >
+ b,kR fP]O = 1.2 я),

Ä=o ; 1 ; -

v ) 1 f n
-
L

h n +pye/ =fz 0 = р-1 ИЛИ/ = <7-И).
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Таким же образом, как в статье [3 ], преобразуем последнюю систему
в следующую:

%+ 2 2—°% = а=Р.Р+ l 5). (31)
j— * k=p

Здесь

R ‘
= - ,Š [^äj tn + R !">,

элементы дискретной функции Грина (см. [3]) системы

A” ui-%,k = 0 (i =p,p+1,...,q)
Ь. >1 W- ь

при УСЛОВИЯХ
*

Vj{u,) = 0 (/= 1. 2 я),

£>(.л) (uv)
{-pjUj = О U— P— 1 или j— q + 1), (32)

a ti линейно-независимые решения системы

An ti- rL =§ (i =р,р + I, ..., q),

удовлетворяющие условиям
л —1

V,(U)= 2 &»/* «?’+: btkßfJ 0=1.2 n).
, ft=ü

Dl + Pi f i U=P— 1 или /= 4+ 1). (33)

Имеют место равенства

Bi —П/ — j- ti,

ul =hn2 £» (t =P, P + 1,.... q) •

(34)

k=p

Рассмотрим систему (31) в пространстве ( q —р + 1)-мерных векто-
ров и обозначим оценки

Кl<Т (i =P,P+ max J /?*]</?*,

i=p, p+l q

_

max
_

2| 2 °;P
%

g‘+M \<i*.
i=p, p+ l q k— p i——\

При п = 2 и п 4 условия (32) и (33) отсутствуют.
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В качестве р можно взять, например,

<7

Р-
_

max
_

\pi\.
_

max
_ 2 H*\-

i=p-\, p 9+l i—p—l, p <7+l k— p

Предположим, что Тогда можем применить известную теорему
Банаха, на основании которой имеет место равенство

I I R*
_

max
_

Irpj < гг .

i=p, р + 1 <7

Учитывая равенства (34), получим из этого неравенства оценки для е. г-
яI е,: I<ti + ft» 2Ы • J—;

«=р. р+ 1 ?)• (35)
k=. р

Такой метод оценки погрешности применим и в случае уравнений
более высокого порядка, а также в случае более точных многоточечных
методов.

4. Обыкновенный метод конечных разностей решения краевых задач
для системы уравнений четного порядка

Метод оценки погрешности, изложенный в статье [3], можно приспосо-
бить и для оценки погрешности обыкновенного разностного метода реше-
ния системы линейных дифференциальных уравнений. Мы будем рассмат-
ривать только краевые задачи для системы уравнений второго порядка
при краевых условиях, из которых каждое содержит значения только од-
ной неизвестной функции. Обобщение получаемых результатов на слу-
чай краевых задач для системы уравнений произвольного четного порядка
не представляет трудностей, если каждое из краевых условий содержит
только одну неизвестную функцию.

Если хоть одно краевое условие содержит значения нескольких неиз-
вестных функций или если порядок уравнений нечетное число, то проб-
лема оценки погрешности значительно усложняется.

Итак, рассмотрим краевую задачу *

П

х) + 2j Ütk{s)x’k + Pik (5) XBJ = fi(s ) ,
k 1

ajQ xi {a) an Xj{a) = et/,

bjoXj{b) + bj\Xj (b) = B y ,

где ац и bji (/ = 0,1) некоторые неотрицательные постоянные.

Для приближенного решения этой краевой задачи применим обыкно-
венный разностный метод

* Здесь и в дальнейшем j— 1,2, .. ~ п. Решения этой краевой задачи обозначим
через Xj (s).
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Vi-. 2 [qm h
[i = 0,1,...,m),

X H x j, -jaiо x io ~~ ai 1 (36)

r I /j */. /П+l Xi, m-1
_ pOjQ ximT 2Л “ P/»

где

Qjki <?/£ (*Sj) > Piki Pikini) > fji —fj {si) ■
Способ получения оценки погрешности этого разностного метода впол-

не аналогичен способу, использованному в статье [3]. Поэтому мы приво-
дим оценку погрешности без доказательства.

Пусть gjki являются элементами дискретной функции Грина задачи*

Uj, i+i 2u,i Ч-М/.м = 0 (i =O, (37)

при условиях

И;. U:
fl/o «/о «/I ——2h =°’

(38)
U .. I *. m+l Uü tn-l

_ п°jo Uim I Pyi 2й U

и tji = ejo -f- eyi i удовлетворяют условиям

~ f „ Оч 0.-i nfl/o Со Uji 2h ö/i бXj ’

n- /• ’_i_ h- tj ' m+l ~0- _U r*"'^ (3hСоч/пТ Ол 2Д 0XJ \šim) •

Обозначим
П

ka= 2 [Qiki~"',h
~

1 “I" Piki +

+ Н*Г(Й?)+ (*„<й?<«ж>
Ä- =1

и оценки

max j pjki I < л* o, max | qjki \ < я*ь
f=o, 1 m i=o, 1, .... m
/=l, 2, . . , ,

я /=l, 2, n

m
шах 1 Я/,- 1 < /?*, max /? 2 V j g*l7 ] < ц*o,

i=o, 1 И1 i=o, 1 m
/= 1, 2 n

* Отметим, что элементы gik задачи вида {(37), (38)} даны в статье [s ].
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m

шах h2 2 e*' w' 1 Г/*"' 1 ’ 1 < Ми. II=o, r, ~., m zn

(t = О, I, m).

Теорема 2. Если
П

u = (jtfei pjfei -j- я*о Päo) <C 1,
k =\

то система (36) имеет единственное решение {хц}, причем имеет место
оценка, погрешности

m D*1x 'i* (si) —Xu j< Ту,- + /г2 2 !Sml j—-
k =0

{j —\, 2, ..., m; i=— 1,0, 1, . .., m-f- 1).
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MÕNEDE DIFERENTSMEETODITE VEAHINNANGUST HARILIKE
LINEAARSETE DIFERENTSIAALVÕRRANDITE LAHENDAMISEL

Käesolevas artiklis vaadeldakse artiklis [3] saadud üldiste veahinnangute rakendamist
mõnede konkreetsete diferentsmeetodite korral.

»

R. JÜRGENSON

ON THE ERROR ESTIMATE OF FINITE DIFFERENCE METHODS APPLIED
FOR USUAL LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS

)

In this paper some applications of the general error estimates found in thepaper PI for some concrete finite difference methods are considered.
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	Рис. 4. Анализ фенольной фракции 288—290°. А. Хроматограмма фракции. Условия хроматографирования: длина колонки 3 м, СЖФ апиезон L, 15% от веса хромосорба; температура ■— 200°; расход водорода —6O мл/мин; давление 1,0 атм. Б. Хроматограммы суммарного катализата и отдельных катализатов (I-—IV). Условия хроматографирования: длина колонки 1,2 м; СЖФ • полиэтиленгликоль 4000, 15% от веса диатомита; температура – 100 (I) и 150° (II—IV); расход аргона 45 мл/мин; давление 0,35 атм. Обозначения пиков: 1 а + ß-нафтолы; 2 тетралин; 3 нафталин; 4 а-метилнафталины; 5 ß-метилнафталин; 6 бензол; 7 толуол; 8 – этилбензол; 9 диметилнафталины.
	Рис. 5. Хроматограмма фракции 244—247°, полученная при ее дегидроксилировании. Условия хроматографирования те же, что на рис. 2Л. В реакторе 2мл катализатора 5% Pd на силикагеле, температура 345°.
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	КИНЕТИКА ОБРАЗОВАНИЯ КОМПЛЕКСНЫХ СОЕДИНЕНИЙ ХЛОРИСТОГО ПРЕНИЛА С ЭЛЕКТРОФИЛЬНЫМИ ХЛОРИДАМИ МЕТАЛЛОВ
	Untitled
	Рис. 1. Кинетика образования комплекса хлористого пренила (0,30044) с SnCl4, TiCl4 и SbCl3 в дихлорэтане: 1 SbCl3 0,04544; 2 TiCl4 0,00444; 3 SnCl4 0,00144.
	Рис. 2. Кинетические кривые образования комплексов в ледяной уксусной кислоте (хлористый пренил 0,0541): 1 SbCl3 0,04844; 2 HgCl2 0,39444 ; 3 PrCl3 0,06744; 4 ZnCl2 0,03044 ; 5 BiCl3 0,03244 (растворитель уксусный ангидрид).
	Рис. 3. Удельная электропроводность комплексов SbCl3 и хлористого пренила в неводных растворителях различной полярности (хлористый пренил 0,3044): 1 нитробензол, SbCl3 0,01344; 2 уксусный ангидрид, SbCl3 0,03644 ; 3 дихлорэтан, SbCl3 0,04544.
	Рис. 4. Зависимость скорости образования комплексных ионов от концентрации SbCl3 в условиях избытка 0,6244 хлористого пренила (при 0° С) в дихлорэтане. SbCl3: 1 0,009444; 2 0,044644; 3 0,100044; 4 0,264044.
	Рис. 5. Скорости образования комплекса хлористого пренила с SЬС13 (0,01644) в дихлорэтане. Хлористый пренил: 1 3,08044- 2 1,55244 ; 3 0,93444; 4 0,61444 ; 5 0 17444' 6 0,06444.
	Рис. 6. Скорость образования 0,01844 ZnCl2 (/ и 2) или АIС13 комплекса хлористого пренила с (5) в ацетоне (при 0° С). Хлористый пренил: / 0,28044; 2 0,06344 ; 3 0,28044.
	Рис. 7. Зависимость максимальной удельной электропроводности комплексов (в области, близкой к эквивалентным концентрациям реагентов) от концентрации хлористого пренила (см. таблицу).
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	Рис. 8. Изменение оптической плотности 0Д92Л4 раствора хлористого пренила в нитробензоле при 20° С после прибавления 0,0027тИ хлоридов металла (толщина слоя 20 мм): 1 АIС13; 2 SnCl4; 3 ZnCl2; 4 TiCl4; 5 SbCl3. .
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	СИНТЕЗ СУЛЬФОНИЛХЛОРИДОВ 1,2,3,4,7,7-ГЕ КС АХ ЛО Р-5-АЛКИЛ-[2,2,1] БИЦИКЛОГЕПТ 2 ЕНОВ И СОЛЕЙ СООТВЕТСТВУЮЩИХ СУЛЬФОНОВЫХ КИСЛОТ
	Untitled
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	Рис. I. Зависимость степени сульфо'хлорирования гексахлоралкилбидиклогептенов от времени реакции. / прбпилпроизводное; 2 октилпроизводное; 3 тетрадецилпроизводное.
	Рис. 2. Зависимость степени омыления сульфонилхлорида гексахлороктилбициклогептекоктилсульфонилхлорида (глубина сульфохлорирования 52%) от температуры и различных агентов омыления: 1 Iн. водный раствор NaOH при 20°; 2 Iн. водный раствор NaOH при 70°; 3 Iн. этанольный раствор NaOH при 20° (степень сульфохлорирования гексахлороктилбициклогептена 110%). Количество сульфонилхлорида в каждом опыте составляет 0,02 г-молг, соотношение растворителя (ССI4) к сульфонилхлориду равно 20. В ходе реакции pH раствора поддерживалась на уровне менее 9.
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	ГРУППОВОЕ КОНЦЕНТРИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ МИКРОЭЛЕМЕНТОВ СМЕСЬЮ СУЛЬФИДА И КАРБАМАТА КАДМИЯ ПРИ ХИМИКО-СПЕКТРАЛЬНОМ АНАЛИЗЕ СЛАНЦА-КУКЕРСИТА
	Untitled

	ЗАМЕЧАНИЕ ОБ ОДНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ФОРМУЛЕ
	Untitled

	TERMOIMPULSIMEETODI KASUTAMISEST PREPARATIIVSES GAASIKROMATOGRAAFIAS
	Untitled

	ПРИМЕНЕНИЕ ДВОЙНОГО ЯДЕРНОГО МАГНИТНОГО РЕЗОНАНСА СО СЛАБЫМ ВОЗМУЩАЮЩИМ ПОЛЕМ («ТИКЛИНГ») ДЛЯ УСТАНОВЛЕНИЯ ВЗАИМНОГО РАСПОЛОЖЕНИЯ УРОВНЕЙ ЭНЕРГИИ СПИН-СИСТЕМЫ. I
	Рнс. 1. Спектр ЯМР акрилонитрила на частоте 40 Мгц.
	Рис. 2. Спектр двойного резонанса акрилонитрила на частоте 40 Мгц. Возмущающая частота со2 (Н2 -~ 2 мгс) установлена на линии 11.
	Рис. 4. Диаграмма энергетических уровней акрилонитрила. Рис. 3. Спектр двойного резонанса акрилонитрила на частоте 40 Мгц. Возмущающая частота со2 (Я2 = 2 мгс) установлена на линии 12.
	Рис. 5. Спектр ЯМР кислотного остатка этилового эфира коричной кислоты на частоте 40 Мгц.
	Рис. 6. Спектр двойного резонанса кислотного остатка этилового эфира коричной кислоты на частоте 40 Мгц. Возмущающая частота со2 (Н2 0,6 мгс) установлена на линии 2.
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	ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ МОДУЛЯЦИИ МАГНИТНОГО поля в СПЕКТРОМЕТРИИ ЯДЕРНОГО МАГНИТНОГО РЕЗОНАНСА УГЛЕРОДА-13
	Рис. 1. Спектр ЯМР Сl3 в бензоле без модуляции магнитного поля.
	Рис. 2. Спектр ЯМР Сl3 в бензоле с модуляцией магнитного поля.

	НИЗКОТЕМПЕРАТУРНЫЕ СПЕКТРЫ ИЗЛУЧЕНИЯ КИСЛОРОДА В ЩЕЛОЧНОГАЛОИДНЫХ КРИСТАЛЛАХ
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	Схема полярископа удваивающего типа: Л источник света, П поляризатор, А анализатор, 3 полупрозрачное зеркало, С фотоупругое покрытие, Ф фазовая пластинка, И иммерсионная жидкость, Д исследуемая деталь.
	г2 д// (4,5- 18) и Голей [3] ug 5Г-1 R 2 Алексеева, ТГи Жуховицкий, . —+ 1 8 Туркельтауб [221 АН=й-'У^и Голей[3] R~ дН —2k ~ и Хайтен [23] Дя = (Цй)2 Дг TTg « Джиддингс П
	Рис. I. Схема установки для исследования стеночного эффекта. I бал лон, 2 ротаметр, 3 манометр, 4 испаритель, 5 колонка, 6 – пла менные детекторы.
	Рис. 2. Блок пламенных детекторов для колонки диаметром 75 мм.
	Рис. 3. Блок пламенных детекторов для колонки диаметром 32 мм
	Рис. 4. Передвижение полосы н-гептана в хроматографической колонке диаметром 75 мм. Наполнитель диатомитовый кирпич с 30% дибутилфталата; газ-носитель азот; скорость газа – 500 л/час; исследуемое вещество н-гептан в количестве 2 мл; температура 105° С; съемка без фильтра, экспозиция 1 сек; 1 и 3 фронт полосы, 2 и 4 замыкающий край.
	Рис. 5. Неравномерность фронта Е в зависимости от скорости газа-носителя и. Диаметр колонки 75 мм, длина 1,54 м, н-гексан; насадки: 1 диатомитовый кирпич без жидкой фазы, 2 диатомитовый кирпич, пропитанный 30% дибутилфталатом.
	Рис. 6. Зависимость высоты теоретической тарелки Н от скорости газа-носителя и для колонки диаметром 75 мм: 1 колонка без перегородок; 2 колонка с перегородками, диаметр центрального отверстия 32 мм; 3 колонка с перегородками, диаметр центрального отверстия 12 мм; 4 колонка с перегородками, ширина периферийного зазора 3,5 мм.
	Рис. 1. Хроматографический пик; а размеры пика; б изменение формы пика при увеличении нагрузки.
	Рис. 2. Зависимость показателя перегрузки g от нагрузки V. Колонка: диаметр 32 мм, длина 3,2 м, диатомитовый кирпич 0,25—-0,5 мм, пропитанный 30% дибутилфталатом; I диэтиловый эфир, II я-гексан, 111 я-гептан. Рис. 3. Определение выхода конденсата: с концентрация насыщенных паров вещества при температуре конденсации; К конденсируемая часть пробы; М минимальное количество пробы, необходимое для получения конденсата.
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	Рис, 1. Хроматограмма орто- и паразамещенных фенолов. Растворитель-- хлороформ+этилацетат (3:1): 1 2-метилфенол; 2 2-этилфенол; 3 2-изопропилфенол; 4 2-аллилфенол; 5 2н-бутилфенол; 6 2-циклогексилфенол; 7 2-бензилфенол; 8 4-метилфенол; 9 4-вторбутилфенол; 10 4-трет-бутилфенол; 11 4-циклогексилфенол; 12 4-бензилфенол.
	Рис. 2. Зависимость величины пятна от количества вещества и Rf. Растворитель бензол+метанол (9:1). 1 2,4,6-триметилфенол, Rf 0,63; 2 2-этилфенол, 7?р=0,47; 3 фенол, Rf = 0,30.
	Рис. 3. Хроматограммы фракций сланцевых фенолов. Растворитель – бензол+метанол (9:1): 1 фенол; 2 2-метилфенол; 3 3- и 4-метилфенол; 4 2-этилфенол; 5 3,4-диметилфенол; 6 2,5-диметилфенол; 7 2,4,6-триметилфенол.
	Рис. 4. Хроматограмма фракции фенолов 277— 283° С, полученная при помощи газохроматографического разделения. Условия хроматографирования; длина колонки 1,2 м\ СЖФ апиезон L, 15% от веса хромосорба W; температура 175° С; расход аргона 45 мл/мин-, давление 0,18 атм.
	Рис. 1. Хроматограмма фракции 288— 290° на препаративной колонке. Условия хроматографирования; длина колонки 2 м; СЖФ силиконовое масло, 15% от веса диатомита (0,165—0,2 мм); температура 200°; расход водорода 240 мл/мин] давление 0,45 атм.
	Рис. 2. Анализ фенольной фракции 244—247°. А. Хроматограмма фракции. Условия хроматографирования: длина колонки 6 м; СЖФ апиезон L, 15% от веса хромосорба W; температура 200°; расход водорода 60 мл/мин\ давление 1,2 атм. Б. Хроматограммы суммарного катализата и отдельных катализатов (I—IV). Условия хроматографирования": длина колонки 1,2 м; СЖФ полиэтиленгликоль 4000, 15% от веса диатомита; температура 100°; расход аргона 45 мл/мин\ давление 0,35 атм. Обозначения .пиков; 1 4-этил-2-метилфенол + 5-этил-2-метилфенол; 2 Зн-пропилфенол; 3 4-этил-3-метилфенол; 4 толуол; 5 м■+ «-ксилол; 6 о-ксилол; 7 н-пропилбензол; 8 1-метил-З-этилбензол + 1-метил-4-этилбензол; 9 1-метил-2-этилбензол; 10 индан; И этилбензол.
	Рис. 3. Анализ фенольной фракции 253—260°. А. Хроматограмма фракции. Условия хроматографирования: длина колонки 3 м; СЖФ апиезон L, 15% от веса хромосорба W; температура 200°; расход водорода 60 мл/мин-, давление 1,0 атм. Б. Хроматограммы суммарного катализата и отдельных катализатов (I—IV). Условия хроматографирования: длина колонки 1,2 м\ СЖФ полиэтиленгликоль 4000, 15% от веса диатомита; температура 100 (I—IV) и 150° (V); расход аргона 45 мл/мин; давление – 35 атм. Обозначения пиков: 1 4-инданол; 2 5-инданол; 3 бензол; 4 4-толуол; 5 1-метил-4-этилбензол -+- 1-метил-З-этилбензол; 6 1,4-h 1,3-диэтилбензол; 7 индан; 8 нафталин; 9 1-метил-2-этилбензол; 10 бензол; И этилбензол; 12 метилэтилбензолы.
	Рис. 4. Анализ фенольной фракции 288—290°. А. Хроматограмма фракции. Условия хроматографирования: длина колонки 3 м, СЖФ апиезон L, 15% от веса хромосорба; температура ■— 200°; расход водорода —6O мл/мин; давление 1,0 атм. Б. Хроматограммы суммарного катализата и отдельных катализатов (I-—IV). Условия хроматографирования: длина колонки 1,2 м; СЖФ • полиэтиленгликоль 4000, 15% от веса диатомита; температура – 100 (I) и 150° (II—IV); расход аргона 45 мл/мин; давление 0,35 атм. Обозначения пиков: 1 а + ß-нафтолы; 2 тетралин; 3 нафталин; 4 а-метилнафталины; 5 ß-метилнафталин; 6 бензол; 7 толуол; 8 – этилбензол; 9 диметилнафталины.
	Рис. 5. Хроматограмма фракции 244—247°, полученная при ее дегидроксилировании. Условия хроматографирования те же, что на рис. 2Л. В реакторе 2мл катализатора 5% Pd на силикагеле, температура 345°.
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	Рис. 1. Кинетика образования комплекса хлористого пренила (0,30044) с SnCl4, TiCl4 и SbCl3 в дихлорэтане: 1 SbCl3 0,04544; 2 TiCl4 0,00444; 3 SnCl4 0,00144.
	Рис. 2. Кинетические кривые образования комплексов в ледяной уксусной кислоте (хлористый пренил 0,0541): 1 SbCl3 0,04844; 2 HgCl2 0,39444 ; 3 PrCl3 0,06744; 4 ZnCl2 0,03044 ; 5 BiCl3 0,03244 (растворитель уксусный ангидрид).
	Рис. 3. Удельная электропроводность комплексов SbCl3 и хлористого пренила в неводных растворителях различной полярности (хлористый пренил 0,3044): 1 нитробензол, SbCl3 0,01344; 2 уксусный ангидрид, SbCl3 0,03644 ; 3 дихлорэтан, SbCl3 0,04544.
	Рис. 4. Зависимость скорости образования комплексных ионов от концентрации SbCl3 в условиях избытка 0,6244 хлористого пренила (при 0° С) в дихлорэтане. SbCl3: 1 0,009444; 2 0,044644; 3 0,100044; 4 0,264044.
	Рис. 5. Скорости образования комплекса хлористого пренила с SЬС13 (0,01644) в дихлорэтане. Хлористый пренил: 1 3,08044- 2 1,55244 ; 3 0,93444; 4 0,61444 ; 5 0 17444' 6 0,06444.
	Рис. 6. Скорость образования 0,01844 ZnCl2 (/ и 2) или АIС13 комплекса хлористого пренила с (5) в ацетоне (при 0° С). Хлористый пренил: / 0,28044; 2 0,06344 ; 3 0,28044.
	Рис. 7. Зависимость максимальной удельной электропроводности комплексов (в области, близкой к эквивалентным концентрациям реагентов) от концентрации хлористого пренила (см. таблицу).
	Untitled
	Рис. 8. Изменение оптической плотности 0Д92Л4 раствора хлористого пренила в нитробензоле при 20° С после прибавления 0,0027тИ хлоридов металла (толщина слоя 20 мм): 1 АIС13; 2 SnCl4; 3 ZnCl2; 4 TiCl4; 5 SbCl3. .
	Untitled
	Untitled
	Рис. I. Зависимость степени сульфо'хлорирования гексахлоралкилбидиклогептенов от времени реакции. / прбпилпроизводное; 2 октилпроизводное; 3 тетрадецилпроизводное.
	Рис. 2. Зависимость степени омыления сульфонилхлорида гексахлороктилбициклогептекоктилсульфонилхлорида (глубина сульфохлорирования 52%) от температуры и различных агентов омыления: 1 Iн. водный раствор NaOH при 20°; 2 Iн. водный раствор NaOH при 70°; 3 Iн. этанольный раствор NaOH при 20° (степень сульфохлорирования гексахлороктилбициклогептена 110%). Количество сульфонилхлорида в каждом опыте составляет 0,02 г-молг, соотношение растворителя (ССI4) к сульфонилхлориду равно 20. В ходе реакции pH раствора поддерживалась на уровне менее 9.
	Рнс. 1. Спектр ЯМР акрилонитрила на частоте 40 Мгц.
	Рис. 2. Спектр двойного резонанса акрилонитрила на частоте 40 Мгц. Возмущающая частота со2 (Н2 -~ 2 мгс) установлена на линии 11.
	Рис. 4. Диаграмма энергетических уровней акрилонитрила. Рис. 3. Спектр двойного резонанса акрилонитрила на частоте 40 Мгц. Возмущающая частота со2 (Я2 = 2 мгс) установлена на линии 12.
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