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ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ
ПОЛИНОМОВ ЭЙЛЕРА-БЕРНШТЕЙНА

В. Б. ОЖЕГОВ

o

Последовательность полиномов {Р„(х)}о будем называть последо-

вательностью обобщенных полиномов Аппеля второго порядка (в даль-

нейшем последовательностью класса Д()), если

P, (x)= Pa_2(x) (n=2 3,4, ..). (1)

Определение (1) равносильно* следующему: последовательность
ю .

{Р„(х)}о принадлежит классу А'®, если существуют (формально) два

степенных ряда

S B(t)= Ё DotA(t): zoant ;

n=o

(2)

такие, что (также формально)

A(t)et*+ B ž:(t —х)е-*
M

P, (x)i" (3)

Из онределения (1) следует, что если классу А©® принадлежит по-
o

следовательность полиномов {Р,„(х)}о ‚
то классу A® принадлежит и

o ос

последовательность их производных {@„(х) }о == {Р’»ы(х)}о . B даль-

нейшем будем предполагать, что при всех л

P,m(x)=l,

а ряды (2) будем называть производящими функциями последователь-
oo со _ .

ности {Р„(х)}о (у последовательности {О,(х)}о производящие функ-
ции (А(1) и В(8), что следует из (3)).

€ o0

I°. Запишем полиномы некоторой последовательности {Р,„(х)}о 6 A
0

H NMOCHENOBATENLHOCTH HX NMPOH3BOAHBIX {Q.(X)}o B BHUIE

* Доказательство этого утверждения публикуется в трудах П-ой всесоюзной кон-

ференции по конструктивной теории функций, на которой автор выступил с докладом

в октябре 1962 г.
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o
-

LPrz(-x):%+pgnllxn_l_ll_psin)—zxn- 2++po
,

Q X" (n) (n)W)=5 galixn gula xh7? + ... + q

Тогда справедлива следующая -

Лемма. Для того, чтобы задать эти последовательности, доста-

г о( (m)y ‘
точно знать две последовательности {ро }о и {qo }о свободных чле-

HOB.

Действительно, положив в (3) х—= 0, получим .

Ä@O+3oo= Ё рб? # (4)

Аналогично, положив х 0 в равенстве

OE EG ) Qulx)tn,
n=4o .

получим

A(t)—B(t)= z д6° tn.

n=o

(5)

Используя равенства (4) и (5), последовательно из (3) получим

0 00 t n o 0 —tx )" ‚ 00

¢ 2%

ZOP„<x>rn:A(t) ЕЦ +B(1) 3 EE =4(0--В(0)1 2‘@3‚— +
n= n= n=o : k=

A— By
B [ AP maAA WZ (2k4DL Z ,Z('žn——%)!x +

MD k=o n=o (| k=o ` : . -

- 2
n qgk—l)

A N| Я Zm—_amx“’"*”“] Pr+ -

k=l В . Co

00 n (2k4+l) . (2k)

Ро n—2 ° 9
n— nT ZO{Ä[W—W NO® ]}tб

Отсюда следует, что

(2&—1)a
90 2n—2k+l ]2N [ R 6 x2n—2k+ Ty X ,(3 - 2651 In 2k+ 1)!Py, (x)= (2n)! + ‚;1 (2n 2k)! N

)

(6)

x2„-+1
n pg2k+l) . n qgk) AB

Z—— —— D

удп-2в 1.
miii

e—2RAl. )Pa OO оаЗГ>Gz¥ T Z'(2n+2k+l_)! S
k=o k=l

WT

:

(7)
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Аналогично получим

p
aln (2&+1) k

@э„(х) =— + [“"ЁЭ__“ an_2
%"

—2—l ———

x2n—-

(2n)! ‚;o @я—кг 4pa (8)

O,
2+t

+
n p n N

X)= —— 2n—2k+l_ дн—д&+O Oar E; -D Tkzl (2п B1“ i
k= =

(9)

что и доказывает утверждение леммы.

0

2°% Ilycrb все полиномы последовательности {P,(x)}e из A u

o0 00

{Q.(x)}o = {P'n+l (x)}o знакопостоянны на некотором отрезке [a, Ö]

(в дальнейшем [a, b]= [O, 1]), u nycTbß, HanpHMep,
-

Pr(x)- Pera(x) <O, Qe(x)- Qrea(x) <O,
(&= 0,1, 2,...; o<x<])

(10)

а для определенности

Po(x)= Qo(x) =l, Р, (х)`> 0, ©,(х) << 0 (0<х< 1).

Тогда, очевидно, это равносильно тому, что при всех л и (<< л—2,
u npu x€ [O, 1] )

PQx)- P{T? (x) <O,

QP (x)- Q¢ (x) <O,

T. € каждый полином рассматриваемых последовательностей при-
надлежит классу Ц циклически монотонных полиномов на [O, I]. Для
многочленов этого класса вида

m

Ра(х)= 75 +plxm-1+paxt-2+ ... + рт, (11)

имеет место следующая

Теорема С. Н. Бернштейна: ([']) стр. 504).
:

Среди всех многочленов класса Ц наименее уклоняются от нуля на

[o,l] многочлены --s,„(х) и +-См(х),

где

x х Xe Xm—1
Sm(x)= j dx, Г а'хг_[ dxs

.. _[ dXm,
0 1 0 %m —1

x Xı Xg xm_;‚l '

0 1 0 1

(12)
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где

0 при m=2k-+l,

r:{ 1 pn m=2k,

@т-1 + am-1 =l,

IpUYEM 3TO HaWMeHblllee YKJOHeHue L, Oyner

LmIISm(l)Ile„‚(O)I.

. o 0

Из формул (12) следует, что последовательность {S,(X) }o экстре-
мальных полиномов класса Ц, также как и последовательность их про-

-0

изводных {С„(х)}о есть последовательности обобщенных полиномов

Аппеля второго порядка. Следовательно, каждый полином этих после-

довательностей удовлетворяет условиям (10) и может быть записан в

виде (6), (7), (8) или (9), где ;

Р„(х) = Sn(x), Q.(x) = C,(x).

Benencteue JjeMMbl C. H. Bepumreiina ([!], crp. 503), экстремальные
полиномы удовлетворяют условиям

Sm(0)=Cn(1)=0. o (13)

Из этих условий и из представлений (6), (7), (8), (9) заключаем, что

свободные члены экстремальных полиномов можно последовательно

определить из уравнений

(2k) 1
& quk)

pö =0 (2n):+kzlm—2k)!zo'
n (2k+l)

k+l) 1 D
po =0 (2n—l)!+kzl Oa 3a

—©.

Эти уравнения равносильны, естественно, условиям С. Н. Бернштейна
]* ò o

([], стр. 497) для чисел Е,„ иЕ„ коэффициентов Эйлера-Бернштей-
на, так как _

Езл== (2п) !qß?")‚ Eoni = (241+ l)!pg"'*'l)

Fr (2n)lpf?: EOn+ DV.

Hcxona H3 Toit xe semmbl C. H. DepHuitegHa, можно получить и фор-
. 0

мулы для производящих функций последовательностей {Sn(x)}o M

o0

{С„(х)}о полиномов Эйлера-Бернштейна. Действительно, если

( ) t п( ) ,
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TO, используя (13), получим

et—1A
B(t)= o=A= o= я

Таким образом,

o 0 * l+e_t t et—'l —tz S„(X)t"-—m e et +et
E

n=o

откуда

shtx +chi(l—x)
o

—————c}—l't——————z S„(X)fn.
n=o .

Аналогично имеет место

chtx—sht(l—x)
__

-

__——Cfi—_z Cn(JC)tn.
n=o

Из полученных формул и из свойств гиперболических функций получа-
ем следующие разложения: -

cht(l—x)
_

Х
sh&x

&

che —zo Sn(x)P*, <вр —))sн(0 РУ,

n= n=o

chix
C

Эп
5В #(х —1)

`

2141—cm—-z Con(x) 2", TZZ Coptr (%) 27+,

n=o n=o

(14)

Из (14), например, следует

o 0

У! 1С(х -1) + Са(х 1а= ShEEEDLt 1)
п=o

ch ž ,

HJIH

$} [Can (% + 1)+ Can (x— 18® = 2chtx.

n=o .

Отсюда

%_[Czn(x—l— 1) + Can (x ] = (QL:)l—!’
т. е,. получено соотношение С. Н. Бернштейна ([l], стр. 499). Аналогично
можно получить

'š— [Saxl(x+ 1)+Si (x —1) ] = ’‹2%2% ›

2k 1 1

en [S2e(—%) + Sar(2—%)] =

5 [Sar (%) + Sza(2+ x)],

% [Cor-1(X)+ Car-ı (X +2)l= _(5227‚1;11")_! :
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Из разложений (14) также следует

1
2 90

r = 2) C)P = D} San (1) .
n=o n =0

° Следовательно, если функцию (Chf)-! разложить в ряд по степсе-

ням #, то коэффициент при #' совпадает по абсолютной величине с ве-

личиной Го, наименьшего уклонения многочлена вида (11) класса Ц
на [o,l].

Из (14) также получим

o 0 o 0

th{ = Sg„.H ( ] ) f'2”_+l T= [——C2n+l (o)]t2n+l.

Следовательно, коэффициенты разложения th/ B pPAA, NPH COOTBETCT-

вующих степенях / MO aÕCOJIIOTHOÜ BEJUUKHHE COBNANAIOT C Lop+l BENH-

чинами наименьшего уклонения многочленов класса Ц на [o,l].
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