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О НАИЛУЧШИХ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛАХ

С ФИКСИРОВАННЫМИ УЗЛАМИ

М. ЛЕВИН
KaHAMAAT физико-математических наук

На практике для заключения о точности приближенного интегрирования часто срав-

ниваются приближенные значения интеграла, вычисленные NO лп и по 2л узлам. Если

модуль разности этих значений меньше допускаемой ошибки, то за величину интегра-

ла принимается второе значение.

В настоящей заметке показывается, что при сравнении экстремальных ошибок

(точных верхних граней ошибок, получаемых при вычислениях по заданной формуле
для функций заданного множества) второе приближенное значение интеграла в не-

которых случаях достаточно вычислять по п--1 или л--2 узлам.

1. Для множества №,(O/®) функций [(х), на отрезке {o,l] абсолютно

непрерывных и удовлетворяющих условиям {(0) =O, |Р(х) ;©<< М,
рассмотрим квадратурные формулы

1 n—l

[ Кодах = >] Paf(Xe) + 71©(f)
0 R=o

(1)

1 n—l r—l

f Kx)dx= X} pef(xe) + ) Baf () + Ra®().
0 k=o k=o

(2)

где Xa pe(k=0,1,...,n—1),y; (j=0,1,...,r —1) заданные числа

Пусть

rn® sup D: R,O= sup |R.O() |
Е,Эг [Е М,Г°

Требуется для рассматриваемого множества функций построить наилуч-

шую формулу (2), т. е. найти значения В, (& 0,1,...,г !) так, что-

бы величина В,®) была наименьшей.

а) Пусть формула (1) наилучшая для функций множества WVL.
Тогда [!]

2 2k+2 (k=0,1,...,1—1),Вк == ор› Х&
оаЕ (3)

,3n 4 1)y
(4)
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Используя равенство

1

о) = [ F(E(x—tydt
0

где

0, x <O,
Е(х) :{l, xšo'

получаем, применяя неравенство Буняковского, по (2)

1

R.© =m{[ K2(tyar )",
- 0

(5)

Z

где

_ n—1 r—l

NO ol 7 )ВУ(—).
k=o k=o

Фиксируя следующие параметры

Frn Yr =0,5(X%4-1 -;) ZNe (6)

сводим задачу к минимизации интеграла

1

I= f K*(t)dt
0

(7)

Для отыскания значений В, (& == 0,1, ...,
п —1), минимизирующих

этот интеграл, имеем систему уравнений 12;[ =0 ({=o,l,
...,

n—l)

({(решение этой системы действительно дает минимум интегралу (7), Tak

как все определители lI;iBj' i]_;o при /= 0,1,..., п— 1 положительны),

которую можно записать в виде

л —1 1 1

»В: / Е ЭЕ(р= /10Е(ба
k=o 0 0

n—l 1

—®) в / Е(хь— ОЕ( t)di (=O, 1, л),

k=o 0

откуда

{ n—l y% [—l n—l

ı Beyet+yı D] Ba=yı—z—Y| puxs— yı D] Da

(I== 0,1, ...,п —1). `

Подставляя сюда значения (6) и (3), получаем

} n—l

*

z (2k -1)By + (20 +1) 2 в‚с:д(?п'_д… (1=0,1,..., 2—l

h==o k=lll -
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M, 3HAYHT,

—a 0.. !
BI:‘BQZ---—Bn—lВо =

эа 1) ?

Таким образом, для множества МО 10 наилучшая формула (2) с

фиксированными значениями (6), получаемая удлинением наилучшей
формулы (1), имеет вид

} n—l ‚

Jf(x)dx'zš,%šf(š,%%)+mf(glg)+ R UP:

По (5), учитывая равенство (4), получаем для этой формулы

R«'o>=———"—4—_—l/I__—'3 :г‹о›]/I————‘°’"

(2n+l) V 3 4(2n +1) n

4(2л-)`

6) Пусть лs> 1 нечетно и (1) есть формула Симпсона, для KOTO-

рой, как можно подсчитать, '
e

8, 'VS—n—lr„“”=3—(;——l, B

Тогда аналогичными рассуждениями получаем, что AA WVL наилуч-
шая формула (2), получаемая удлинением формулы Симпсона (1) пу-
тем добавления новых узлов, лежащих по средине между узлами фор-
мулы (1). имеет вид -

S
2| )HAAA f()RO,

для которой

M 273(0) -
—ADRa T

3(n—l) VS 32(п—1)
`

2. Tlycrs WM L 2 muoxectßo hpynkunü f(x), Ha [o,l] абсолютно не-

MPEPLIBHHIX M YIOBJETBOPSIOWHX YcaoBHIO ||f(x)IL@< M. -
Для этого множества функций среди формул вида

1 n—l ' n—l

/ Hx)dx= D} prf(%x) + gf(0) + S} Baf(yr) + RalD) (8}

при заданных Pk. Xk, Yr ÕVAEM HCKaTb HAHJYULIYIO OpMYAY.

Справедливо очевидное неравенство

sup R,i 2> E RE
FEWOL®

) /fewgm_um D} (9)



О наилучших квадратурных формулах с фиксированными узлами 113

Нусть

n—l

g=l z (Br+Pe),
k=o

тогда

R(c) =O, ¢ = const.

Ислользуя это, имеем

R»[f(x)] = R.[[ (x) F(O)1.

поэтому

sup IR()]LZ sup IRD
fE WOL feW, L@

откуда по (9) получаем

sup [R,(F)|= sup IR.(F)].
feW/(l)L(2) 'fGWO(”L(z)

Отсюда и из пункта 1 следует, что наилучшей для 00 L) popmynoü

(8) является:

а) формула - .

[lt= 724 š]fPOE2e.

тде

| sup an 3 Z—L——.V 3

fe WYLOO
PI

(2n +1) V3 I_4(2n+l)’

а за формулу (1) взята наилучшая для 7(o[©® формула

1 n—l

] e~ g7y35 7(k)+e10
Ho Ye=o,s(xp-1+xz);

6) Формула

SS(2]

HZHE HEE)]300 +l(Gs]])+0

где |

іеЁ‹Р›иг›Ш”(і)'S -m
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а за (1) взята формула Симпсона и за новые узлы ух середины
OTPE3KOB [Xz, Xp+l]. . о |
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PARIMATEST FIKSEERITUD SÕLMPUNKTIDEGA KVADRATUURVALEMITEST

M. Levin
füüsika-matemaatikateaduste kandidaat

Resümee

Artiklis tuletatakse funktsioonide hulga Wy(!) L(?) jaoks parim valem (2) tingimuse
(6) puhul, kusjuures valem (1) loetakse antuks ja parimaks selle funktsioonide hulga
jaoks.. Analoogiline ülesanne lahendatakse juhul, kui (1) on Simpsoni valem. Samad üles-

anded lahendatakse ka funktsioonide hulga W(LC) jaoks.
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ON THE BEST QUADRATURE FORMULAE WITH FIXED POINTS

M. Levin

Summary

In this article the best formula (2) is constructed satisiying the condition (6) for the

class of functions Wo() L2, The formula (1) is assumed to be given and the best for

this class of functions. An analogic problem is solved for (1) being Simpson’s formula.

These problems are solved for the class of functions W)L), too.
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