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ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА

ФУНКЦИЙ

M. ЛЕВИН

Пусть множество Р(М) состоит из всех функций f(x,yY), yAOBAETBO-

ряющих на [O, 1; 0, 1] условиям: {(х, 0) == /(0, у) =o;fx, fy M fxy orpauu-

чены, интегрируемы и

1 1

{ USU)Lау}_"*@.
Аналогично тому, как это обычно „neNaeTCA[!;?], построим AJA 3TOro
множества функций наилучшую кубатурную формулу вида

1 1 m—l,n—l

f [Mxy)dxdy= 1 Ayf(xy) +R(P.
00 i,j=o

(1)

Hna 3TOrOO Hamo BblÖpaTb uucaa A, x,y; (i=0,1,..., m—l;
/== 0. 1,..., л— 1) TaK, UTOÕbIL BeJJUUHHA |

.

= sup |К= 50р К 0)!

была наименьшей.

Функцию /(х, у) е Е(М) можно записать в виде

1 1

Hx,y)= [[ fa(t,u) E(x—l) E(y—u)dtdu,
0 0

(2)

где

0, x<oE(x):{l‚ х;О
ITo (1), используя (2) и неравенство Буняковского, имеем оценку

ошибки формулы (1) в виде

RISM{[ [IK()Pt e}
: 0 0

m—l,n—l

K(bu)=(l—)(l—u) > AE(—HE(Yy—u).
і‚l'=o

(3)

где
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Так как для функции

' Mjfny(t,u)dtdu
J(x,y)= __l_QTO______

[ff‘K(t‚u)|2dtdu]‘/z
0 0

неравенство (3) превращается в равенство, то

1 1 .

| ; 2d 1/2.
вар RO М{„/„/[К”’ и)Рагаи\ (4)

Таким образом, задача свелась к минимизации правой части равен-
ства (4), или, что то же, к минимизации величины _

11 11 m—ll.n—l

U= [f Kt wPdtdu=[ [xy— D ME(x—u)E(y—vj)] drdy,
00 0 0 i, j=o

где üi = 1— Xm-i-1, Vj 1 Yn-jl, Mij = Am—il, п)

(i=901,..., m—l;, j=0,1,..., n—l). -

Запишем величину U в виде

йо 1 1 W%
U= [/ гуахау-- // x2y2dx dy+

00 O 0

11 m—l, n—l
1 ;

+/S= X ME-—W) E(y—oj)]dxdy=3 (W+ vd— uivh) +
йо Vo i, j=o ` ;

MRI B On

PL,
i, j=o u; 9)

где

iD. i=o, 1,...,m—1)=3 Ny (200 W0

§=oqg=o

Um=v,= 1.

(5)

Найдем

b d

min /` /` (ху а)?ахdy. .

bdl
”

.
I= [[ (xy—a)dxdy = § (b%—a%) (&%) % (b?—a?) (@—c?) +

+ a2(b--a) (dc). |
,

Приравнивая /, к нулю, находим

E
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что дает

bd b d

min ff (xy—a)?dxdy= /` хи —l(а--о) (с--а) ахау =

= 9(63—а)(@ с*) { (а -6) (6? а?) (с--а) (@—2).

Учитывая это, получим

Us š (uš+vš—uävg)+m—hzn—l/"f+lfvj+l[xy—ww]zdxdy:
‚ Lj=o пр Y)

1,3, 3 33
пА

П1 уа 3y (3 3

=g (U 0 +vo—U o) + z [g(üi+l—ui)('of+l —;)
i j=o

—š (Ui + i) (i 1 H47) (v+ оу) (ОЁ+l—"o;2')]=
1 1

&
2 x 2 2S (а а) (ины —)Х) (0 Vi) (V4l —7o])

i=o j=o

Найдем теперь и v; (i=o,l,
...,

m—1;j=0,1,..., n—l), Munu-

мизирующие правую часть последнего неравенства. Для этого имеем

систему уравнений
2 2 :

; и1 -Зиодиои, 0

2 2
'ug——2ulu2—|—2uluo—uo=o

2 2 ;
u3—2u2u3+2u2ul—ul=o .

|

2 2
йт 2um—] Um + 2um—lum—2 Um—r= 0

Um =1

(6)

и аналогичную систему для нахождения V; (j=0,1,..., л). Решение

этих систем (с учетом условий ш; 0; 20, ина » ш, орн > 0j) дает

—‚ \ *+ j+ i=o, 1,...,m‚) :

=y, 4=7 Tll (j——O, L,
...,

nUi Эт--1’ ! 2n (7)

Таким образом, величина (/ достигает своего наименьшего значения

при узлах (7). Осталось найти значения A; (i=0,1,..., m—l;
[== 0,1,..., л —1).

Используя (5), имеем .
i J .

Asg = Cij = др j=00,1,...,n—1]"
s=o¢g=o

* То, что именно эти значения минимизируют правую часть неравенства, прове-
ряется обычными методами.
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Подставляя сюда значения (7), имеем

Sд— _*НОO ‹і:О‚ I‚__т‚…._lд›ž-lozo 1— (Эт-1) (Э2л -1) i=0,1 ..., n—l]’

&== q=

откуда

}.-—___„_fl'_____'_v (iZO‚ I,
...,m——l;)“ (2m +1) (2л + 1) i=o, 1,
...,

n—l]"

Используя связь между Х; и ш, И; И 0, Ay и М» находим наилучшую

для множества Р(М) кубатурную формулу _

1 1 m—l, n—l }

_

4 2i -+ 2 2j +2
6/‘6/‘ f(xvy)dxdy"“ (2m+l)(2nl’—l) .ZO f(2m+] , 2n+l)°

i, j=

(8)

Найдем величину максимально возможной ошибки при вычислениях по

(8) для функций 'множества Р(М) значение К:

Ro= min sup iR(f)I:MV min U
- А,-‚-‚х‚—‚у_‚ feF(M) Ai]'‚xp Hp

m —1 n—l

oyl
1N +]

|
8041 ATBED—M[g 16 Z) (2m +1) (2m-+l)2žš (2n + 1)? ]

. = j=

=
M о(ти т п)”

3(2m +1)(2n+1) * / ` (9)

Все изложенное в этой заметке лёегко обобщается на случай инте-

гралов произвольной кратности.
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EKSTREMAALÜLESANNE ÜHE FUNKTSIOONIDE KLASSI JAOKS

M. Levin

Resümee

Artiklis lahendatakse kubatuurvalemi (1) jäägi minimiseerimise ülesanne funktsioonide

klassi F(M) jaoks, mis koosneb kõigiftl ruudus [0,1; o,l] tõkestatud, integreeruvaist ning

tingimusi f(x, 0)=f(0, 9)=o ja { SWl dy}l/2<M rahuldavaist funktsioonidest.

Selle ekstremaaliilesande lahendiks gaoadakse kubatuurvalem (8) veahinnanguga (9).
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A PROBLEM OF MINIMUM FOR ONE CLASS OF FUNCTIONS

M. Levin

: Summary

In this article the problem of finding the minimu'm of the remainder of formula (1) is

solved for the class F(M), which consists of functions f(x, у) f(x, 0) =f(o, y) =0 bounded
and integrable on [O, 1;0, 1] .

{ /7 [Pdx dy }”’gM.
00

The solution of the problem is given in (8) with the estimation of error in (9).
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