
'EESTI NSV TEADUSTE AKADEEMIA TOIMETISED. XII KOIDE
FOUSIKA-MATEMAATIKA- JA TEHNIKATEADUSTE SEERIA. 1963, NR. 2

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДОВ
В ПРОСТРАНСТВЕ ГИЛЬБЕРТА

С. УЛЬМ

кандидат физико-математических наук ;

I+. А. С. Сергеев {[°} исследовал сходимость метода хорд для нелиней-

ного операторного уравнения

P(x)=o (1)

в пространстве Банаха. Автором [°] были предложены некоторые итера-

ционные методы интерполяционного типа, содержащие аналог разде-
ленных разностей второго порядка оператора Р(х). Для изучения схо-

димости этих методов был применен принцип мажорант.

Для приближенного решения уравнения (1) в вещественном про-

странстве Гильберта Н существует ряд методов [*] типа

Xn+l =Xa Sn[P/ (X„)]* P (X„) n= 0 1, (2)

например, итерационные методы с минимальными невязками [B.2] и

ошибками [7] *.

По сравнению с методом Ньютона эти методы обладают малой ско-

ростью сходимости, но практическое применение их значительно проще,

так как при методе Ньютона на каждом шаге требуется нахождение

решения линейного уравнения.. .
Так как часто оказывается трудным и вычисление производной опе-

ратора Р(х), то при практических вычислениях представляют интерес

методы класса

Xnyt =Xn —&, P* (Xn, Xny) P(x,) n=o, 1 ..., (3)

исследование которых и является целью нашей статьи.

Здесь е‚ положительные числа, причем infe„ >0; P(x,x”)

аналог разделенных разностей первого порядка [s]пдлія оператора Р (х);
Р*(х’, х”) оператор, сопряженный к линейному оператору Р(х’, х”).
От оператора Р(х’,х”) мы требуем симметрии, т. е. Р(х’,х”)
= Р(х”, х’); если же х’=х” =Х, то Р(х, х)== Р’(х), где Р’(х) про-

й 1* Методы класса х„ = Х,„ —€,P(x,) 6oy paccmoTpennt М. М. Вайнбергом (!].
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изводная оператора Р(х) в смысле Гато. OcHoBHbiM aa P(x',x”) яв

ляется соотношение

Р(х’, х”) (х’ х”) == Р(х’) Р(х”). (4)

Предположим еще, что Р(х) является непрерывным в интересующей
нас области.

2. Сходимость методов класса (3) характеризует

Теорема 1. Пусть выполнены условия:

1° 1 Р(хо)!< по;хо— ка e

2° для каждого х’, х”, х’” из замкнутой сферы

S[xO; mäx(\’;flv-]f;;m)] (5)

uheHcnpasedluBbi OYCHKU:

a) (P(x’‚x”)P*(x”, х’”)й, й)> %4|„1„2 o<M<+oo

6) | Р(х', х”)|< У’К;

3° & =slр B'".<M272'
Тогда уравнение (1) имеет в сфере (5) единственное решение x*,

к которому последовательность (3) сходится со скоростью

lx* x
iV_R:TIO

-Ха || << I;an n=o,l, (6)
где

д 51‚1113\/](2 8„2 % En + 1. (7)

Доказательство: Исходя из соотношения (4), найдем:

|| Р(хан) |? | Р(х„) +P (Xn4l, Xn) (Xn+l Xp) 12 =

=||Р(ха) ваР (а %4) P* (X,Xpet)P(xa) 12 =

= IP (xn) 22en(P (Xutl, X,) P* (Xn, %nt) P (xa), P(%4)) -|-
+ Bn2 „ P(xn+l; xn)P* (xn, xn—l)P(-’Cn) ”2<

< (Кг Зр 1)1 P (xa) 2g2 | P () 12 < Il P ()2. (8)

Поскольку

ni x !Ze VКИ P(x) n=01..., (9)
TO

„ xn+p Xn llš'! xn‚+p - xrl+p—l „ + ... + H Xn+l Xn „ <

ZPERD, (10)
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Обозначим n;=||P(xz)il. Тогда

<g r=l,2, ..., (11)
H

Il Xntp—XnU< eVK(g~o .. 4g70)=
=eVKno(l4+qg4...4g7-1)g (12)

[Tepexoass k npemeny (p —>oo), nosyuum (6). Из непрерывности опе-

ратора Р(х) следует, что

Р(х*)| =Шп Р(ха) << Р (хо) |-Нт д* =O,
n> OO n>00

(13)

т. ©. х* является решением уравнения (1).

Легко увидеть, что 3J€MEHTHI X—i, Xo, ... , Xn, ...

,
Х* _ принадлежат

сфере (5).-
Единственность решения в сфере (5) вытекает из условия 2°a.

Взяв в этом условии х’” х’, получим

IL P*(x’(', X"V || > E
i

ILA Il (14)

откуда вытекает существование левой обратной [Р*(х’, х”)]-! и оценка

! [P* (x’, x”)]-! ll< уМ. Допустим, что в сфере (5) имеются два раз-
личных решения уравнения (1) х* и х**. Взяв в условии 2%а х’ х’”
= х*, х” == х** и Й =[Р*®*(х*, х**)]-! (х* х**), получим

0 (Р(х*, х**) Р* (х*, х**)[Р* (х*, х**)]-I(х* х**),

[Р* (х*, х**)]-(х* х**))> - [Р* (х*, х**) ]1 (х* х**)|Р,

откуда [Р*(х*, х**)]-!(х* х**)== 0 или х* = х**.

Теорема доказана.

Замечание 1: Если при вычислениях Ha HEKOTOPOM шаге

ха= Xn, TO X,=X*. Действительно, в том случае Р*(ха, Ханl) Р(х,)=O,
а так как существует левая обратная [Р*(хл, Ха-1)] 10 P(x,)=o,
T. e. x,= x¥*.

3. Пусть известна оценка || х* —хо| << r. Тогда справедлива следую-

щая :
_

Теорема 2: Пусть выполнены условия:

1° хо х-1| LV FXi

2° для каждого х'’, х”, х’” € S[xo; max(y; (14+9)”r)] (15)

справедливы оценки: -
].

/ 112” r / б”” _,——X’”)> ——”x._x H
,a) (P*(x',x") P(x',x") (x' —x"),x

MMo

* Условие 2°a PaBHOCHJIBHO условию
!

(P(xl‘ xl/) (х‚_ x"l)' P(xl) P(xlll)) > П ”х/ x/ll”2.
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H HMeeT MECTO

6) ||Р* (х’, х”) Р(х', х’”) | <К;

3° в== slре << MLK2
Тогда последовательность (3) сходится к единственному в сфере (15)

решению уравнения (1), причем °

|х* Zrn п=O,l, (16)
20e

9 = 50р VK'“’snz———?—M£„+l. (17)

Доказательство: Используя равенство

Р(х„) = P(x*, x,) (x, —x%) (18)

H условия теоремы, получим:

ан Х*|? = IXn x* en P* (Xn, Xn-ı) P (Xn) [|* = ;
= |[xp x*||2 2 &, (xn x*, P*(Xpn,xo-1) P(x,)) —-

+ 82 | P* (Xn, Xn—l) P(xn) ”2 .

|х, х*|В 2e, (P* (xn,Xn-1) P(x*, Xn) (xn —x*), n— x*) +

+ 802 [[ P*(Xn, Xn-1) P(x*, xn) (Xn x*) []? L

<l %n —x*2—7 e хаx* 2+ 802K| n—x*2=

= (1— gBn + Кее?) || n— [P ха —*2L 2y 272 (19)

Отсюда легко получить оценку (16). Так как

| !хl—хо | <<,
к хо |<< кк х* |--х* x| < 1--а')г< (14-9)r,

в=1,9,..., _

то элементы Х-1, Xo, .

.., X, ...,
Х* принадлежат сфере (15). Единствен-

ность решения вытекает из условия 2°а. Допустим, что в сфере (15)
имеются два различных решения х* и х**. Взяв в условии 2%а х’ == х*,
X" =x"" = x** получим: 0 (Р*(х*, х**) Р(х*, х**) (х* х**), х*

1
х**) > M |х*х** ||?, откуда х* х**.

Теорема доказана.

4. Рассмотрим интерполяционный аналог итерационного метода с

минимальными невязками °

IР*(х;, хп-1)Р(*,)
Xn+l Xn №

P* (Xp, Xn-1)P(Xxn). (20)

В данном случае

R A C
P,PP › (21)
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Теорема 3: Пусть выполнены условия:

1° Р(хо) | < по; Nxo— x4 |< у; ULE

2° для каждого х’, х”, х”' eS[xo; max (y; \-/I—Ai%’)]
и йЕН справедливы оценки:

(22}

a) (P(x', x”)P*(x”,x”’) h, h)}%llhuz 0< M<-+ooj;

M 1o |
6) ПР(х,х )/IН>УЖ…/IН‚
в) |Р(х', х”)1< VK:

3 MK <2

Тогда уравнение (1) имеет в сфере (22) единственное решение к*,
к.которому последовательность (20) сходится со скоростью

* M
= („3)x : 0 1,

raX
VM no n n ‚ 9” п H <l= g

ede

|/
2 (24)q: 2—.M_R.

Доказательство: Аналогично доказательству теоремы 1, по-

лучим:

| Р (ханн) 2= || Р(х„) ?

RXp )P(x,)112
2mm(P(an‚ х„)Р* (х„, хп—l)р (х„) , P(xn))+

|P*(x,, x,_;)P(x,)*
STDPe PE 18(Antı, Xn)P (Xn, Xu-1)P (n *- (25)

Поскольку

|Р* (xn! xn—])P(xn)I (P(xrv xh—l)"P* (Xn, X] ) P(xn) »P(хп) )2
<

it P(x,, x,_,)P* (Х Xn DECI 1 Р(р ха)Р* (x,, X, )P(x,) I =

<
W P(x,, xp 1) P*(x,,X,) P(x,) 1Р() 12 1 Р(х,) |?

== i P(x,, Xp )P*(x %, )P(x,) 14 I P(x,,Xy)P¥(x,, X, )P(x) |l2 (26)

то на основании формулы (25) имеем

. |l P*( )Px,)112
| Р (хан) 2 <N P (xa) 112 TPIP,X

>< [2(P(xn+]‚ xn)P* (хп‚ xn—l) Р‹Х„) ,
P (xn) ) “ P (xn+l7 xn) H 2 Н P(xu) “2] <

|P* (xn’ šn——l)P(xn) 2 2
-<—kiKLP(3 K)]np(x„) 2<

0 ‘ A27)
< (2й) !Р() 1 = 9211 P(xx) 12< P (20), |
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откуда, как и при доказательстве теоремы 1, вытекают утверждения
нашей теоремы. Отметим только, что в данном случае при л==0,1, ...

nsi —Xa I LVM P(xa) | (28)

5. Аналогично можно доказать и теорему о сходимости интерполя-
ционного аналога итерационного метода с минимальными ошибками

WP (x )11
‚твя-хг РЕ

(Хл, Хан) Р(ха),SPDE (К 1) P(xn) +(29)

т. . в классе методов (3) выбрано

i P (x,) 112
& =

TP PE (30)

Теорема 4: Пусть выполнены условия:

1° !] P(Xo) || <Tl0: НХо— Xa šVv, Ag /:‚:_’ X

2° для каждого х’, х”, Х”’еs[хо;_ тах (Yš Xlfii‘nqn)] (31)

ü“ йЕН справедливы оценки:

а) (P(x,x")P*(x", XA, h)> 3r Th|2 o<M< too;

6) I P(x', x) I< VK; _
3° MK<2. ;

Тогда уравнение (1) имеет в сфере (31) единственное решение х*,
к которому последовательность (29) сходится со скоростью

r<n|;< l—qqn n:Ov 17 (32)

2oe
—)

2I=V2% (33)

6. Если известно, что оператор Р(х’, х”) удовлетворяет в некоторой
сфере условию Липшица, можно доказать теорему о сходимости мето-

дов класса (3). Иллюстрируем это на примере метода (20).

Теорема 5: Пусть выполнены условия:

1° ||Р(хо)!<<по; lxo—xallVMy; хо x4;

2° Одля каждого х’, х”, х’”в5 [xo; max (\/T/I Y; l—v—%no )]
u heH cnpasedluBsbi OYeHKU:

NNNOZa o<M<+oo;
\/M ` VM

(34)
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6) I 1 P(x', x")|<VK;

B) „P(x/, x//) __P(xll‚ xl//)”<L Н х/__х///”;

3° (МК--1) М/1 (по- 6) <<2, где 6 тах (по; y).

Тогда уравнение (1) имеет в сфере (34) единственное решение х*,
к которому сходится последовательность (20). Справедливы оценки:

|х* х„ | < ga
г

n=90,1, ..., (35)

2de

мК—Т M9
MK+l

(36)

Доказательство: Так как в данном случае

li P(xn) +P (Xn, Xn-1) (Xn+l Xn) 112 =

2 (P(xnfxn—l)P*(xn’ xn—l)P(xn)’P(xn))2
RE

PPE
(37)

H onmepaTOop P(Xp, Xn-1) P*(Xp, Xn-ı) является самосопряженным, то, ис-

пользуя неравенство Грейба-Рейнбольдта [B], получим: '

MT
n=0,1,....Il P(x,)+ P(xn, Xn—l) (Xn+l Xn) || šM—K—-!——l P(xn) ] (38)

На основании аналога интерполяционной формулы Ньютона [s]

| P(xpia) <M P(x,)+ P (Xn, Xn-1) (Xa+ı Xa) [ + NP (Xn+l, Xn)
P (x„‚ xn—l)](th хп) ”

Используя неравенства (98) и (38), получим здесь при л—o

IL P ()il <j“%‘;—iPEe<
-

<244KK—l;l| P (%o)Il+Z(1lxıxo 24Il xı xo 11l x 0 xa [)

<[ra +ML (no+v) ]I Р (xo) <g I P (xo) | /(39)

и при л >1 n0 HHAVKIHH

1l P (i) |<Bt P(n+L 1 Anı An-ı I Anı —An I < |
<MK PG} +L(1 лан o 2 taa —2n I жальн ) <

о<[ ML PE I

<[KL ML g 1 (14 q)mo]IP(xa)|< 1| P (el (40)

откуда вытекают утверждения теоремы. Единственность решения в сфе-
ре (34) вытекает из условия 2а.
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Замечание 2: Так как в теоремах 3 и 5 требуется выполнение
1

условия || Р(х’, х”)й || >W [[ ], To HMeeT MeECTO CANEAYIOWAAH апостериор-

ная оценка погрешности(ср.[2])

|х*—х„!< уBG n=01,.... (411

Действительно, из соотношений

l P(xo) 2= P(x*)P(xn) 2= 1 P(x*, xn) E n 2

(42)
вытекает (41). ;

о

7. Чтобы иллюстрировать практическое применение методов клас-

са (3), рассмотрим нелинейную систему двух уравнений

{ f(u,o)=o
g(u,v)=o. (43)

B nannom cayuae H =R?, x=(u,v), P(x)=(f, g), ll x || = V,

Определяя

f(ll.„ L',)- f.(ull’L!)— f(u”, vr)__ f(u”, U”) ;

P(x’ x”)—
и и о 0

,
-

o "o "o "o
,

g, v) —g”,v) g(u,v)—g’, v")

u,_ u/,' U/ —— U”

(44)

имеем:

. fw, o) —f’,v) g, v)—g”v)

Р* (xl‚ X”) —( u
.‘—

u” и’ - и” )' ', v)[, 0") g, o)g (u”, o)
о’ v" о’ о”

(45)

Для решения системы (33) методы (3) принимают вид

Uppy =Up [f_(_u"_’ U”)___f_(_u —AvL 7 от оп
епрс

no &n
U, unrill

-
[ (ttn, n) +е@ее 5Geni n)

. } Un Un-1
g(um Un)] ’

Снр == Оп &л [ r_(u”‘l’ U) Hn Vp-1)
v, Ur:——— і(и„‚ 'Un)+

+
g(un—l’ vn) g(uh—-l’ Un—l)
_——Un——___o g(umvn)] n=0|1,....

(46)

Исходя из теорем, изложенных в пунктах 2 и 3 статьи, легко сформу-
лировать условия сходимости последовательностей (46) к решению
х* == (и*, 0*) системы (43).
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Resümee .

Reaalses Hilberti ruumis vaadeldakse mittelineaarse operaatorvérrandi P(x) =0 lahen-
damiseks iteratsioonmenetluste klassi

xn+l=xn_Bnp*(xn’ xn—l)P(xn) (n=o,l, ...),

kus e, on positiivsed arvud, P(x', x”) operaatori P esimest järku diferentssuhte analoog

ja P* (x’, x”) lineaarse operaatori P (x’, x”) kaasoperaator. Vaadeldakse kaht jada {&}
valiku juhtu ja meetodite rakendamist mittelineaarsetele vorrandisiisteemidele.
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ÜBER EINE KLASSE VON ITERATIONSVERFAHREN

IM HILBERTSCHEN RAUM

S. Ulm

Zusammenfassung :

Für die angenäherte Lösung der Operatorgleichung P(x)=o im Hilbertraum wird
die Klasse der Iterationsverfahren

Xppl=Xp &, nKLE (n=01,...)

untersucht, wobei &, positive Zahlen sind, P(x’, x”) das Analogon des Differenzenquo-
tients erster Ordnung für den Operator P und P*(x’, x”) der konjugierte Operator für den

linearen. Operator P(x’, x”). Es werden zwei Spezialfälle der Folge {e,} und die

Anwendung der Verfahren auf nichtlineare Gleichungssysteme behandelt.
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