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МЕТОДЫ ТИПА РУНГЕ-КУТТА ДЛЯ РЕШЕНИЯ

НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

И. ПЕТЕРСЕН

KaHAMAAT физико-математических наук

Рассмотрим вопрос о приближенном решении уравнения

P(x)=o, (1)

где Р(х) нелинейный оператор из вещественного гильбертова простран-
ства Н в то же пространство. Из большого числа методов для ‚рещения

уравнения (1) наиболее изучены методы типа Ньютона. Однако для

практического использования на электронных вычислительных машинах

эти методы, в случаях когда размерность пространства H больше 2—3,
мало пригодны, потому что они требуют оперирования с Р’(х) и для

сходимости мы должны иметь очень точные первые приближения.
С точки зрения практики больше интереса представляют различные

варианты метода «наискорейшего спуска», детально рассмотренныев
работах М. Альтмана и /1. Кивистика (см. библ. в {[]). Но и для этих

методов надо вычислить Р’(х). '
Ниже предлагается способ вывода алгоритмов для решения урав-

нения (1), при которых на каждом шагу придется вычислять лишь зна-

чения оператора Р(х). Кроме того, эти алгоритмы содержат параметр-
«шаг» метода, при достаточно малом значении которого можно всегда

добиться сходимости метода (при ограниченности производных до тре-
буемого порядка). Существенным ограничением остается лишь MOJO-

жительная (или стрицательная) определенность производной Р’(х).
Идея этого способа заключается в рассмотрении, как предложено в

работе M. K. Гавурина [?], вместо уравнения (l) задачи о решении
дифференциального уравнения .

х()== —Р(х(0)), х(0)= хо, (2)

и в применении к этому уравнению методов приближенного решения

дифференциальных уравнений.
Первая теорема связывает проблему решения уравнения (1) с зада-

чей (2). Ее аналог для нахождения минимумов функционалов получен
П. Росенблюмом [3]. Аналогичная локальная теорема с более жесткими

условиями имеется и в [?]. Теорема 2 устанавливает связь между при-
ближенным решением задачи (2) и решением уравнения (1). Теоремы
З и 4 являются примерами применения теоремы 2. Результаты, близ-
кие в том или ином смысле к теореме 3, имеются в ['], [*] и ["]. Метод,
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предложенный в теореме 4, и подобные методы высших MOPAAKOB,

являются, по-видимому, новыми и довольно многообещающими, OCO-

бенно когда к ним присоединить некоторый алгоритм выбора ЙЛ (вместе
CO знаком) на каждом шагу M3 условия приближенного минимума

функции одной переменной ||Р(хин (й))||, что легко осуществимо на

электронных вычислительных машинах.

Теорема 1. Если оператор Р(х) дифференцируем в замкнутой
сфере Ухо, /], гое г2> М Р(хо)||, удовлетворяет в этой сфере условию

Липшица и условию!

Pe A, (3)

при любом увН, то уравнение (1) имеет в сфере хо, /] единственное
решение х*. При этом дифференциальное уравнение (2) имеет OnA

t>o pewerue x(t)eS(xo, r), Пт х (#)=х*
#-> -со j

и имеют место оценки

| P (x()<l P(xo) 1l e‘thd, (4)
4 t

|х ()—х() 15 МИ Р(хо)|(еM—e M) (01, < )), (5)
t

| x(t)— x*! <MY P(xp)ile M. (6)

Доказательство. Решение уравнения (2) существует для до

статочно малых 75> 0. Для таких ¢

x" (t)= —P (x(i))x'(t)= P(x(t))P(x(2))

d% (x'(2), x(B)=2(x"(8), (X’(s))=-—2(P"(x(£)) P(x($)), P(x(£))),

откуда на основании (3) получаем

Zx(<Zl x 2

HJIU

d
‚

1

TaK UTO

1O
T. €. (4) nHMeeT MEeCTO.

Дальше, при #`>#,

t f Ё

x(t)—x(tl)H:Hfx’(t)dt|!<f ¥(6] d ¢ 1х(0)| ffédt:
h h 4

1
‘ Аналогичная теорема имеет место при условии (P’ (x) y,y)<<—zrlyl2.
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4 t

== М || Р (хо)|(ем е M),

так что и (5) имеет место. Из последнего неравенства легко вывести

существование X(f), включение х(#)е s[хо, /] для всех 77>0 и сущест-

вование предела lim x(f)=x*€ S[xo,r]. При 7—>-- оо H3 (4) получим
co

Р(х*)=0 и из (5) неравенство (6).

Наконец имеем для любого уе s{[хо, /] |

(P(y)— P(x*), y—x*)=(P(x*+o(y—x*))(4—x*),y—x*)>
>)—к € o<O<l,

'

откуда следует

OSyM

что доказывает единственность pelllekks x* B chepe S[xo, r].

Teopema доказана. .

Для сформулирования следующей теоремы вводим некоторые обо-
значения. Пусть р(6) полином степени 5 2 с положительными коэф-
фициентами,

aR ARDO) (7)

. h

M(ll—e7M)+hsp(ö).r(h, Ö)——
——i__—q'(rr Ö. (8\

где А и М положительные постоянные, и пусть для любого õö >0 #

h>o последовательность {ё,„} определена формулой

B=(1 Õn)Õ! (n=o, 1, ...). (9)

Teopema 2. Пусть oneparop P(x) дифференцируем 6 cpepe
Slxo, 7(h. 80)], 2de || Р(хо)|| < до, и удовлетворяет в этой сфере условию
(3) и условию Липшица с постоянной А. Пусть дальше h* положитель-

ный корень уравнения

q(h’ ÖO): 1› (10)

h Hekoropoe 4ucno, O<h<h*, u NnOCcnedoßaTEnbHOCT6 {Xxp} INCMEHTOB

пространства Н построена рекуррентной формулой

x„„—_—F(x„‚h) (I=o, 1, ...), (11)

причем для всех п выполнено условие

| F(xn, й) ZA<p(|! P xa ! P(xn)| s > 2, (12)

где г„ () решение задачи

z'()=—P(z()), 2(o)=x,. (13)



И. Петерсен126

Toeda xn€ S{xo,r(h, 8)] u nocaedosareavrocre {x,} cxodurca & edun-

ственному решению х* уравнения (1) в сфере S[xo,r(h, 80)] npu awbom

таком й, что 0 <<й << й*, со скоростью -

lni —x* eBEDD Ma<Me™3]6. (14)

Доказательство. Прилюбом фиксированном д имеем4(0, 6) —1,
9’(o, 8) <О и 4”(Л, 6) » 0 для А^> 0, так что ¢g(h,B)<l длявсех Йиз

О< й«< Й, если ¢q(h,o)<l. По условию теоремы, следовательно,

q(h, 60) << !1 для o<< й« Л*. Согласно (9) имеем тогда 6; < бо. Так как

g(h,ö) является при фиксированном й возрастающей функцией от 6, то

9 (Я, д1) << 1. Таким образом, по индукции получаем, что при 0 <Й < л*

Ö z 0 J(A, Õn) <1 (n=0,1,...). (15)

Так как д,`> 0 для всех л, то существует lim 6, =6 >O. Ecau ö>o,
п —› ©О

10 U 3 (9) мы получили бы 4(1, 8) =1 и вследствие д) `> д имели бы

g(h, do) >l, что противоречит условию Й < й*.

Таким образом, при O<Й << 1* |

lim ё„ —O.
л—>с

(16)

Предполагаем теперь, что | P(x,) || < Ön M

Slxn, r(h, 6,)] c S[xo,7(h, õo)], H nokaxxeM, yTo TOrAa H

i P(xn-H) “ < Õii+la (17)

(18)S[/YnH, r(hr ön+l)] C S[:-'n, f(.tl, õll)]

Действительно, по (12) u (5) (S[xn,7(h, 8,)12 Slxn, МР (х„)!])

имеем

IXnı Anl <!l F(xn, 4) 20 (B) | Fizn(h) Xnl <
A _

L<t p(liP(xa) 2) 1P (xa) ] + MII eM)P21) 1,
так что

Ихан Х< 7(Л, 6) [1 Q(h, Ön)] (19)

CnenoßaTENbHO, Xmy € S|xo,r(h, 60)]. По теореме 1 и по нашему пред-
положению г„ (й) € S[xo, r(h, õo)].

'Применение условия Липшица дает теперь

|Р (хан) | <EP (2n(B))I ANF (x4, h) 2(R) ]

или, воспользуясь (4) и (12),

ЦР (хп-Н) ” < G (h‚ бп) Ön õn—H
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1. . (17) umeer mecro. Tak KaK Öpn+l < Ön H p(68)

возрастающая функция, TO

h

M(l—eM)+h° plõnui)
r(h,dni) =—y8y <

l—e m—AR p(8,,)

h

M(l—e M)+h'p(s,) | |<< Õ» J(h, õn) = r(h, õn) 9(4, õn),
I—e M— Ah*p(õ,)

что вместе с (19) даст

Hxn+l - xn„ <l’(h‚ бп) - l’(h, бп+l)

т. ©. и (18) имеет место. Таким образом, (17) и (18) выполнены для

всех л =(, 1,....

Теперь можно для каждой сферы s[хл, / (Л, 6)] применять теорему 1.

По этой теореме единственное решение х* уравнения (1) в сфере
S[xo, r(h, бо)] находится в @фере Six., r(h, Ön)] M

ан * << Е (ха, й) Zn (A)I1 A I2a (h) &* <
h

< й°р (1Р (х,) ) ПР (х„) И -- Ме”м | P(x,,) ],

что вместе c (17) дает оценку (14) и в силу (16) доказывает теорему.

Теорема 2 позволяет, исходя из некоторого метода приближенного
решения дифференциальных уравнений, который имеет вид (11) и удов-

летворяет условию (12), построить и установить условия сходимости

метода для решения уравнений вида(1). С точки зрения вычислитель-

ных машин, вероятно, представляют наибольший интерес такие методы,

при которых в основу взяты методы Рунге-Кутта решения дифферен-
циальных уравнений. Применяя к задаче (13) метод Рунге-Кутта пер-
вого порядка, т. е. метод Эйлера, получим для уравнения (1) метод
«наискорейшего спуска». Условия сходимости при этом принимают сле-

дующий вид:

Теорема 3. Если оператор Р(х) непрерывно дифференцируем в

замкнутой сфере Ухо, '] где ‘
°

h

N
2(l—e M)— A2p2 -

(20)

удовлетворяет в этой сфере условиям (3) и, кроме того,

CZ (21)

- 2M
O<Я< {AM (22)

то последовательность

Xu+l nNC (23)
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сходится к единственному в этой сфере решению х* уравнения (1) со

скоростью :
:

Anı X ы -я
Xnı Xl<(3 2-- Метя) |Р(х,)|<

< (g AA Me‘%)(i‘;_ h 2 + e—%)” 1P(). (24)

Доказательство. По формуле Тэйлора можно решение 2,(f)
задачи (13) представить в виде

žn(t) PE f(1т)Р/(г„(т ё) )Р(га (т ё) ) Вах,

а по (23) в данном случае

FD = xn tP(xn),

так что на основании (4)

LF (xn, В) 20 (R) | < A 2 5 18 ()|

Следовательно (12) выполнено с $ == 9 и р(ё) ;
Дальше имеем

DA h & A 2
а(№, Tв——НB

Sla A
так что

h* >_M
1 + A2M?'

B zaHHOM cnyyuae g(h,ö) не зависит от ё и поэтому

бд qn ("h, ÖO) бо.

Остается применить теорему 2.

Дальше рассмотрим один вариант метода Рунге-Кутта второго по-

рядка.

Теорема 4. Если оператор Р(х) два раза непрерывно дифферен-
цируем в замкнутой сфере S[xo,r], где .

h

12М (I—е M)+h 2 A?) ,
r>

( eh )+A3(5 ABILP (xo) II + )'IIP(XO)H
12(1 —e M)— Ah3(s AB|IP(x,) |42 A2)

(25)

удовлетворяет в этой сфере условиям (3) и (21), а в сфере
S[xo,r+h [ P(xo) [] условию
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(26)1Р”(х)| < В

и & удовлетворяет неравенству

2V3M
O h<_——_'__:___——_—:_'_—______:_—_—'_——

,<
TS9IIB 1174 V 5 ABME[P(xo) | + 2A3M®2

(27)

TO последовательность

хвы = Xn i[P (xn)+P(xn—hP(xn))] (28)

сходится к единственному в этой сфере решению х* уравнения (1) со

скоростью _

I znı 1< [lB (SR E) + Me H]N<

<[ (f—š 8 ’%) +Me 7’3] Õ, | (29)

где

8o > | Р (хо)||,
ЗАВ 2° —_й p343

ё Ы'Т—дё_,—}—‹е M+ —6—) Õk-1-

Доказательство. В данном случае

A 0 Ra S P (xa) P (2tn)
1

-

—f;—f (1—1) AP (zn(l 1))P 2 (20 (v 1))+ P"* (20 (T 8) ) Р(га(т )) ) И
0

E& [P (Xa)+ P(xa) —t P’ () P (xa)+

+ j (1 )РУ(х, т?Р (%))P2(xa) dl]

Следовательно,

1F (n 1)—2a ()1 < B[35 P (a 1 |1 P (o),

T. е. условие (12) выполнено с 5 =Зи

.

5В
MÖDr

Hanbiie HMeeM ([°], Teop. 143)
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a(h, ) I=e7x + AWi õo+ F) 1<

| <l“%+%—‹%+%—Ё№+(s{Ё6o+”%)т_l=
= il(o) -+ (548Me0-+245 —9) (1 -3 o 5] = o(),

@(t) =3+ k243t —3

R =S4ABM'6) + 2АЗМ3 2 > 0

2
в силу АМ 2> 1. Очевидно 4(й, 6о) 1 << 0 для 0 < h\<WM ‚

если № яв

ляется верхней границей положительных корней полинома

O - (it):ßtß—gfl—kt—.l.

Убедимся, что можно принять

N:c_!_l/g'a
где с==1,222 895 положительный корень уравнения 378 —З# I== (

Действительно, так как

ф(М) =(2с 1)kß—2) [/š
v(N)= 3e(3c2)+ 2% -+ 6 (3¢ 1)]/?
+ (N)=6(3c—l)+lB /ž
v(N)= 18,

H cC>I,To w(f) и ее производные в точке #== М неотрицательны для

всех & 20 и поэтому }(!) не имеет корней, превосходящих М. Уравне-
ние (10), таким образом, не имеет положительных корней при Й, удо-

влетворяющем неравенству (27). Для завершения доказательства те-

перь достаточно применить теорему 2. )
Аналогично можно указать условия и скорость сходимости методов

для решения уравнения (1), полученных из методов Рунге-Кутта более
высоких порядков. Однако формулировки этих условий будут слишком

громоздкими, чтобы приводить их здесь.-
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. | Resümee

Artiklis tuletatakse seos võrrandi (1) ja diferentsiaalvõrrandi (2) lahendite vahel ja
käsitletakse võrrandi (1) ligikaudse lahendamise algoritme, mis vastavad diferentsiaalvõr-
randi (2) lahendamisele Runge-Kutta meetodil.
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- Zusammenfassung

In der Abhandlung wird die Beziehung zwischen den Lösungen der Gleichung (1) und

der Differentialgleichung (2) abgeleitet und die Algorithmen zur angenäherten Lösung der

Gleichung (1) behandelt, die der Lösung der Differentialgleichung (2) mittels der Runge-
Kutta-Methode entspricht.
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