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ОБ ОЦЕНКЕ ПОГРЕШНОСТИ КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛ

М. ЛЕВИН

Определение 1. Функция f{ x,y) принадлежит классу W im' "> (M, N, Р),
если на К= [0 х 1, частные производные

f(x, y) (t =O, 1,.
.., m\ j=o, 1, ...

,n)
dxl dyJ

непрерывны и

дт dn dm +n
f(x,y) <M, ~f(x,y) <N, -f{x,y) <Pдхт дуп dx m dyn

Пусть мы имеем кубатурную формулу
1 1 5

fff[x, y)dxdy— Ak f(xk ,yk ) + R[fl (1)
0 0 k= \

в которой Ak , xk , yk (k=\ , 2, ..., s) выбраны так, что Ptf] =O, если f{x, у) мно-
гочлен относительно х степени т— 1 и относительно у степени п— i . Следуя
Крылову [*] и Никольскому [2 ], найдем оценки для

R= sup j P[f] (.

убw{m ’ П) (М, N, Р)

Из (1) мы имеем квадратурные формулы

1 Уд 1 s

f g(x)dx « А kSixk ) и J h(y)dy ~ A kh{yk ), (2)
о k=\ о к=l

точные для многочленов степени т— 1 — 1 соответственно.

Естественно считать известными величины
1 s

Г= sup |r[g (*)]( = sup | f g{x)dx 2 Akg{xk ) j, (3)
geW m\p geW (m\p) 0 ft = l

1 s

0= sup |e[Ä(*/)]'|= sup | f h\y)dy— 2 A kh{yk ) |, (4)
heW^n\p) heW

(n)
(P) 0 A =1

где (P) класс функций одной переменной, имеющих на [o,l] / непрерывных
производных, причем последняя ограничена по модулю числом Р.
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Теорема 1. Верно неравенство

R<Ri~\-R2 + R 3, (5)
где

*■ = + * j>«■/1 ~к*» -»>
(<£-ц|{ < 6 '

ä=i о v 7

* =

W¥f +N t lA* ' /1 -£<!,‘ “ 0 I *• (7)

«з =я// | -м > £ <»‘ -«

0 0 Ä— l 4 7

(8)
Г I, . х> 0

£(х) = {; |O, х<o.

Доказательство. Представим f(x, г/) в форме Маклорена с остаточным
членом в интегральной форме:

т— 1 х лт ,хп Г 1 д1 Г дт
! X _tVn ~l

'<*• =_ps f(o ' у) + / «'■» dt =

tn 1 . n — 1 . у . -

Vx! r V/ dl+k r dl +n (y t)n
I-1 n 1.^51 575т /(«• °) + / «"■ (> ЛJ +

+ fŽL щ.у)<*-«)*-' д.
;/ djt" (m —1)!

Обозначим

Vu-.(41= 2 ГТТ> ТТГ* ,<0’ 0) -

/,Т=о г! k ] дхдУ
Получаем

n*.y) = p„-Kn- l (*.y) + / ät+

+ /У'ГгЕЧ— №0 * =

0 (л - 1)! H,! avay

=-»<*-+/ £1? f{l ' y)-

( И~-Г)7‘ *+
+ / fü_ ,)-/>1f(„. 0 («-«г; 1 л l й =

о L ay* / злу* (/«-1)! J
~

],n l(*> */) + ФГ+ фг + фз,



116 М. Левин

где

<p,= f J—f{t-,u) f f(f, y)E{x —t) dt,
{ dxrn im —1)! / ax OT (m — 1)!

rän
r/ v о(у 1

rf/ — г f( r /) P(v f)
1

= У^У П , ) Cn-f)T dt j W
}

(«-1)! ’
о 0

В силу определения (1)

Поэтому
= Я[фl]+Я[ф2]+ /?[ф3 ].

Оценим слагаемые Я[ф,-] (t =l, 2,3).

R [Ф.] = / “tR [f .») -<) |‘] =

О

f dt \ f f— !У'У) E ( x ~l ) t)m - 1
dxdy —УAk Ук) E i xk~ t)

о oo dx m ( m h= i

"£/* im _ lTri=

_
f{\— t)m гd m

-| гV /1 **# 4 rC 1 — 0“
0

tn ! e [d*“ k dx m 1 ' lJk) [ m !

-E{xk
- t) {xk" t)m...h dt.

{m —1)! J
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Отсюда
■ £ 1 /

+

k— 1 о

Аналогично получаем

|«ЫI <*. = + N t1.4.1 f | |

IRмI < Rs = Pf/ 1(1 ~ a£(f7— -

0 0

2{xk -u)m-\yk —t)n ~ x

Этим теорема доказана.

Определение 2. Функция f{x,y ) принадлежит классу Wj™ ,n ) (Р), если на
A =[o<!a:<; 1, o<з/<l] ее частные производные

Щр Нх- у) (i = 0 - m; п)

непрерывны и

д{

f (0, у) =—• /(х, 0) =0 (г = 0,1,..., m —l; j= 0,1,..., п —1), (9)

ЛШ + П
—-fix>y ) <Р-дхтду п

Теорема 2. Пусть дана кубатурная формула
1 1 г

J J }(х, у) dxdy А>Д хк’Ук)-
О 0 к —С,

Тогда верна оценка
li r il

1RUix, у] I=| fJf(x, y) dxdy Äkf{xk , yk ) |< _ii jvff u) 1 dtdu-
-10 0 k= 0 ' V ;■ о 0

где
r '

K mn {i. U)=

,
——r- S AtE (*M-<)£(»*- “) (** «) 1

•

Ä =0

Доказательство. Используя формулу Маклорена с остаточным членом в
интегральной форме, мы можем написать

rn — 1 x

f(*.y)= 2 ~—гНЬУ)+ f W-y) {ХГ dt-f~Q i! dx ( ] dx i m —1 ) ■
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Учитывая (9) и используя функцию Е{х), получаем

f(*.y)= / f(t,y)E{x-t) (*~°— dt 0°)
о (от — 1)!

Аналогично находим

J +«
/ v u \n — 1w- (,1)

Равенства (10) и (11) дают

f{x,y)= f f д" 1+ П
-.. f(t, u)E(x t)E{y —u) 1(y u)n 1

Ц dxт ду п (от —1) ! (/2-1)!

Используя такое представление функции (Р), имеем

R[f(x,y)]=j f f(t,u)R \E(x-t)E(y-u) -*Г -Cn ~

dtdu =

g о dx m dyn L (от —1) ! (n —1)! J

1 1
Ш+ Л

11
=(^TI )|

1
(„_l ) |

“>[// UH X »”-•(•У - u)"-'d*dy-

r

- 2 0 E ( Ук —w) (** 0 m“‘

—и) 1] а'Рйч.
Л =0

Отсюда следует

1 1 т+п
R[f{x, У )] = 7 ггу’у тгт f f ——- fit, u)Kmn (t, u)dtdu,

{m —1)! (« —1) q о dx m dyn

следовательно,

i i

l *' ,lll< |.-IH(.-l)l/f 1 (12)

Этим теорема доказана.

Оценка (12) точна для класса W0 (Р).

Пример. Рассмотрим простейшую кубатурную формулу

1 1
/ f fi x • y)dxdy = f #[f]
о0 '

'

и найдем для нее оценку величины R. Здесь т= п = 2. Вычисления по (3), (4). (5),
{7) и (8) дают
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„
P , M n P , N

„ „
_7PRl ~ 144 + 24’ P '2 “

144 +24 576
’

откуда

M+ N , 5P
R< 24 + 192*
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KUBATUUR VALEMITE VEA HINNANGUST

M. Levin

Resümee
Artiklis esitatakse kubatuurvalemi (1) vea ülemine tõke diferentseeruvate funktsioo

nideklassi ИЛт, n) (M, N, p ) jaoks.
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ON THE ESTIMATE OF THE ERROR FOR QUADRATURE
1N TWO DIMENSIONS

M. Levin
Summary

The present article deduces the upper boundary of the enors of the quadrature for
mula (1) for the function class W( m - n ) (M, N, P) which is subject to differentiation
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