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ОБОБЩЕННЫЕ МНОЖИТЕЛИ СХОДИМОСТИ ДЛЯ
МЕТОДА ЭЙЛЕРА-КНОППA

Ф. ВИХМАНН

Последовательность называется суммируемой методом Эйлера-Кноппа Ер ;

если существует предел limcr v =(j. где
v—>oo

= ~ 2 ( v —о, 1, ...)• (1)
Р А= в

Если р>l, то метод Е р регулярен. Пусть дан еще другой регулярный метод

Эйлера-Кноппа E q преобразованием

= 2 (v = o, i,...). (2)
,J i= о

Преобразования (1) и (2) имеют следующие обратные преобразования;

*v'= 2 Opk^-py~ (v =O, I,■ •■) (3)
k = o

и
v

К =2 Ci)q4l- Q)^l r, (V =0,(4)
/ =о

Определение. Величины е [п —O, 1,...) называются множителями сходи-
мости относительно %

р и&q . если ряд е пB п*п сх°дится при каждой Ер -суммируе-

мой последовательности {sn } и каждой E q-суммируемой последовательности
{(„]. Величины е п [п —O, 1,...) называются множителями сходимости относительно

Ер и E q
,

если ряд e na nb n сходится при каждой Е р -суммируемой последователь-
п п

ности I я.Д и Eq -суммируемой последовательности \ | •
V=ОV=0 '

В настоящей статье обобщаются некоторые результаты Пейеримхоффа [*], а так-
же Гайера и Пейеримхоффа [ 2], касающиеся простых множителей сходимости для
Е р

, на случай обобщенных множителей сходимости.
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Теорема 1. Величины г п = ( — 6) п {п —O, 1,...), o■< 0 \)'{2q Г}’
являются множителями сходимости относительно и

При доказательстве теоремы используется следующая

oo
Лемма (Фроли, [3 ]). Преобразование zn

— У Аnk[Xk y t ( n —O, 1,...) «ере-
л, г=о

водит пространство с0 X с 0 в пространство с тогда и только тогда, когда
\° \шАш =А ы {k,l= 0,1,...),

П

оо
2°

и
s,up I V I = где * = у= ш-

м<l.
х,уесo .

ОО

Условие 2° выполнено
,

если ! I °0)-
k.l=0

Так как для каждой Е р-суммируемой последовательности {sv } и
мой последовательности {7V } известно, что s,t o[{2p —])

4
] иt v = o[(2gr — ])

V J
(см. [4], стр. 228), то достаточно показать, что ряд E

V S JV сходится при каждой
последовательности {.s v }, Ер -суммируемой к нулю, и каждой последовательности
{ t v }, £? -суммируемой к нулю.

Принимая во внимание формулы (3) и (4) и обозначая шах {k, 1} через (&,/),

получаем;
п п V .

= 2 G) (J)pV(i-p) v-ä (1 qf~ l okxt =i

v=0 k,l 0

= 2 ir+^v+i*'4 ) c+r ji ) (i -p)',+(s,)-\i
W =0 v=o

я oo сю
= 2 }(-!)’+'*■ v+f’4 )-

*J =0 v=ü v=rt (£./)+!

/г n

• ( v+ iw) )[(i-p)(i-?]9F= 2 2 B"M°kzi-
kj=0 k,l = 0

Покажем, что существуют пределы при п —> со обеих сумм при каждой последо-
вательности и каждой последовательности {Т;)есo . Для этого величины

Anki [A nkiАы (/гДСп), Ankl —0 в остальных случаях] и B nhl (k , /, п= 0,1,...)
должны удовлетворять условиям леммы.

Обозначаем
F(l-p)(l-9)e. (5)

Очевидно, 0 у< 1.
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!. Покажем, что условия леммы выполнены для величин (n,k,l ). Пусть
оо

Обозначаем сумму ряда {

к ) через Pkl {y}.
v =0

Тогда
oo у у у У

yk 2 (-I)V=(—l)**!Л/ ... fy'k dykf fyk~l Pkl {y)dyi,
v=o 0 0 00

откуда

„ , d' f Л i-J(-oOv,
P«(!/) 71 (i+^)‘ +1 ( “ )0( ' Ml+J-)

Обозначаем —^— через x. Очевидно, o<]x<o,s.
1 + У

Определяем полиномы Pin {x) для 1= 0, 1,

(-ПОГ+'+Ч^
W '

v= о

Легко убедиться, что полиномы Pin {x) {п =O, 1, ...) при фиксированном I ортого-
нальны относительно веса хI на интервале (0, 1).

Нетрудно увидеть, что имеет место интегральное представление

(-1)" , п , >Poni*)=^T
c J (г-х)~ (

’

где С замкнутый контур, окружающий точку х. Пусть, в частности, х действи-
тельное число, \х\ > 1, а С окружность с центром в точке х и радиусом V *(* —1).
Полагая z = x-j-V*(* —l )eif , находим z{z — l) = e»<pVx(x —l){(2х —l) +

+ 2Vx(x —1) eos ф] и, следовательно,

Роп {х) = f [(2* — l)+2Vx(x — l)cos ф]п rfrp.
п J

о

Так как здесь слева и справа стоят полиномы от х, то последнее равенство, получен-
ное нами для jxj > 1, верно для всех действительных х.

Покажем, что для х е [O, 1] имеем |р оп (*)l<l {п =O, 1, ...). Так как

f cos 2n+ X xdx = 0 (n =O, 1. ...).

0
то

n r- K

Pon( x )=
( f 1(2*—l)+2t‘V*(l — x)cos cp] r' rfcp =L_ / [fj (x.cp) -f- гТ2 (.r,tr'lrfcp,

71 о
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где
\

71 (—1)л 77

fFI (*,ф) dcp =O, Роп (*)= f Е2 (*,фМф.
о о

Следовательно,
TZ

1Ро« (*) |<—f \ F i (*.Ф) + (*.ф) I dy.
71 о

Поскольку при х е [o,l]

I(2* —l)+i V* (l *)COS ф | =Ц2х 1 ) 25Ш 2 ф + С05 2ф]lГ <£ 1,
то 4

\р ип (х) 1< 1 (х 6 [o.l]). (7)

Покажем теперь, что |р^г (*)|-<1 (Z, п= 0, I, .. .) для х е [o,l]. Для этого
докажем справедливость формулы

р;»П)= 77Д-2 V (-i)4(‘ +*r’) s -(' +“l ,-1
)
aIP/_i.»-.W. (8)

(1= 1,-2, ... ; n= 0. 1, ...).

Формула (8) верна, очевидно, тогда и только тогда, когда коэффициенты при
х' (v =O, 1, п) слева и справа в равенстве (8) равны. Вставим вместо Pin {x)

и Р;_ lчг-(л:) (г =O, 1, ... , п) их выражения из (6). Если v= 0, то из (8) получаем

(-и"=£Д£ 2 к'+г', ) 2 -('+"7 , “ 1 ) 2 1.
( I ) v=o

справедливость которого очевидна. Если vФ О, то при каждом n>v равенство коэф-
фициентов при лС выражается соотношением

/ 1 \n+v /П\ ,п-\-14- ч\ 'L (i) (t+v + l— l\
(—1) (v ) ( n ) 1 £

'

гД+«\2_Л+/-1 ) 2 1ДДРД = C 1}
( г + / - 1 )

l( Z } { 1 )b
\ n > Л n ) i=4 V * ’

или

(я + /)!(я+/ + у)!
_ у (Z+t 1)!(Z4- v + t !)!(/ + 2Z)

n\(n v)!(Z + v) Z!(Z —v)!

Очевидно, что последнее равенство справедливо при п= v. Предположим его спра-
ведливость при всех п, v <£ п т, й покажем, что оно останется в силе при
п = т + 1,

Действительно,

т-f-1
2(1 +I —1)! (Z 4■V + j —1)! (Z + 2i) _jm + /) ! (m +Z + v)! ,Z!(Z — v)! m!(m —v)!(/ +v)

(m + /)! (m + Z -j- v)! (2(m + 1) +Z] (т'Д Z) ! '(m +/ + v)!
(m+ l)!(m-|- 1 —v)! {tn + 1)! {m +1 —v)! (Z +v)

.Um +1)(m + I - v)+ (l + V)l2(m+ !)+(]) = j— 1 Д •

l ) (m+l)!(m+l —v)!(Z +v)
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Так как X1 [ (
/+ "~v

) 2 (
,+ лу 1 ) 2 j =l, то, ввиду (7) из формулы (8)

( IПГ v=o
вытекает | p l]l 1 (/, п=o, 1, . ..) для х е [o,l].

Теперь уже легко показать, что условие 2° леммы выполнено для величин
Ankl {k. I, п— 0,1, ...). Так как

Ž I>Ы l=2 =

А= 0 1=0 А=o о Л- У) 1=0 v ' /

v =0

jpggP-m
л / л

и аналогично то (Лд, ; l = 0(1). Условие I°леммы автомати-
-I=o а=о А,/=о

чески выполнено.

2. Покажем, что для величин (k.l, п= О, I, ...) выполнены условия леммы.
оо

Пусть /г>/. Обозначаем через Р пы{у) сумму ряда ( jy+Ä (V +ft)(V + Ä^y^
ч~п—А+l

где у определено формулой (5). Рассматривая у как переменную, можно выписать
равенство

00 У У

7Г~ 2 (-1)ТУ)/ +‘=/.../»-Ц>„а (9|^.
V п А -)-1 О О

I

oo
Представим здесь остаточный член ряда (-1)’ (

v "£*) / в форме Лагранжа:
v =0

V / n v/v +*x V yn ~k + l
| d n~k + l I 1 VÄ+l]2j ( 1} (k )y -(л-Ä + i)! [ d n-;k+i\i +v ) J i,=Bj/

’

v=Л—k + 1

где o<6< 1. Следовательно,

p CV) п-ь+х \dn ~k +l j 1 \*+l ]
nkl y {n —k+ l)\ y Ч'Пп~к + 1 I 1

= (-ir^-rt 1 ) (”t 1 ).v”~Ä +1 (1 +^)~Л ~2 1 1== 8_у '

откуда

1 = 0(1) ("t 1
) («+ 1 ) </*-*+! (0 <J/ <1) •

Аналогично, если I > k, то

\P nkl {y) 1= 0(1) ("t 1 ) CV) y n ~ l+l
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п

Оценим выражение 2 \B nk[\:

к, 1=0

k,i=o u=o v И ' v 4 I=o

ДтеД g. 1.
0(1)

= ТПйТ ” гтт" f(2p— l)n+‘ ря+ЧГ(2<7 - !)«+' = 0(1).
(2p —1) n+l(2<7 l) n + 1 F JLV ' ’ 4 J w

Значит, условие 2° леммы выполнено, а выполнение условия 1° тривиально.

1Теорема 2. Величины г п (—0) (n= 0,1,...), o<[ 0 7 1~У(2<y —T) ’
являются множителями сходимости относительно Ер и Eq

.

Доказательство Справедлива формула

п п п п п

S = 2 ®vVv + 2 VW*v-I 2 Vv^-l—2 fiv Äv-IV, (9)
v =0 v=o v=l v =1 v = 1

V V

где s v a tj и Д= 2 V
[j. =0 jj.=0

Так как регулярные методы Эйлера-Кноппа Е р и E q транслятивны, то при
каждой £р-суммируемой последовательности {so , sb ...} также и по-

следовательность {O, s O , Si, ..а при каждой последовательности
{/о, ti, .. .} также Е ? -суммируема и последовательность {O, t O, ti, . ..}. Значит, по

теореме 1, справа в равенстве (9) все пределы при п—> оо существуют при каж-

дой Е р -суммируемой последовательности (s v) и каждой последова-
тельности {£}, что и доказывает теорему.

1
Примечание. Величины e„ = ——{n =O, 1, ...) не являются1 n (2/7 —1)" {2q 1)"\ '

множителями сходимости относительно Qc;; и СД. Действительно, иначе ряд

"2 e v sv £v сходился бы при каждой Е р -суммируемой последовательности {sv } и каж-

дой Е ? - суммируемой последовательности {Д }. Но тогда должно выполняться условие
2° леммы

n v

Ац = SUP !S e v 2 | = 0(1)
V =0 k,l =0

il all < 1.
Ilxl! < 1,
a, t e c ü.



Возьмем здесь о = = (1, —I, !,..., ( —1)”, 0, 0....} и т = ~

= (1. —1,1,..., (—1)”, 0, 0,...}. Тогда Ап^п-j- I, что не совместимо с условием
Лп =o{ 1).
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ÜLDISTATUD SUMMEERUVUSTEGURID EULERI-KNOPPI MENETLUSE KORRAL

F. Vlchmann

Resümee

Olgu E p ja E q Euleri-Knoppi summeerimismenetlused. Reaalarve e n (л=o,l. •• ■) nime-

tatakse

{sn } ja iga F 9 -summeeruva jada {tn } korral.
1

Artiklis tõestatakse, et arvud = ( —0) (n =O, 1,...), 0 0 ,

on Qtp ja (£ (/ koonduvustegurid (p, q> 1).

Tartu Riiklik Ülikool Saabus toimetusse
24. IV 1961

VERALLGEMEINERTE KONVERGENZFAKTOREN BEIM EULER-KNOPPSCHEN
LIMITIERUNGSVERFAHREN

F. Vichmann

Zusammenfassung

E q seien Euler-Knoppsche Limitierungsverfahren. Reelle Zahlen е п (/г =0,1, ...)

nennt man Konvergenzfaktoren der .und
,

wenn für alle Folgen
{ sn } und für alle Folgen {tn \ stets die Reihe Епsп*п konvergiert.

Im Aufsatz wird bewiesen, dass die Zahlen е, г
= ( —0)” (n=0,1,...),

1o■< 0 < -~2p ZTj) (2q"~— j) Konvergenzfaktoren der sind (p, p>l).
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