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В настоящее время известно несколько методов полного определения объемного
напряженного состояния фотоупругих моделей. Из них только обобщенный метод раз-
ности касательных напряжений, предложенный впервые В. М. Красновым [г ], может
быть эффективно применен в общем случае напряженного состояния. Метод измерения
линейной деформации при размораживании напряжений, предложенный А. Куске [2 ], от-
казывает, когда коэффициент Пуассона равен или близок кV 2 (см. [ 3]). Интегрирование
обобщенных уравнений Ляме-Максвелла, выведенных X. Джессопом [4], практически
применимо только в случаях пересечения двух плоскостей симметрии и осесимметрич-
ной задачи. Метод, предложенный X. Раке [s ], позволяет определять напряжения лишь
в отдельных, заранее определенных точках, и, кроме того, он сложен с точки зрения
техники эксперимента. Интересный чисто поляризационно-оптический метод предложен
Р. Плехата [ 6], однако он требует столь высокой точности эксперимента, что применение
его в практике становится затруднительным. Все это свидетельствует о том, что проб-
лема разработки новых методов полного определения объемного напряженного состоя-
ния является весьма актуальной.

В настоящей статье рассматривается полное определение объемного напряженного
состояния в замороженных срезах чисто поляризационно-оптическим методом, исполь-
зующим наклонное просвечивание вместе с измерением абсолютных разностей хода.
Выводятся основные формулы метода, причем рассматривается также применение уни-
версального метода Е. С. Федорова. Анализируется точность предлагаемого метода.

Отметим, что предложение об измерении абсолютных разностей хода при исследо-
вании объемного напряженного состояния внесено Б. М. Зуевым {n J.

1. Применение обычного полярископа

Будем рассматривать вырезанный из замороженной модели срез.
Главные напряжения произвольно ориентированы относительно плоско-
сти среза, на которой находятся оси х и у прямоугольной правой си-
стемы координат х, у, z.

Производя нормальное и два наклонных просвечивания среза с одно-
временным определением разностей хода и параметров квазиизоклин,
можно определить пять независимых компонентов напряжения [ 7]. Если
повороты среза для наклонного просвечивания производятся около оси
х на угол 0л: и около оси у на угол ©у, то из формул, выведенных в [ 7],

получим: *

* Угол ©д. считается положительным, если положительная ветвь оси у поворачи-
вается в направлении положительной ветви оси г; Q y считается положительным, если
положительная ветвь оси г поворачивается в направлении положительной ветви оси х.
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Если же для наклонного просвечивания повороты среза производятся
около оси х на разные углы 0* и 0/, то

где

Здесь приняты следующие обозначения: õ £
= õt/C7, б £ разности

хода при нормальном и наклонных просвечиваниях, С оптическая по-
стоянная, t толщина среза, ф £ параметры квазиизоклин *.

Пусть при нормальном просвечивании среза измеряются абсолютные
разности хода öi и бг, соответствующие квазиглавным напряжениям о'\
и о'-2. Тогда получим следующие соотношения:

* Углы ср( - считаются от положительного направления оси хдо направления алгеб-
раически большего квазиглавного напряжения при повороте около оси х, и на ось,
х' ( х'Ly , /.xx' = Qy ) при повороте около оси у.

Индекс н обозначает нормальное просвечивание; индексы х и у указывают на ось,
около которой поворачивается модель для наклонного просвечивания.

Ох Оу <sн СОз2фн

Хху = у <s„зlп2фн

Xzx У ctg©A(Õ„ зlп2ф „ Õa ЗШ2Фа)

Хуг =у ctgor/( бн ЗШ2фн +Õу з!п2фг/ )

Oy—Oz = cos0* cos2 Ух соз2ф„ +

+ у sin2 ©а (<5„ зlп2фн —by sin2gpj/) j

xyz= 20.r (õ'x cosS'x cos2cp' v —õH соз2ф ) sin2©'x (ö.v cos@a соз2фА

бн Сo32ф н )] (6)

Oy a? = (Õa-cos@.v соз2фА 6 н соз2ф н ) зш2oа(#с созo' х.соз2ф'д ,—

соз2ф. н)] (7)

y4 = sin2 o.v 51020^ —sin2 (8)

õi = Co"j-(- C\ {ох ~Ь Oy -f- cTz) (9)
62 Co 2 -\- ( cTjc —|— Oy -j- Oz) (10)

где Cj вторая оптическая постоянная.
На основе соотношения

a i “Ь °2 ~°х ~Ь (11)

получим из (9) и (10) уравнение

К%Ох ~Ь К.2oу 2сГг —Õ* (12)
где приняты обозначения

Ki —K\+2, 6* =
А+Д (13)
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Обозначая правые части выражения (1) через F x и выражений (5)
и (7) через Р 2 , имеем следующую систему уравнений для определения
нормальных напряжений:

из которой нормальные напряжения определяются формулами

Таким образом, все шесть компонентов напряжения определены.
Отметим, что для определения пяти компонентов напряжения можно
вместо метода наклонного просвечивания применять также методику,
использующую нормальное просвечивание срезов и субсрезов [ 3].

2. Применение универсального метода
Е. С. Федорова

Применяя при поляризационно-оптических исследованиях универ-
сальный метод Е. С. Федорова, можно определять направляющие коси-
нусы направлений главных напряжений, обозначение которых дано
в табл. 1.

Определяя при произвольном просвечивании разность хода и пара-
метр квазиизоклины, получим два соотношения между разностями
главных напряжений [ 7]:

Легко доказать, что в общем случае уравнения (18) и (19) не явля-
ются линейно зависимыми. Действительно, если бы уравнения (18) и
(19) были линейно зависимыми, то должно быть выполнено условие

K 2 GX “Ь 2cTz —б" Л
ox —Gy = l (14)
Gy —Gz= F 2 J

g*F* 2(i I kt) [б* + (2 + Кг) F, + 2F2] (15)

a„ = m—j (b*-K2F l + 2F2 ) (16)

(Гг =2[ГТЖ, ( ö*
- K2 p 1 - 2КЛ) (17)

6* cos©* cos2cp* (сг/ ал) [lj ( tn/ cos©* rij sin©*) 2]

(ak—Gi)[Pt — {mt eos©* щ sin©*) 2 ] (18)

—õ* eos©* sin2cp*■= (сГ/ au) lj {tnj eos©* щ sin©*)
(ал— Oi)li (nii eos©* tii sin©*) (19)
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Согласно формуле (20), параметр квазиизоклины должен зависеть
только от ориентации главных осей оптического эллипсоида относитель-
но световой нормали. Вместе с тем известно, что параметр квазиизок-
липы зависит также от величины главных напряжений. Поэтому соотно-
шение (20) не имеет места и уравнения (18) и (19) линейно независи-
мы. Следовательно, производя только одно просвечивание среза, можно
из (18) и (19) определить разности главных напряжений:

Только в случае, когда одно (или два) из главных напряжений нахо-
дится в плоскости, перпендикулярной лучу, формулы (21) (25) не-
применимы, так как тогда условие (20) выполняется тождественно. Это
легко доказать для случая нормального просвечивания среза. Принимая
©* =O, получим из (20)

Если главное напряжение а/ находится в плоскости среза, то

На основе (27) и (28) условие (26) выполняется тождественно.

Выбирая подходящий угол ©*, можно срез всегда просвечивать в на-
правлении, которое не является перпендикулярным ни одному из глав-
ных напряжений. Для повышения точности желательно, чтобы направ-
ление просвечивания составляло с направлениями главных напряже-
ний по возможности равные углы.

Как известно, применяя метод Е. G. Федорова, можно разности
главных напряжений определять также измерением разностей хода в
двух главных плоскостях оптического эллипсоида [B] или измерением
одной главной разности хода и угла между оптическими осями [ 9]. Так

1 IjinijCOS0X —tlj sin0x ) h^ m i COS ®x ~n i S>n0x)

2 ij (mj eos @ x tij sin 0^)2 /?
— ) 2

Gj -ak =

B-f (21)

где
В= lj {tnj eos©* —nj sino*) [l] [mi eos©* nt sin©*) 2]

U {nii со3o* щ sin©*) [B {m.j eoso* щ sin©*) 2 ] (22)

Bj,k z= у6* eos©* sin2cp* [B {mi eos©* щ sin©*) 2 ]

6* eos©* cos2cp* li {nii coso* щ sino*) (23)

Для нормального просвечивания имеем из (22) и (23)

В IjiUj ( Ц— т 2.) /гт г- {В. пВ) (24)

Bj, k =õ H [у т 2 )зт2фн — /,m; cos2cp„] (25)

tg2q,„ = (26)
lj m J

lj = coscp н (27)
rrij sinq) H (28)
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как при исследовании фотоупругих моделей приходится практически
ограничиваться поворотами среза в пределах 45° от положения нор-
мального просвечивания, то непосредственное измерение двух главных
разностей хода удается редко. Если оптические оси находятся вблизи
плоскости среза, то невозможно также определить угол между ними.
Поэтому метод определения разностей главных напряжений, о котором
говорилось выше, является более простым и общим.

При использовании изложенного метода вопрос о том, какие имен-
но главные напряжения направлены по определенным осям оптического
эллипсоида, решается просто. Наибольшая разность главных напряже-
ний определяется формулой

Если шах (ср —оj) является положительной, то i—\ и /= 3, если же
шах (oi — cry) отрицательна, то 1 = 3 и /= 1.

Измеряя при нормальном просвечивании абсолютные разности хода,
получим соотношения (9) и (10), которые запишем в виде

(30)
(31)

(32)

Уравнения (18) и (19) запишем в преобразованном виде:

Из системы уравнений (32) (34) главные напряжения опреде-
ляются формулами

СП CF 3 = max | Gi a/ 1 (29)

õi = Ca, -j- Ci (eri -j- Oj -}- cTft)

62 Ccr 2 —{— Ci (с/ -j- а/ а*)

Из (30) и (31) получим следующее уравнение:

oi [/С. (// + mi ) 2] -f- Oj [/Ci (lj -j-tn)) +2] +

+ crft [/Ci(/J + m 2) +2]= õ*

Oi [I ] (m t COSO.V щ sinoA ) 2] + о,- Щ (m/ cosoA щ sin©*) 2 ] +

+о* [/ 2 (mk cos©* —nk sin©*) 2 ] =õ* cos©*cos2(p* (33)

Oili{mi COSOA: щ sin©*) + 07// (m/ eos©* —n- sin©*) +

+ aft4(mft eos©*nk sin©*) 6* eos©* sin2(p* (34)

o, =
-' (35)

где
D = [l 2. (mi cos&x tii sin©*) 2] X

X ( Ijitrij COSO.V rtj sin©*) [/Cl (l\ -f tn |) + 2]
lk(mk eos©* tik sin©*) [/Ci (l 2

j + m 2.) +2] } +

+ [/; (tnj eos©* tij sin©*) 2] X
X { /ft(mft eos©* —nk sin©*) [/Ci (/? + m 2) -f 2]

U(nii eos©* —nt sin©*) [/Ci (l\ + m 2) + 2]} +

+ [/J (mk eos©*nk sin©*) 2] X
X{liimi coso,v —Ui sin©*)[/Ci (1)-\- m 2) +2]

lj(m; COSO.V —л/ sino.v) [/Ci (/.2
,+ m]) -J- 2]J (36)
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3. Два главных напряжения находятся в плоскости среза

Если плоскость среза совпадает с плоскостью главных напряжений
о,-, а/, то необходимо производить нормальное и одно наклонное просве-
чивания среза [7 ]. Имеем

Из системы (41), (42) и (45) главные напряжения определяются фор-
мулами

где Gi и C 2 обозначают соответственно правые стороны выражений (40)
и (42).

Di =öx COSOJC соз2фл; { Z/(m/ cos©* щ sin©*) [/Ci (/J+ m 2) +2]
cos©* n* sin@*)[/Ci(Z 2.+m2 ) +2]| +

+ у Õa: COSO* ЗШ2ф* ([K\ {l] + ) + 2F| ~ (>7UCOS@* Uk SHTO*) 2 ]

[*l (Z 2 + m 2) + 2][,Z2 . — (m 7 eos©* щ sin©*) 2]) +

+õ*l lk [mk eos©* —Uk sin©*) [lj (m; - eos©* Щ sin©*) 2 ]

Z/(m/ eos©* tij sin©*) [Z 2 (m* eos©* nk sin©*) 2]} (37)
Для случая нормального просвечивания имеем из (36) и (37):
D (Z? m 2) { [Ki (Z 2 4- m 2) + 2]Z/m/ [/Ci (Z2 -f rnj) 4- 2]Z*m* }-f

4- {lj mj) { (У'С (lj 4“ m j) 4~ — [/Ci (Z 2 4~ m\) 4“ 2JZj-mj j -f-
-- (Z 2 m|)£[K\{ij 4~ m,j 2 ) 4- 2]Z i mj [/Ci(Z2 4” m j) 2]Z/m/ j (38)

A— 6 H соз2ф н I [/Ci (Z|4~ mD 2] Ijirij [/Ci (Z2 4- m 2) 4~ 2] Ufnk} 4~
+i A, 'in2<p H { [К, (Pj+ m») Ч- 2](/ J- т\) - [ЛГ, (/| + mj ) + 2](/»- я,«)}+

4- õ*[(Z? mj)lk m k (Z 2 m2 )Z/m/] (39)

сTj СГ/ = б„ (40)

О/ —Gk = [õ* COSOX cos2(p.v + б н (зш 2ф„ cos2 cp„ СО320Д] (41)

07 ak =

s-j- 2Q [õ* coso* соз2фл —бн (cos 2q?„ sin2(p H cos2 @ x) ] (42)

Измерение абсолютных разностей хода при нормальном просвечива-
нии дает

61 '= Ссгг- -f- Ci {oi -f- ст/ —f— o'*;) (43)
02 = CO7 + Ci (а/ -f- 07 -j- Gk) (44)

Из (43) и (44) получим уравнение
KoGi 4~ KzOj 4~ 20/l l~б* (45)

o, = 2jT—)
[S*+(2 + + 2GJ (46)

а, = 2(lДг) (6* - K2G, + 2G 2 ) (47)

q*
=

2(l + *2 )
(6*-/C2G,-2A:iG 2 ) (48)
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4. Анализ точности метода

Теоретически изложенный метод позволяет полностью определять
объемное напряженное состояние. Однако выведенные формулы вклю-
чают множество экспериментальных данных, определение которых свя-
зано с экспериментальными ошибками. Поэтому представляет интерес
выяснить, какую точность можно ожидать при определении напряжений.
Чтобы полностью ответить на этот вопрос, необходимо вычислить ожи-
даемые ошибки компонентов напряжения для наиболее характерных
случаев напряженного состояния, предполагая при этом некоторую точ-
ность эксперимента. Такой анализ различных методов с точки зрения их
точности для случая применения наклонного просвечивания при иссле-
довании плоской задачи был приведен в работе [7 ]. Для объемного на-
пряженного состояния это сделать гораздо сложнее, так как число раз-
личных характерных напряженных состояний больше и сами вычисле-
ния также более громоздки. Поэтому ограничимся некоторыми общими
соображениями и приведем один численный пример.

Если экспериментальные ошибки не слишком велики, то предельная
абсолютная ошибка Да,- некоторого компонента напряжения щ выра-
жается в виде

(49)

В случае применения метода Е. С. Федорова имеем

(50)

где А@/, Aõ /, Аср/, Аб*, А/у, Ат/, Ащ предельные абсолютные ошибки
соответствующих экспериментальных величин. На основе (49), (50) и
выведенных выше формул можно выписать выражения для предельных
абсолютных ошибок вычисляемых компонентов напряжения. Из-за гро-
моздкости этих выражений мы их не приводим.

Предельная абсолютная ошибка недостаточно хорошо характери-
зует точность метода, так как вероятность возникновения такой ошибки
ничтожна. Гораздо лучше ожидаемая точность характеризуется средней
квадратичной ошибкой.

Из теории ошибок известно, что если величина Е является линейной
функцией независимых величин Et

где ei постоянные, то средняя квадратичная ошибка е величины Е
определяется формулой

где еi средние квадратичные ошибки величин Et .

В выражениях предельных ошибок компонентов напряжения ошибки
отдельных экспериментальных данных можно считать независимыми,

Vi I õa,- I vn j õe;,- I \п I да; I . I да,- iAa/ = 2IöO.I AO^+ 5j I щ l A^+l ддь lAcp/I Acp/ + I ad* l A^
j j j j j j

I до,- I I да,- I I j
A(7/= IWx I A(5 * + lJ +

1 I vi I до- I I '+ZJ ; дпГ,- 1 mi "b Z_| I drT. i nJ + I öd*
j 1 i J

MMZetEt (51)

e = ±V2e/ef (52)
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так как ошибка каждой экспериментальной величины обусловлена в
основном неточностью определения этой самой величины*. Поэтому из-
ложенный выше метод можно использовать для определения средней
квадратичной ошибки величины Асг £, а следовательно, и величины а £

.

Для этого необходимо знать среднюю квадратичную ошибку е£ отдель-
ных экспериментальных данных. Предположим, что эксперимен-
тальные ошибки подчиняются нормальному распределению. В этом
случае можно применять

где А,- максимальные вероятные абсолютные ошибки эксперименталь-
ных данных. На основе устойчивости нормального закона максималь-
ная вероятная абсолютная ошибка величины Е выражается в виде

(54)

Изложим некоторые общие соображения относительно ожидаемой
точности предложенного метода. Из выражений (1) (7) и (15)
(17) видно, что ошибки компонентов напряжения не могут стать беско-
нечно большими. Действительно, в знаменателях выражений ошибок
не будет членов, которые могли бы равняться нулю, а в числителях не
будет членов, равных бесконечности.

Хотя высказанное заключение может показаться тривиальным, оно
имеет существенное значение. Анализ, проведенный в работе [7 ], показал,
что почти у всех методов наклонного просвечивания, применяемых при
решении плоской задачи, ошибки при некоторых напряженных состоя-
ниях бесконечно велики. Такие методы в общем случае мало пригодны
для практики. В названной работе было также выяснено, что единствен-
ным методом наклонного просвечивания для исследования плоского на-
пряженного состояния, у которого ошибки никогда не бывают бесконеч-
но или чрезмерно большими, является метод, использующий при каждом
просвечивании как разность хода, так и параметр квазиизоклины. Фор-
мулы (1) (7) по существу представляют собой обобщение этого ме-
тода на объемное напряженное состояние. Можно полагать, что свой-
ства метода в некоторой мере сохраняются и в случае объемного напря-
женного состояния.

Из (1) (5) видно, что ошибки тем меньше, чем больше углы пово-
рота модели. Если оба поворота модели производятся около оси х на
разные углы, то из (6) и (7) следует, что в знаменатель выражений
ошибок входит величина А. Чем больше А, тем меньше ошибки. Сле-
довательно, желательно поворачивать модель для наклонного просвечи-
вания в разные стороны. Наиболее выгодно использовать @* = 45°,
&'х = —4s°, так как в этом случае А принимает максимальную абсо-
лютную величину: |Л|=l.

В случае применения метода Е. С. Федорова в знаменатель выра-
жений ошибок разностей главных напряжений входит величина В ив
знаменатель выражений ошибок главных напряжений величина D.
Подходящим выбором угла 0* можно всегда достичь того, что В и D
не будут равны нулю. Таким образом, при применении универсального
метода Е. С. Федорова величина ошибок также ограничена.

* Приходится учитывать, что в выражении (50) только три из направляющих ко-
нусов являются независимыми.

&i = yAt- (53)

AE = 3e
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Пример. Рассмотрим следующее напряженное состояние: 0i =3, сг2 =l,
03 = 1. Направляющие косинусы даны в табл. 2.

В рассматриваемом случае при применении универ-
сального метода Е. С. Федорова можно использовать
нормальное просвечивание среза.

Предполагаем следующую точность эксперимента:

Дб
;

= 0,005 бтах = 0,0256; Д0
4-
= 0,5° =0,00873-;

Гер,- = 1,0? = 0,0175; Дб* = 0,05 б* = 0,324.

Точность определения углов методом Е. С. Федорова
предполагается равной I°, Ki = 0,25.

Средние квадратичные ошибки компонентов напря-
жения, вычисленные изложенным выше методом, пред-
ставлены в табл. Э.

Как явствует из таблицы, точность определения на-
пряжений является удовлетворительной.
Примечание. В скобках приведены величины ошибок для
случая, когда для наклонного просвечивания модель поворачи-
вается около оси х на разные углы.

5. Заключение

Хотя приведенный частный пример не позволяет сделать оконча-
тельных выводов относительно точности рассмотренного метода, изло-
женные соображения позволяют заключить, что метод может оказать-
ся эффективным при полном определении объемного напряженного со-
стояния.

Преимуществом предложенного метода по сравнению с обобщенным
методом разности касательных напряжений является независимое опре-
деление напряжений в каждой точке. Кроме того, для определения на-
пряжений в одной плоскости модели требуется исследовать только один

В данном случае имеем
ох = 0,17; G y = 1,50; oz

= 1,36;

Хху 0,50; х у2 = 0,69; х2х 1,65.

Принимая =4s° и =—4s°, точные
экспериментальные данные будут следующими;

= 1,67; б* = 2,43; = 2,71; б* = 6,48;
<р н =7l,s°; ф* = —54,6°; ц,' = 61,3°; ц. у = 30,8°.

Таблица 2

X У Z

Ol 0,500 0,500 0,707

<*2 —0,289 0,866 —0,425

о3 0,816 0 —0,565

Таблица 3

Компонент
напряжения е

°х °у 0,015
оу — oz 0,058

(0,049)
%ху 0,008
%yz 0,018

(0,021)
%гх 0,015
*х 0,024

(0,024)
Оу 0,026

(0,030)
0,043

(0,036)
0 1 °3 0,073
°2 — °3 0,034

Ö1 0,059
°я 0,032
О3 0,039
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срез. Главные напряжения могут быть произвольно ориентированы от-
носительно плоскости среза. Существенным является также то, что аб-
солютные разности хода приходится измерять только при нормальном
просвечивании среза.

Что касается измерения абсолютных разностей хода, то методика и
аппаратура для этого хорошо разработаны, причем в последнее время
измерение абсолютных разностей хода применяется в весьма сложных
случаях, например, при исследовании пластинок методом слоистых мо-
делей [ lo]. Отметим, что Б. М. Зуевым [п ] сконструирован интерферометр,
который предназначен также для исследования замороженных срезов.
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RUUMILISE RINDEOLUKORRA TÄIELIKUST MÄÄRAMISEST
FOTOELASTSUSMEETODIL

H. Aben,
tehnikakandidaat

Resümee
Ruumilise pingeolukorra täielikuks määramiseks külmutusmeetodil koormatud mudelistvälja lõigatud plaadis esitatakse artiklis puhtpolarisatsioonoptiline meetod, mis baseerub

kaldvalgustusmeetodil ning rietvalgustamisel esinevate absoluutsete faasinihete mõõtmisel.
Hariliku polariskoobi kasutamisel tuleb lisaks ristvalgustamisel esinevate absoluutsetefaasinihete mõõtmisele määrata faasinihe ning quasiisokliini parameeter ristvalgustamisel
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ja kahel kaldvalgustamisel. Kasutades peapingete suundade leidmiseks J. S. Fjodorovi
universaalset meetodit, tuleb määrata absoluutsed faasinihked ristvalgustamisel ning faa-
sinihe ja quasiisokliini parameeter ühel läbivalgustamisel. Analüüsitakse ka meetodi
täpsust.

Eesti NSV Teaduste Akadeemia Saabus toimetusse
Energeetika Instituut 10. VI 1959

ON THE COMPLETE DETERMINATION OF THE THREE-DIMENSIONAL STATE
OF STRESS BY PHOTOELASTIC METHODS

H. Aben

Summary

For the complete determination of stress in frozen slices a purely photoelastic method
has been developed, which involves the use of the oblique incidence method and the mea-
surement of the absolute phase differences by normal incidence. If a common polariscope
is used, fringe orders and parameters of isoclinics by normal and two oblique incidences
in addition to absolute phase differences by normal incidence are to be determined. If
the directions of principal stresses are determined by the universal stage of E. Fedorov,
fringe order and parameter of isoclinic by a single incidence as well as absolute phase
differences by normal incidence are to be determined. The accuracy of the method is
studied.

Academy of Sciences of the Estonian S.S.R., Received
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