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Т. ТОБИАС

OБ ОДНОЙ КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЕ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ
ИНТЕГРАЛА ВИНЕРА С ВЕСОМ

В статье [] В. Владимиров предлагал способ для приближенного вычисления

интеграла Винера. В настоящей работе этот метод обобщается к вычислению интегра-
-1

лов вида fexp {?»fp(t)x2(t)dt}F(x)dWx‚ где F(x) функционал, определенный Ha

C 0

винеровском пространстве. Ограничения для константы Л и функции р(!) даны ниже.

Приближенное значение интеграла ищем в виде ряда

- 1 00

\ exp {A j p(£)x2(t)dt}F (x)dgx = Z a (
C 0 й —OO

(1)

При этом требуем, чтобы приближенное равенство (1) дало точный

результат, когда:

а) F(x) константа; °

©) F(x) нечетный функционал;

в) Ё(х) «полином» второй степени, т. €.

11

F(x)=| [ x(4)x(t2)d 46l ),

тде Ol(fı, fo) произвольная функция с ограниченной вариацией по

Фбеим переменным;

г) Е(х) определенный «полином» четвертой стелени:

11 1

F(x)=|x|i? g s x(t)x(to)dž, s olti,t) (lxl2= j x2({)dt).
00 ' 0

Все эти условия будут удовлетворены, если

XOl =O, OEA, a= 02 (2)

со 1

ао -- 2 z а, {exp {} s pit)x(t)dtydwx
k=l ё õ

(3)
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. , 0 I‚l__ ь . ..

2 Z“k” хь(4)хь()@та(,6) = _ :

k=!
000

! 11 .

=[ opt 2(03(0а |[ e e ot Ва у

C 0 00

(4}

0
11 :

2 z ak“xkliz_[ [xk(tl)xk(tz)dä, ,0(t, o)=
РО : k=l : о0 ееа,

= exp(n|p()22(I)t} | Jx(tl)x(z2_)d?l‚„0(4 6) НхРа.
C 0 00

(5)

Пусть с(51, 52) = g1(s1) g2(S2), e

5

—l, ecm s; <t
E(Si) = { .

<
o; 0, если $; 2& ° Ü=], 2).

Тогда вместо (4) и (5) имеем

o 1 ; j

2) avalhi)ke(t)=3 [ expia [pi ))x(h)x(b)dyx,
k=l С- 0o -

(6)

z ак xa l2x(E1) Xr (f2) = %\ ехр{^ J p(t)x(b)dtšlxl|*x(H)x(l)dwx.
k=l C 0 . .

(7)

Если ряды в соотношениях* (6) и (7) сходятся`равномерно, то верно

и обратное: из условий (6) и (7) можно вывести условия (4) и (5) при

любой G(tl, tg) `
Вычислим интегралы в правых частях равенств(6) и (7). При Этом

воспользуемся результатами статьи [3).

Рассмотрим краевую задачу`

F)+I)()=0 (8)

[(0)=Р(1)=O, (9}

где непрерывная функция р(/)» 0 на отрезке [O, I]. Uepe3 Ay 0603HAUUM

наименьшее собственное значение задачи (8), (9), которое непременно.
существует. Пусть с©о << №<< Х. Через / () обозначим любое нетри-
виальное решение уравнения (8) при краевом условии

В (1)=O. (10)

Отметим, что [› () —0 на отрезке [O, I]. В работе [?] доказывается, что:

при этих условиях |

1 ; )

o А° [ NÕI

i expuoj р(0х?(р а) аух {T:(T)} l OE (-) af т y(s)ds] dwy.

(11)
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Докажем следующую теорему. .

Теорема. Пусть с;(!) А"непрерЬшная справа функция с ограничен-
ной вариацией и пусто с;(1) =0 (i=l, ..., 2n). Тогда

} 1 1

| j exp{A fp(t)x2(1) dt} jx(H)do, (1). .. s %(£) do (b)dwx =

C 0 0 0 `
1 1

Л (1)\** 1 |
В

и

W 2r z _‘. i, (t) Ui, (t) dt... j‘ Uiy 1
([) a’ig,“,"‘(t) dt, .

0o

(12)

где

()=75 |5 (9)doi(s),

. /

а суммирование распространено на всевозможные различные разбиения
2п. индексов й, ...

, Гоп на пары.

По формуле (11) имеем

1 1 1 ;

` ехр {^ jp(t)x2(t)dt}j.x(t)dc,(t)... { x(t)doo, (t)dyx=

C 0 0 0

[AD Ye j L)_(;Го›) ’ J[y(t)+rx(t)Jm—zy(s)ds]dm(z)„.
C 0 0

1 t

(OO on (B dwg.
0 Q

(13)

TanЗ[ЁТ‘;} и(5) аs4а()
| р

a

F 6 ][—%y(S)_dS]doi(t)'——Oj y(1)do(1) +

+ot +] A 6 2eo= [ s [ 3 оо=
Ü

, | |0 | tO
0

Z(j %(% G; (t) ‘0 —Oj o:({)d [fx(t) Õ[ Cj«f—fžš] =

! ; | ВЕ

S]RO[O d | ooy()=|L[o) (5145,

—o… ()1)ds|45|о4(O= |
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1 1

= —Oj[ joi(s)f (s)ds+ou(8) |dy (1) =
1 1

—j{ä—om (s) 0:(5) (i— jfx (s) do:(S)1+0:(f)}dy(t)=

jz | A (s)da(s)dy().

Остальное ясно: используем в формуле (13) правило интегрирова-
ния произведения линейных функционалов (см. [2]). Полученный резуль-
тат применим к вычислению интегралов в равенствах (6) и (7). Пусть

t—l, s<h
õ (s):I 1, S;tzG“(s):{ 0, s>t * |O, s>t

1

Гогда х(#) = J x(s)doy(s) (i=l,2

0

| f
0 ,Lt

ar, () =517|fr(s)doys, (5)= l Л (

л, a » I<b

Теперь из (12) ясно, что

1 1

[ exp{i|p(t)x2(t)dt}x(t (fx(l))l/z ]

ö б[ ) аlх () х (5)а„х = 7oy > _fafl(l‘)at.,(l‘)dt:
| 0

(Bo}t
Ы

щ |—\ A(0) 5Л› (ё ) > .
7o) 2/ 1) b (£2) o_[ ЛО (14)

Аналогично вычислим и интеграл в равенстве (7):

1 1

J ехр{), J. p(t)x2(t)dt) _[;;z(s)dsOE=

c 0 Ü

1 1

= jds j. ехр{)„_[ PXO d X
OCO - ‚ ;

1 1 1 1 |

X [ x(t)doy(8 [ x(b)dos() [ x()don() [ x(0)dont)dyx=
0 0 0 0
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1 1 1

= (%(1)_;)1/2%6’. ds [s‘. ав () а; ()а д{ а, (0) ам, () а--

1 1

+-2 | в (д) ам, (2 dt_[ as(t)a,()t| =

0 0

AAв
! * *(S)OJ ло СОЛ OJ йо

min (s, 4) min (S, /5)

H2AOO I aAM | jo]t
(порядок интегрирования можно было переменить в силу теоремы
Фубини).

Обозначим

min(tl.'r2)
1 dt

Tf)\(tl)fl(tz) б‘. ‘]%…‘:дж (4, ).

Вместо уравнений (6) и (7) имеем

T [AW ›l/2 |k:zl ak‚\k(t‚)xk(tg)_ (W &x (tl, 12) (15)

z arllxell®xe (£1) xe(t2) =

‚ k=l

AN (- [ !

z(?f(T)) z{z!m(s‚ з)азш(г„г‹„‚)+4!д………(s, t‚„ds}_ (16}

Уравнение (15) с неизвестными а; и х,(1) рассмотрим как билиней-
ное разложение симметрического ядра й) (#,, ). Разложение будет
удовлетворено, если

AY 1
И х(#) = cryr(£)“k:(fm) са и

(17}

где %g собственные числа и #;(/) соответствующие собственные
функции однородного интегрального уравнения |

1

Ye(l) = ps J‘by (t,s)yr(s)ds.
0

(18)

KOHCTaHTbI C% используем для удовлетворения уравнения (16). Так как

:
©

Yot ()p t 1) Yp(taj b (¢, s)bu(s, ty)ds = ‚;‚Т,
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то из (16) получим

(f)„
(П

)1/2 ž
r |l' `

|4 / yk(tl)yk(tz)Do 2| -
НОк

/(0 k=l[ k

;

Ä(S, S)dS Pk] ™ | =O,

откуда видно, что можно принять

1 1 $

_ _ - p4lbTL ра {_а'; ; i]lllzC’f—[QJ b(s, s)ds+ utk] *—[:2 Ö{f*(s)ö fš(t)»ds'"L A (19)

Лемма 1. Собственные значения ядра 6) (5, ) положительные.

Ядро 6› ($, /) непрерывное. Докажем, что оно положительное. При
любой непрерывной функции Й(#) (1е [O, 1]) имеем —.

. SE 11 ` Нр a NK

f ‘. b (s, t)h(s)h(t)dsdt= X
00 НН

11

2
1

-,

f[ % (;;_(1_)) f exp {A f p(t)x2 (£) dt}x6s) x (£) dwxh(s) h (£) dsdt =

00 C 0 .

f0 Yy »

1 SE 1 TsR

————š—(fi(—lš) ‘ exp {A f p(t)x2(t)dt} [[ x(s)h(s)ds.]2 dwx >O.
C .0 - o .- - - MD

Ho положительность ядра равносильна положительности всех собствен-

ных значений этого ядра. Лемма доказана. :
В силу теоремы Мерсера билинейный ряд ‘ядра by (s, #) сходится рав-

номерно; это оправдает переход от (6) и (7) к (4) и (5).
Ясно также, что в силу ш. 7> 0 всегда возможно вычислить с, по фор-

муле (19).. _
‚

:

Иногда удобнее найти собственные значения и собственные функции

из краевой задачи. H3 RT л
Эе ' . : ; . min (s, f) д 2

‚ @аи
Лемма 2. Функция С ($5, )= /› (5) (0 Ра является функ-

- X
o - .

цией Грина краевой задачи (8), (9). - _

Проверим это непосредственно.
О

1° G(s, t) непрерывна в квадрате () <S,Ё 1, °°

ur
2° G(s,?) как QyHKuHs nepemeHHOH s uMeer nmpu 0<s<t u t<X s
непрерывные производные до второго порядка.

( ‚ °йн 7(0

IE5C

GI(S, l) :: | | Ot . ` ;
[OE

{ 0
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( :

I ROK[ SS

G”(S,l‘):l (;
d

| |
- B 0 A 0 E- Il ML (Jff(u)

©(5, ) удовлетворяет как функция от 5 уравнению (8). Пусть, напри
мер, $ <<1,тогда

В
, . .

KS

‚

°

аи
д( da

ло^ j——f7 APR ROD jе-
= o[-0©)+AP » (=0К© j y

®) КАРО ›6)

3° G(s;й) как функция. переменной. $: удовлетворяет краевым усло-
BHAM (9):

4 .

с(0, ) =O, 01(1 ) = ГОАр j}%‘(i;)—:o
0

в силу условия (10).

4° Gf(Ho,:)—G'(t—o,t)Z—Mš—l
- A e . - . ‚ f)\(t) .

,

G'(t,t+o)—G’(£ F—=o)=l. -~

Лемма доказана. ` ВО

Теперь ясно, что собственные значения и собственные функции ин-

тегрального уравнения (18) являются собственными значениями и соб-

ственными функциями краевой задачи -

и (=—(O9(OН В#(-
(20)

#к(0) = #’, (1) =O. (21)

Итак, пусть № является наименьшим собственным значением крае-
вой задачи (8), (9). Пусть р(#) » 0 непрерывная функция и пусть
№ <- №. Тогда коэффициенты и узлы приближенной формулы (1) опре-
деляются NO формулам (17), где и» и #;(1) собственные значения и

соответствующие нормированные собственные функции интегрального
`уравнения (18) [или краевой задачи (20), (21)]. B stux формулах
fa (f) любое нетривиальное решение уравнения (8) при краевом ус-
„ловии (10) (при А << №), а сь вычисляются по формуле`(l9). После всех

этих вычислений определяется ао по формулё (3): -

[K
оо

“0'—(;&‹0» _2;‚‘“"*'
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Замечание 1. Ilyerb A=o. Torna [, (1) =c,

n) = Vsin Ant u=(D3
-

oo
1 4 1 1Ck:VT"' л2(28 —)°

60 ] —Sk; w22k —1)2+16—)

=1 2 ~ 0517986,

т. е. мы получили результаты В. Владимирова [']. Приведенное в этой работе значение

@о == 0,51860 кажется нам опечаткой.

L)\
Замечание 2. В статье [3] указано, что множитель 7(0) в приведенных.

A

выше формулах можно заменить множителем

(fé (E)h(E) fr (E)F(E) )"2k AHO-FH DO/ °

rae [, () и Й (1) любые независимые решения уравнения (8), a E NpOM3BONLHAM
точка отрезка [O, 1).

Рассмотрим случай р(7) ==l. Тогда вместо (8), (9) имеем краевую

задачу О SR

E= (22}

f(0) =f(1) =O, (23}

o
л?

наименьшее собственное число которой № =

7 . Нетривиальное реше-

ние (22), удовлетворяющее условию (10), будет

fFr (£) =cos VA (t— 1)

Собственные значения и собственные функции уравнения

y“(t) = (a + )y()
y(0) =y'(l) =0

легко найти:

ya(t) =V2 sinE (21)204А.
:

Так как

1 $ 1 :

1(р sdt 1 A 1 j__dl‘___äzoj fk(s)o Ods= 5 õf cos? VA(s )
)

co? УЕ s—›

TO

—к Ук 4СЁ_УМ/_?: T
(2k —1)7% 4A

= 4
Veos va tgVA_R42]-+- 16

Vi
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©O

l BVA 1

aoz—:__—_- l———— -,T=

Veos ‘”“[ g V "Z“ (2к_.l)2л2—(4^—:—6%)]
g

H

_[EV -a@Bл

Используя разложения

S

; nth%z 2°
| | ntg%z

š(2k—l)2+z2= 4z "Ämk—l)?—z?: 42 ›

JJETKO BbIHHCJIHM

1
-

Vith V—a
Vcos Vi ll—tg V—Ä—V'——q], если a<o

до

—l_— 1— _\/TAt_E\/_i
если =0

Veos v teväva]) T

rae

a
ME VA—4VA

tg\Ü»_
'

Пример 1. Рассмотрим интеграл

1 1

[ = („J exp {OJ x2(t)dt} [Uf x2(t)dt]2dwx.
Точное значение интеграла получим, продифференцировав обе части равенства

1

( exp{A f r(t)dtydwyx=V seevX, ^< ®
C 0

ABa pa3a MO A:

1 1 ;

( [ f x2(t)a't]2 exp{A j x2(t)dtydwx = l/seC\/T»)” =

c 0 0

=%— ]/__зе;іё(% tg2VA-+ sec?VA 3%7_‘) :

(Дифференцирование ло параметру под знаком интеграла Винера законно.}

Поэтому

Г == % Vsec | (—‚l‚ tg? 1 - зес? 1 tg 1) ~ 0,353864.

(24p
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Тот же результат получим при помощи формулы (1):

Применим K интегралу (24) формулу В. Владимирова

`где

Это дает

Проверим еще формулу Симпсона, найденную Р. Камероном [*]:

Tae

AF _® 1 ‚ 0 2

Arn zak”xš (t)dz‘]2 —9vsecl )| A=
k=l ё k=l te

. ю -
- -

e
T tg I[(2k—l)2n2 4]+ 16 __

2-=2Vsec | šAna (

VsecTtg 1 S <

_

{весI{2 1 1 1
-

2 š @i~ T BVsecl kZ_l [(2 1)?л? —4p —)

K A er Vsecl : 1 E

=1 Vsecltg?l+ ;:; z [——( ———2)2
+

k=l 2k 1 ——

1 | 2 .

"гуа 2 2 ]=(2Ь—-.l+Ё) k (žk—vl.—š)(Zk—l—i—;)v

=—š— Vsec 1(% tg? 1 4sec? 1 —tg 1).

g F(x)dwxi= = z а,Ё (х»),
t k=-—%

. | _.4_. - 2k__l
xo(t) =O, xk(t)z—x—k(t):vz-!—mv2sant,

eA 4 —1
th2

Te=or=TGor_net16>T 2

© fxš(t)dt !

1~2Y aed | x2(di= -
3

2I

õ ‚ -

42Ф
Г, m]e = 0,270.°m Z (2k—l)2[ ГЕl° |

k=l

. 1
п

; [F(x)dwxg% | яФ(а:)Ми,
с -i

1 signu при o<|и| #< 1,
оФ(

о=1 Р
В

ET 0 ост sU p OS<ELJu|<l.
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В применении к ‘интегралу (24) формула Симпсона дает

1 1 1 @
о

-

Im}’exp(J—;— dl)[ [—;—dt]zdu—_-% \/_e_—4;\40,122.
0 u u

Пример 2. Рассмотрим еще интегралы

А :Ä exp (0( x?(t)a'zf) Ц x(t)dt |" dwx.

Точное значение интеграла I, MOXHO вычислитьпо теореме 2 статьи [3];

FE ta tgl*——-"l'i;'”y1„Ve (2n— 1)1(=),
Г1 == 0.
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T. TOBIAS

ÜHEST KVADRATUURVALEMIST KAALUGA WIENERI

INTEGRAALI ARVUTAMISEKS

; _ Artiklis vaadeldakse Jigikaudset valemit (1) kaaluga Wieneri integraali arvutamiseks.
\faler{li kordajad ja sölmed avalduvad teatud integraalvörrandi omaväärtuste ja omafunkt-
sioonide kaudu. Valem on tdpne teatud poliinomiaalsete funktsionaalide jaoks.

T. TOBIAS

AN APPROXIMATION FORMULA FOR THE EVALUATION
OF WIENER’S INTEGRAL WITH WEIGHT

In this paper an approximation formula (1) for the evaluationofWiener’s integral is
considered. The unknown coefficients and points of this formula are in connection with
eigefivalues and eigenfunctions of a certain integral equation. This formula is exact for a
certain class of polynomial functionals. + - U

. В —- По формуле .| Точное значе-`т ,

ЭН RS HEn @& HSE

ОНО
]

Симпсона \ "Владимирова \ | (1)
> 1 1(0,0005) /

e X 1271184 1860
1

1860 —
D r 0,244 ; 0319 | 0,381 ; 0381

4 0,074 0,168 ”'

10327 0317 —°

S Bt [ 0026 o f 0,089 —
0260 | 0442

w00, 5 -0 oA
0

.. so
@.. . O. -

При пйёчет'‹нъ'лх' n _все:ёт'и"фор›йут_‚і Дёют_ ;очн_ое знач'е'ныё'_пнтегр.ё;па. Пр_и_‹б_ольших
четных л вышеприведенные формулы” непригодны, но лучшие квадратурные формулы
пока не известны. _


