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В последнее время возрастает интерес к проблемам распространения волн, вызван-
ных быстроизменяющейся нагрузкой, в плитах и оболочках. Это объясняется важными
приложениями теории распространения волн во многих разделах технических наук к
в геофизике.

Современная теория распространения волн в плитах и оболочках возникла в ре-
зультате слияния двух существенно отличающихся друг от друга направлений иссле-
дований: а) инженерной теории, базирующейся на уравнениях, первоначально по-
строенных для вычисления некоторого количества первых форм и частот собственных
колебаний; б) математической теории упругости, использованной до сих пор, глав-
ным образом, в задачах по геофизике (сейсмологии).

В связи со сказанным уместно напомнить некоторые существенные различия между
постановкой геофизических задач и задач по расчету конструкций. Во-первых, в гео-
физике главный интерес представляют сравнительно высокочастотные (прифронтовые)
части возмущения, прибывающего на «станцию наблюдения», где их параметры могут
быть определены измерительными приборами. Соответственно в теории основное вни-
мание уделено развитию асимптотических методов построения высокочастотных (при-
фронтовых) полей перемещений. При расчете инженерных конструкций не меньший
(а иногда даже главный) интерес также представляет низкочастотная часть переход-
ного волнового процесса, которую во многих случаях гораздо сложнее вычислить,
чем высокочастотную. Во-вторых, в геофизике объекты (слои) обычно считают беско-
нечными в направлении двух координат. Протяженность встречающихся в технике
оболочек невелика, поэтому часто появляется необходимость рассматривать отраже-
ние волн от краев (поверхностей опирания), что в свою очередь ограничивает приме-
нимость результатов исследования бесконечных и полубесконечных объектов. В-третьих,
в геофизике основную трудность при изучении распространения волн напряжения
создают поверхности раздела (искажения), которые, однако, в решенных задачах ча-
ще всего приняты плоскими. Оболочки не уступают геофизическим объектам по слож-
ности исследования, поскольку их боковые поверхности кривые и расположены они
сравнительно близко друг от друга.

Бегущие волны в плитах и оболочках конечных размеров важно исследовать,
когда:

а) нагрузка приложена вдоль некоторой линии (в том числе по краю) или в не-
большой области поверхности;

S), время действия нагрузки или время ее возрастания до максимального значе-
ния соизмеримо либо меньше времени пробега упругой волной пути, равного харак-
терному размеру (длине) конструкции.

Если нагрузка изменяется медленно или же ее распределение (даже при кратко-
временном действии) соответствует одной из первых форм собственных колебаний,
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то необходимость рассмотрения бегущих волн отпадает, поскольку могут быть приме-
нены хорошо разработанные методы разложения волнового процесса по формам соб-
ственных колебаний.

Волновые процессы представляют интерес также в случае нагрузки в виде дви-
жущегося давления (особенно в районе фронта давления).

Хотя при исследовании волновых процессов переходного типа в плоских плитах в
последнее время достигнуты существенные результаты как на основе двумерных, так
и трехмерной теорий, следует отметить, что изучение таких процессов в оболочках
лишь начинается. Выдвинутые практикой задачи расчета оболочек на динамическую
нагрузку делают проблему выбора и оценки точности приближенных расчетных моде-
лей в зависимости от требуемой информации весьма актуальной.

Не менее важен вопрос развития методов решения конкретных задач, в частно-
сти задач, приводящих к дифференциальным уравнениям с переменными коэффициен-
тами (нецилиндрические оболочки). Систематизация имеющихся результатов, относя-
щихся главным образом к плоским плитам и круговым цилиндрическим оболочкам,
по-видимому, поможет содействовать решению этих проблем и избежать затраты
энергии на повторное открытие уже известных фактов.

Авторы настоящего обзора попытались систематизировать результаты исследова-
ний по линейной теории распространения волн в изотропных идеально-упругих плитах
и оболочках, имея в виду ее применение к анализу переходных процессов деформации
технических конструкций. При этом оказалось целесообразным особо выделить про-
блемы приведения трехмерной задачи к двумерной, ибо при постановке задач расчета
нецилиндрических оболочек эта тема приобретет весьма важное значение.

Наличие работ обзорного характера существенно облегчило задачу авторов. Более
ранние результаты иностранных исследователей освещены в обзорной статье Р. Дей-
виса [O-1] и в монографиях Г. Кольского [°-2] иМ. Редвуда [°-3 ]. Из интересующих нас
конструкций в [°- 2] затронуты плиты, а в (°- 3] плиты и цилиндрические оболочки.
Монография М. Редвуда [°- 3] представляет собой обзор результатов, достигнутых в
западных странах при изучении распространения волн в жидких и упругих средах раз-
личной формы, и содержит, по-видимому, самую полную библиографию (около 800
наименований) работ западных авторов до 1960 г.

Обзор результатов советских авторов в развитии динамической теории упругости
и ее внедрении в практику геофизических (сейсмологических) исследований дан
Г. И. Петрашенем [°- 4]. Отметим еще монографию Л. М. Бреховских [°- 5] и книгу
В. Юинга, В. Ярдецкого иФ. Пресса [°- 6], посвященные, главным образом, проблемам
распространения волн в слоистых средах, а также книгу В. Новацкого [°- 7].

В монографии {°- 5] подробно рассматриваются проблемы отражения волн. Однако
волновые процессы переходного типа изучаются в ней лишь применительно к объек-
там, где может распространяться только одна волна. Книга [°- 6 ] посвящена приложе-
ниям в геофизике. В монографии (°-7] рассматривается главным образом метод раз-
ложения волнового процесса по формам собственных колебаний.

Обширный материал о применении трехмерной теории упругости в геофизических
задачах распространения волн деформации изложен в серии сборников [°- B], опублико-
ванных под руководством и редакцией Г. И. Петрашеня.

Вопросы распространения волн в стержнях и балках рассмотрены в обзоре
X. Н. Эйбрамсона, X. Дж. Пласса и Э. А. Риппергера [°- 9].

В 1960 г. Ю. Микловиц опубликовал обзор литературы (°- 10], в котором дается об-
ширный перечень работ западных авторов о распространении упругих волн (в основ-
ном стационарных) в стержнях, плитах, цилиндрических оболочках, полупро-
странстве и неограниченном пространстве. В кратком докладе Ю. Микловица (°Ч] ре-
ферированы некоторые работы, посвященные переходным волновым процессам дефор-
мации, вызванным импульсной нагрузкой.

Отметим также обзор Р. Д. Миндлина [° 12] о результатах исследования мод трех-
мерной теории плит.
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О постановке задачи распространения волн в математической теории упругости.
Линейная теория приводит к интегрированию управления Лямэ

при заданных начальных и краевых условиях. (Здесь X, р коэффициенты Лямэ,
о плотность материала).

В неограниченной среде уравнение (0.1) описывает волны двух типов: волну рас-
ширения (P-волну) и волну сдвига (5-волну, волну искажения), распространяю-
щихся соответственно со скоростями с ь с 2

Будем рассматривать плиты и оболочки, при которых одно измерение (толщи-
на 2h ) существенно меньше других, а на боковых поверхностях {z =+ h) заданы
краевые условия в напряжениях:

Здесь функции р отличаются от нуля лишь в ограниченных областях или на
линиях, где приложена внешняя нагрузка.

Если оставить в стороне некоторые напряженные состояния весьма частного
типа, то, при условии отсутствия напряжений на боковых поверхностях, вообще гово-
ря, не могут раздельно распространяться волны сдвига (5) и расширения (Р ). Указан-
ное явление существенно усложняет задачу по сравнению с некоторыми родственными
задачами, рассматриваемыми в акустике (водяные и атмосферные слои). С другой сто-
роны, малая толщина конструкции типа плит и оболочек часто является упрощающим
фактором при изучении волнового процесса достаточно далеко от источника и фронтов.

В тонких плитах и оболочках первичные Р- и 5-волны многократно отражаются от
боковых поверхностей. Поскольку они, как правило, отражаются в виде нескольких
элементарных волн, то при каждом отражении волновой процесс становится более
сложным. Поэтому даже в простейшем случае плоского слоя метод разложения по эле-
ментарным волнам оказывается эффективным лишь в непосредственной близости от
места приложения нагрузки (в области соизмеримой с толщиною слоя).

Вообще следует констатировать, что задачи распространения волн в плитах и обо-
лочках в постановке математической теории упругости настолько сложны, что их, как
правило, удается решить лишь приближенно. При этом существуют две возможности;

сформулировать каждую задачу точно и решить ее приближенными способами, либо
сразу сформулировать приближенные расчетные модели (методы, алгоритмы) для це-
лых классов задач. В технических приложениях второй подход имеет явные преиму-
щества. Поэтому первый подход, раскрывающий физическое содержание задачи,
следует в первую очередь рассматривать как средство построения новых моделей и
анализа точности существующих. В будущем он может (с применением новой вычис-
лительной техники), конечно, стать и основой решения конкретных задач.

Приближенные расчетные модели. Наиболее распространенная идея упрощения,
явно использующая свойство малости толщины объекта, заключается в разложении
трехмерного волнового процесса на двумерные волны, относящиеся к срединной по-
верхности и определяющие (каждая в отдельности) некоторое поле перемещений по
толщине объекта. Многочисленные способы реализации этой идеи можно разделить на
две группы: а) построение двумерных теорий с приближенным удовлетворением урав-
нению (0.1) и краевым условиям (0.3); б) разложение волнового процесса по частным
решениям (модам) уравнения (0.1), точно удовлетворяющим условиям (0.3).
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(2li + Я) grad div и ji rot rot и g 0

-№■ -щ
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(x\x2-,t) (t ~ 1,2,3)



Материал данного обзора разделен на, две части. В первой части дается краткий
обзор методов приведения трехмерных уравнений к двумерным (§ 1) и систематизи-
руются различные модели для плит и оболочек (§ 2). Вторая часть посвящена главным
образом переходным волновым процессам деформации плит и оболочек. Весьма бегло
указываются важнейшие методы интегрирования (§ 3), дается обзор опубликованного
материала по частным решениям ■— модам (§ 4) и перечисляются конкретно изученные
задачи (§ 5). Статья заканчивается общими выводами и оценкой ближайших перспек-
тив рассматриваемого раздела теории упругости (§ 6).

Работа составлена совместными усилиями авторов, причем § 1, 2 написаны
Л. Айнола, а § 3—5 У. Нигулом.

Авторы приносят глубокую благодарность Н. А. Алумяэ, являющемуся инициато-
ром составления данного обзора и оказавшему авторам неоценимую помощь при вы-
полнении этой работы.

ЧАСТЬ I

ПРИБЛИЖЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЛИТ И ОБОЛОЧЕК

§ 1. Методы приведения

1.1. Постановка задачи приведения. В последнее время вопросы со-
ставления моделей расчета и выяснение области их применимости при-
влекли значительное внимание. Наиболее обстоятельно некоторые на-
правления исследований по моделям изложены в монографии
Н. А. Кильчевского [lЛ ], на 84-й странице которой, в частности, отме-
чается, что «Общая программа приведения трехмерной задачи теории
упругости к двумерной заключается в конструировании аналитических
выражений величин, характеризующих напряженное и деформированное
состояние оболочки, через новые величины, определенные в системе
координат ха (а = 1,2) ее основной поверхности, и в составлении урав-
нений, которым должны удовлетворять эти величины в области измене-
ния переменных ха и на ее границе».

По-видимому, не существует универсальных расчетных моделей, ко-
торые одинаково хорошо применимы для определения всех напряжен-
ных состояний трехмерных тел при всевозможных внешних нагрузках.
В зависимости от применяемого метода приведения и порядка прибли-
жения полученная модель является наилучшей в определенном смысле
(ошибка будет наименьшей в некоторой метрике). Надо сказать, что ме-
тодами приведения занимались главным образом механики, поэтому с
точки зрения строгого математического анализа они почти не изучены.
Исследования в этом направлении были бы весьма актуальны.

В дальнейшем изложении наиболее распространенные методы при-
ведения разделены на две группы, называемые аналитическими и энер-
гетическими методами. Многие методы приведения вначале разрабо-
таны для решения задач статики, но большинство из них применимо
также в динамике. Поэтому ниже упоминаются и важнейшие работы
по моделям в статике.

1.2. Аналитические методы приведения могут быть разделены на две
подгруппы: 1) формальные, 2) асимптотические.

Наиболее распространенным представителем первой подгруппы яв-
ляется метод степенных рядов: перемещения и напряжения разлагаются
в ряд по степеням координаты z, нормальной к срединной поверхности:
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Далее при помощи уравнений равновесия и соотношений упругости
ъсе функции (\7з) п И/, (V s)n oik выражаются через шесть основных функ-
ций, которые определяются из условий на поверхностях оболочки.
Известны два варианта выбора основных функций: 1) цДхДДД),
\/ 3 Ui{xi,o; t) или 2) щ (хДОД), сгl3 (хДOД)-

Впервые метод степенных рядов был применен в 1828—1829 гг. в ра-
ботах А. Коши[ 12] иС. Пуассона [ l3] при выведении уравнения плиты.
В 1929 г. Ф. Краусе [’ 4] попытался построить статическую теорию обо-
лочек методом степенных рядов. Этот же метод был использован
Н. А. Кильчевским в 1939—1940 гг. f 1- 5 - L6 J при построении общей теории
статики оболочек. Алгоритм Н. А. Кильчевского был недавно применен
И. Т. Селезовым Г 1 -7“ 111] при выводе уравнений динамики плиты и кру-
говой цилиндрической оболочки. Работы [L5 > 16] нашли дальнейшее раз-
витие и усовершенствование в монографии [lЛ ] Н. А. Кильчевского
(1963 г.), где изложена общая‘теория оболочек для решения динами-
ческих задач. В [ lЛ ] была представлена теория оболочек 12-го порядка,
сохраняющая в уравнениях все члены с множителями до h3 включи-
тельно. Во всех названных работах нашел применение первый вариант
основных функций.

Имеется ряд работ, где в качестве метода приведения использован
метод степенных рядов со вторым вариантом основных функций. Этим
путем В. В. Новожилов и Р. Финкелынтейн [lЛ2] исследовали в 1943 г.
погрешность гипотез Кирхгоффа-Лява в статической теории оболочек.
В динамике этот вариант нашел применение у П. Эпстейна [IЛЗ] для
построения уравнений плиты и круговой цилиндрической оболочки.
Методика работы [ IЛЗ ] получила дальнейшее развитие в исследованиях
Е. Кеннарда [i-i4-i.i7j и в работах [ IЛ8 > IЛЭ].

В случае простых геометрических объектов (напр., плит) алгоритм
степенных рядов может быть успешно применен в форме символиче-
ского метода А. И. Лурье [12°- 1 - 21] (при первом варианте основных функ-
ций) или в форме метода начальных функций В. 3. Власова [L22- L23 ]

•(при втором варианте основных функций). Символические формулы
трехмерной теории динамики плит представлены в работе [L24 J для де-
формации, антисимметричной относительно срединной поверхности.
В символической теории применяются бесконечные, во всех других ва-
риантах усеченные ряды.

При применении метода степенных рядов в уравнениях появляются
операторы с коэффициентами порядка 1, е2

, е4
, ...

(е малый пара-
метр - относительная толщина). При формальном применении метода
степенных рядов в операторах обычно сохраняют все члены с коэффи-
циентами порядка г 2п { п=l,2, . . .) включительно. Такое усечение (ус-
ловная оценка точности) часто приводит к тому, что по существу ока-
зываются сохраненными некоторые члены такого же порядка величины,
как отброшенные. Этот недостаток метода может быть устранен асимп-
тотическим анализом\

. Метод степенных рядов как метод приведения имеет еще один су-
щественный недостаток, состоящий в том, что удовлетворение краевых
и начальных условий с заданной условной точностью (по степеням е)
требует вывода системы дифференциальных уравнений относительно
юолее высокой точности.
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1.3. Асимптотические методы. Неоценимые заслуги в разработке и
применении асимптотических методов в теории оболочек принадлежат
А. Л. Гольденвейзеру [l2s].

В задачах приведения асимптотический подход достигается наибо-
лее наглядно введением параметров типа еД* (тр* характеристика из-
меняемости напряженного состояния в направлении координаты х а ) „

С их помощью осуществляется сжатие—растяжение координатной сет-
ки в зависимости от рассматриваемого напряженного состояния (пара-
метры типа ра различны для различных напряженных состояний). При-
нимая ха = е гГ|“, выписывают уравнения теории упругости в новых ко-
ординатах и отбрасывают члены с достаточно малыми коэффициента-
ми. В первых приближениях появляются простейшие модели (двумер-
ные теории) расчета оболочек.

В 1949—1950 гг. асимтотический метод был применен К. Фридрик-
сом [* 26- 127] для исследования краевых эффектов плит. Основные работы
по изучению различных напряженных состояний в плитах и оболочках
опубликованы недавно. Работы К. Фридрикса, Р. Дресслера [ l2B - 129] и
А. Л. Гольденвейзера [ l3°] относятся к плитам, работы М. Джонсона и
Э. Рейсснера [ ! 31 ], Е. Рейсса [ l32] иМ. Джонсона [' 33] к цилиндриче-
ским оболочкам и работы А. Е. Грина [’ 34 - 135], В. Койтера [L36 ], А. Д.
Гольденвейзера [ l37 ] и Э. Рейсснера [ l3B ] к общей теории оболочек.
Все указанные здесь исследования [l-26-1.38] посвящены статике.

В динамике плит и оболочек асимптотический метод нашел приме-
некие в несколько иных формах.* В работах Г. И. Петрашеня и Л. А
Молоткова р 4 °— l 42] методом асимптотического анализа был исследован
вопрос о границах применимости уравнений классической теории изгиба
плит в динамических задачах. Основная идея, использованная в [' 40],

состоит в сопоставлении формальных решений (контурных интегралов),
полученных на основе трехмерной теории и двумерных теорий. (В ходе
этого сопоставления пользуются разложением точного изображения по
степеням нормальной координаты z) .

В работах [ IЛ8 > 1Л9> 1 43] была построена асимптотическая теория кру-
говых цилиндрических оболочек на базе метода степенных рядов. В [ IIBJ
получены асимптотически обоснованные разрешающие уравнения вось-
мого и десятого порядка; в [ ll9- 143] асимптотические формулы для
усилий, моментов и других искомых величин, выраженных через раз-
решающую функцию.

В качестве первых приближений асимптотический метод позволяет
вывести безмоментную теорию и теорию Кирхгоффа-Лява. Как показы-
вает опыт работ [ IЛB- 1Л9’ 143], при этом оказывается возможным выяс-
нить наиболее удачный вариант соотношений упругости двумерной тео-
рии оболочек; в случае круговых цилиндрических оболочек им оказался
вариант В. В. Новожилова, при котором наблюдалось интересное явле-
ние взаимной компенсации погрешностей гипотез теории Кирхгоффа-
Лява.

Асимптотический анализ, несомненно, является эффективным и пер-
спективным средством построения моделей плит и оболочек и определе-
ния области их применимости. Однако существуют здесь и опасные
«подводные камни». Из статики плит известны краевые задачи [ IЛ4 - IЛ5],

при которых асимптотические при е —>o формулы могут дать неправиль-

* В работе Дж. Крэггса [1 -39] вышеописанный асимптотический метод применялся
для уточнения основного напряженного состояния симметричных колебаний цилин-
дрического стержня.
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ные численные результаты в случае конечной относительной толщины
плиты, поскольку коэффициенты асимптотического разложения отли-
чаются друг от друга в сотни раз.

1.4. Идея энергетических методов приведения состоит в переходе от
бесконечного числа степеней свободы в направлении нормали к конеч-
ному числу степеней свободы путем аппроксимации некоторой группы
из величин щ, a ik в виде конечных рядов;

h к
где Vi{z), rik {z) - заданные функции. Далее для определения искомых

к к
функций щ, oik выводятся соответствующие уравнения. При этом исполь-
зуются вариационные принципы теории упругости или уравнения точной
теории интегрируются по толщине объекта.

Различные энергетические методы могут быть сгруппированы по ап-
проксимации (1.2) в зависимости от того, какие из величин uh olk за-
даются и как они задаются, т. е. из какого класса функций выбираются

к к
соответствующие оДг), тik {z). Можно аппроксимировать: 1) перемеще-
ния, 2) напряжения или 3) все или некоторые из перемещений и напря-
жений. В качестве аппроксимирующих функций нашли применение;
а) степени z, б) полиномы Лежандра и в ) другие функции.

Любой из возможных вариантов аппроксимации может быть приме-
нен вполне формально, но целесообразнее его использовать в форме по-
луобратного метода.

Рассмотрим отдельные варианты энергетического метода приведе-
ния, вытекающие из приведенной классификации.

1.5. Теории, основанные на аппроксимации перемещений. Начнем с
рассмотрения варианта Iа, т. е. методов, где перемещения задаются в
виде степенных рядов. Если оставить в стороне безмоментную теорию,
то теорией наиболее низкого порядка этой группы можно считать теорию
Кирхгоффа-Лява. Ей соответствует двучленная аппроксимация пере-
мещений щ, Щ и одночленная аппроксимация м3 при дополнительных
гипотезах: 1) нормаль к срединной поверхности остается нормалью и
после деформации, 2) напряжениями а33 можно пренебречь по сравне-
нию с другими напряжениями.

Уравнения теории Кирхгоффа-Лява являются уравнениями восьмого
порядка и в динамике принадлежат к параболическому типу. Если оста-
вить в стороне некоторые особые случаи [ lЛ9 ], то теория Кирхгоффа-
Лява в статике при е~>o (е относительная толщина) позволяет опре-
делить напряженное состояние оболочки с асимптотической погрешно-
стью порядка е [lЛ2> 1Л8’ 1 -34-1.37, i.46j

В динамике возникли сомнения о применимости теории Кирхгоффа-
Лява в задачах распространения волн, так как уравнения этой теории
негиперболического типа. Это привело к построению различных вариан-
тов уточненных теорий.

В динамике балок первая поправка к элементарной теории была вне-
сена еще Релеем [ Ы7 ], предложившим учесть инерцию вращения. С. П.
Тимошенко показал в 1921 г., что учет сдвига дает поправку такого же
порядка. Он вывел уравнение балки, учитывающее поправки от сдвига
и от инерции вращения [ lЛB ]. Эти поправки приводят к отказу от первой
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дополнительной гипотезы элементарной теории (прямолинейная нор-
маль к срединной поверхности теперь не остается нормалью после де-
формации). Уравнения теории Тимошенко гиперболические.

Для плит уравнение типа Тимошенко впервые было выведено в
1948 г. Я. С. Уфландом [ l49]. Далее теория этого типа рассматривалась
в работах [i-50-i.56j g 1956-—1958 гг. она была обобщена для цилиндри-
ческих оболочек в работах Т. Лина Г. Моргана [ L57], Т. Германа
И. Мирского [ ls8> 15Э] и в исследованиях [ 16°- 163].

Простейший вариант общей теории типа Тимошенко для оболочек
(считающий метрический тензор не зависящим от координаты z) может
быть представлен следующим образом:
уравнения равновесия

соотношения упругости

кинематические соотношения

Если выразить (1.3) в перемещениях, то появится система уравне-
ний десятого порядка гиперболического типа.

Из более высоких приближений теорий варианта 1 а отметим работы
И. Мирского иГ. Германа [*- 64 - 1- 65 ], где при выводе уравнения цилиндри-
ческой оболочки все перемещения аппроксимируют двумя членами сте-
пенного ряда. Общая схема вывода уравнений статики оболочек, где
перемещения задаются степенными рядами, дана в работе X. М. Мушта-
ри И. Г. Терегулова [ l66]. Соответствующая схема для динамики при-
ведена в книге Н. А. Кильчевского [lЛ ].

Вариант 16, т. е. методы, где задаются перемещения в виде рядов из
полиномов Лежандра, в первом приближении совпадает с предыдущим.
В более высоких приближениях аппроксимация функций в виде поли-
номов Лежандра имеет преимущество перед аппроксимацией в виде сте-
пеней z, так как первые являются ортогональными функциями.

Впервые полиномы Лежандра нашли применение при выводе ста-
тической теории оболочек в 1955 г. в работе И. Н. Векуа [l67 ]. Далее в
статике оболочек они применены в работах [ l6B - 169 ]. В динамике имеется
работа Р. Миндлина М. Медика [l7 °], где выведены уравнения деся-
того порядка для симметричной деформации плиты.

Вариант Iе, т. е. методы, где задаются перемещения в виде других
функций, мало развит. В общих чертах теория динамики оболочек с
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применением тригонометрических функций изложена в книге Н. А.
Кильчевского [ lЛ]

Отметим, что варианты Iа,1 а, 16, 1в связаны с применением вариа-
ционного начала Лагранжа.

1.6. Теории, основанные на аппроксимации напряжений. Вариант
2а, т. е. методы, где напряжения аппроксимируются степенными ряда-
ми, впервые применен в работе Е. Треффца [*- 71] в 1935 г., но большое
внимание исследователей к этому методу,было привлечено работами
Э. Рейсснера [172-iJ4] 1944—1947 гг., относящимися к статике плит.
Э. Рейсснер применил гипотезу о линейном распределении напряжений

по толщине плиты. Остальные напряжения определялись из уравне-
ний равновесия точной теории, а уравнения плиты выводились из вариа-
ционного принципа Кастильяно. Теория Рейсснера была обобщена для
статики оболочек в работах j4 - 75 “!- 77].

Вариант 26, т. е. методы, где напряжения задаются рядами полино-
мов Лежандра, применен В. В. Понятовским в работе [ l7B ], относящей-
ся к статическому изгибу плит.

Вариант 2в, т. е. методы, где напряжения аппроксимируются иными
функциями, был развит А. Л. Гольденвейзером [ l7Э ], который в 1958 г.
дал обобщение теории Рейсснера для плит, аппроксимируя распределе-
ние напряжений oaß по толщине в виде произвольно заданной функ-
ции. В работе [LB °] эта произвольная функция считалась не заданной,
а определяемой на основе вариационного принципа Кастильяно точной
теории.

Методы приведения типа 2а, 26, 2в не применимы для вывода урав-
нений динамики оболочек, поскольку вариационные формулы динамики
невозможно представить в таком виде, чтобы в них входили только
напряжения.

1.7. Теории, основанные на аппроксимации перемещений и напряже-
ний. Метод одновременной аппроксимации перемещений и напряжений
является более общим и содержит как частные случаи предыдущие ме-
тоды.

Прежде всего здесь надо отметить работы С. А. Амбарцумяна. Начи-
ная с 1957 г. он и его ученики развивают теорию оболочек (главным
образом анизотропных), в которой задается зависимость от координаты
2 для напряжений сг а3 (произвольная функция или параболическая
функция) и для нормального перемещения и3 (не зависит от z) [lßl ].

Разложение перемещений и напряжений а33 в степенные ряды было
применено П. Рюдигером [ LB2] при выводе общей теории статики оболо-
чек. В. Церна [LB3 ] предложил аналогичную теорию, считая напряжения
о' 3 изменяющимися по толщине согласно параболическому закону.

Общая теория динамики оболочек с аппроксимированием всех пере-
мещений и напряжений отрезками степенных рядов получена в 1957 г.
П. Нагди [ lß4]. В его работе уравнения и соотношения теории оболочек
выводятся при помощи вариационного принципа Рейсснера. Соответ-
ствующая теория для цилиндрических оболочек приведена Р. Купером
П. Нагди [ lB5 ’ 18б ] и для пологих сферических оболочек —А. Калкинсом
I 1- 87 ].

В работе [ КBB] выведена теория плит для симметричных и антисим-
метричных динамических деформаций, предполагающая изменение пе-
ремещений и напряжений аl3 заданными произвольными функциями.

Более общий подход к построению моделей динамики плит и оболо-
чек недавно применили И. Г. Терегулов [ lBЭ] и И. Ю [l-9 °]. Они аппрок-
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симировали все перемещения, напряжения и компоненты деформации
первыми членами степенного ряда.

Одной из главных положительных сторон всех энергетических мето-
дов приведения является то обстоятельство, что в процессе вывода урав-
нений равновесия естественным образом получаются и соответствующие
краевые условия.

1.8. Другие методы. В последнее время проблемы построения при-
ближенных теорий и оценки их точности пытались рассматривать и дру-
гими методами, которые не входят в изложенную схему классификации.
Из таких исследований отметим работы [i-gi-i.ioe^

Вопросу о построении теории оболочек посвящены и работы
£i.io7—i.iio], опубликованные недавно.

§ 2. Модели плит и оболочек

2.1. Модели плит. При антисимметричных деформациях простей-
шим уравнением плит является уравнение Кирхгоффа [ 2l - 2 - 2]:

Разные варианты уточненных уравнений приведены в работах Р 7“ 110-
1.48-1.54, 1.56, 2.з-2.7]_ Наиболее популярными из них стали уравнения тео-
рии типа Тимошенко:

Для выбора значения коэффициента к2 сделаны разные предложения:
к2 = [l4Э], к2 [ lBB - 2А], к2 = ~ [lso], к2 является корнем урав-
нения Р 50]:

Первое из уравнений (2.2) имеет такую же асимптотическую точность,
как и уравнение (2.1); следующее асимптотически обоснованное при-
ближение Р' 40] имеет вид:

Более точные уравнения изгиба плит мало исследованы. В работах
[Тб, 1.7] приводятся уравнения более высоких приближений, полученные
методом степенных рядов, но в [ 2 - 8] указаны существенные недостатки
уравнений шестого и восьмого порядков.

Простейшими уравнениями для симметричных деформаций плиты
являются уравнения плоского напряженного состояния. Следующее
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приближение уравнение шестого порядка приведено в работах
JI.BB, 2.9,2ло] Теориям высшего порядка посвящены исследования
|Г7о, 2.ii]f где рассматриваются уравнения десятого порядка.

2.2. Модели цилиндрической оболочки. Простейшим вариантом
теории цилиндрических оболочек является безмоментная теория. Ее раз-
решающее уравнение [ IЛЭ ] имеет вид

где I, ф безразмерные координаты и т безразмерное время.

Различные варианты теории Кирхгоффа-Лява изложены в работах
|IЛ4, us, М9, 2Л2, 2.13 J Разрешающее уравнение этой теории

В зависимости от способа применения гипотез Кирхгоффа-Лява
(выбора соотношений упругости) получены разные виды оператора L\.
Сопоставление некоторых вариантов можно найти в работах [2ЛЗ-2Л5].

С асимптотической погрешностью Оо ■= е2 (l Т- X 2 ) (х наибольший из
показателей изменяемости по аргументам ф, т) оператор L x может
быть представлен [ IЛB - Iлэ- мз] в виде:

В работе [ lЛB ] приведено также характеристическое уравнение деся-
того порядка, построенное с асимптотической погрешностью iV^e2 -}-

-Ь е4х4
-

Уравнения теории типа Тимошенко приведены в работах [i-59— i.ei, тез.
186]. Разрешающее уравнение теории типа Тимошенко

представляет собой уравнение десятого порядка гиперболического типа.
Для осесимметричного частного случая теория типа Тимошенко из-

ложена в статьях [LS7 > L58> 2Л6].

Более высокое приближение теории представлено в работе [К65 ]

(система уравнений двенадцатого порядка гиперболического типа). Соот-
ветствующий осесимметричный случай рассмотрен в [l64].

2.3. Модели сферической оболочки. Уравнения движения безмомент-
ной сферической оболочки представлены в работах [ 2Л7 - 2ЛB ]. Теорию
Кирхгоффа-Лява можно найти в [2Л9]. Для пологих сферических оболо-
чек уравнения теории Кирхгоффа-Лява приведены в работах [2 20 > 2 - 21 j.
Уравнения теории типа Тимошенко выведены недавно в статье [2 -22]; для
пологих оболочек они изложены ранее в работе [ lB7 ].

Для оболочек других форм уравнения движения пока составлены
только на базе безмоментной теории или на базе теории Кирхгоффа-
Лява.
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ЧАСТЬ И

ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ ДЕФОРМАЦИИ ПЛИТ И ОБОЛОЧЕК

§ 3. Методы интегрирования

3.1. Метод Фурье. При расчете технических конструкций на им-
пульсную нагрузку в инженерной практике широко применяется метод
разложения по собственным формам (стоячим волнам). Если импульс
нагрузки достаточно плавный и его продолжительность одного порядка
или больше периода первой формы собственных колебаний, то приме-
нение метода Фурье достаточно эффективно. Однако его применение к
расчету сравнительно тонких плит и оболочек, подвергнутых кратко-
временному импульсу, вызывает трудности, если распределение' нагруз-
ки по пространственным координатам не соответствует какой-либо из
первых форм собственных колебаний. Из- опыта расчета круговой ци-
линдрической оболочки на действие сосредоточенного импульса
[ зл ] известно, что даже при импульсе длительностью порядка

JXti ~ (ЮI Ю 1 круговая частота первой формы) необходимо
учитывать десятки форм собственных колебаний. В разложении
следует, вообще говоря, брать тем больше членов, чем меньше относи-
тельная толщина объекта и короче длительность нагрузки. При чрезмер-
ном возрастании количества учитываемых членов, метод разложения по
стоячим волнам становится неэффективным, и приходится рассматривать
бегущие волны. Наглядный пример сопоставления методов разложения
по стоячим и бегущим волнам имеется в работе [3 2], где на основе эле-
ментарной теории изгиба рассматривается действие на балку кратко-
временного поперечного импульса.*

3.2. Метод интегральных преобразований. Подавляющее большин-
ство результатов о волновых процессах переходного типа получено ме-
тодом интегральных преобразований.

А. Формальные решения в виде контурных интегралов

Составление таких формальных решений в случае одной простран-
ственной координаты элементарно. В случае волнового процесса, за-
висящего от двух пространственных координат, сначала обычно состав-
ляется формальное решение в виде двукратных контурных интегралов.
Методика разработана главным образом для задач расчета плиты на
основе точной теории. Наиболее известны два метода составления
формальных решений.

Первый метод падающих потенциалов основан на применении
закономерностей отражения первичных Р- и S-волн, вызванных задан-
ной нагрузкой. Этот метод был развит для полупространства в работах
В. И. Смирнова иС. Л. Соболева [3 -3 - 3 - 4] и применялся для плиты в ра-
боте И. Н. Векуа [3 - s].

* Согласно элементарной теории, возмущение распространяется с бесконечной ско-
ростью, и мгновенно имеет место бесконечное число отражений от опор, что, конечно,
противоречит действительности. Несмотря на это, выводы работы [3 - 2] в отношении эф-
фективной области применения метода Фурье можно считать обоснованными.
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Второй метод метод двукратного интегрального преобразования
уравнений равновесия был предложен в 1949 г. Г. И. Петрашенем
для полупространства (задачи Лэмба) в работе [ 3 - 6] и для плоской пли-
ты в работах [3 -7 ’ 140]. Второй метод стал в последнее время основным.

В работах [3 - 6’ 3 - 7] Г. И. Петрашень рассматривал волновые процес-
сы, зависящие от двух координат х, z и времени t. Было проведено пре-
образование Лапласа по времени и далее (в зависимости от задачи) для
некоторых искомых величин синус- и для других косинус-преобра-
зование Фурье по координате х. Позже Г. И. Петрашень применял этот
метод также в случае плиты на упругом основании, в случае слоисто-
изотропных сред, разделенных параллельными плоскостями, и в других
задачах [ 3 -8 - 0 B ]. В последнее время он нашел применение в статьях

а также в других работах, которые будут указаны в § 5 при рас-
смотрении конкретных задач. В случае сосредоточенной силы (цилинд-
рических волн) получило применение преобразование Ханкеля по про-
странственной координате (радиусу).

Принципиально нетрудно обобщить этот метод на случай волнового
процесса деформации плиты, зависящей от трех пространственных коор-
динат (что сделано, например, в [ зл6]), а также на другие объекты (кру-
говая цилиндрическая оболочка, сферическая оболочка). Однако обра-
щение трехкратных контурных интегралов вызывает большие трудно-
сти. Поэтому в ближайшее время можно ожидать прикладных резуль-
татов только для таких случаев, когда изучается зависимость волнового-
процесса от двух пространственных координат.

Метод двухкратных интегральных преобразований нашел примене-
ние и при изучении переходного волнового процесса в стержнях круг-
лого поперечного [317 (стр. 239), 3 - 18- 3 -20 ] и прямоугольного сечения
[3.21, 3.22 j

Следует, однако, отметить, что существующий метод двукратных ин-
тегральных преобразований не является универсальным: он применим
только при определенных видах граничных условий на цилиндрической
поверхности (линии опирания) плиты *. Ограниченность применимости
метода связана с тем, что после преобразования Лапласа по времени
приходится подбирать такие интегральные преобразования уравнений
равновесия по координате срединной поверхности, при которых на гра-
ницах плиты требуется только та информация об искомых величинах,
которая задана в виде граничных условий. Применение синус- и косинус-
преобразований Фурье (в декартовых координатах) или же извест-
ных вариантов преобразования Ханкеля (в цилиндрических координа-
тах) дает возможность рассматривать только определенного вида крае-
вые условия. Рассмотрим полубесконечную плиту. В слу-
чае напряженного состояния, зависящего от декартовых координат х, z
существует два вида «допустимых» краевых условий, которые могут
быть выявлены следующим образом:

1. После преобразования Лапласа по времени умножают первое
уравнение равновесия (в перемещениях) на и второе на
sin X* х, интегрируют по х от 0 до со и выполняют далее интегрирование
по частям **. Появляется система из двух обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, содержащая производные по z. В правые части этих
уравнений входят uz ,

д хах . Следовательно, при х= 0 могут быть заданы
uz,d xux или же величины, выраженные через них (например, uz и охх).

* Вопрос применимости исследован фактически для случая полубесконечной плитыи полубесконечного стержня.
** Здесь X* параметр преобразования по х.
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2. Поступают аналогично вышеизложенному, но умножают первое
уравнение равновесия на sin X* х и второе на cosX*x. Теперь второе
преобразование дает обыкновенные дифференциальные уравнения, в
правые части которых входят их,дх и2 . Следовательно, при х = О могут
быть заданы и х,

д х u z или же величины, выраженные через них (напри-
мер, их, охг ).

Совершенно аналогично обстоит дело при расчете полубесконечного
стержня [зл9 > 3 22]. В частности, существующая методика не позволяет
задавать краевые условия в напряжениях, что явно представляло бы
интерес при решении прикладных задач. "(Например, авторы работы
|3 22] не имели возможности подбирать в теоретических расчетах краевые
условия, реалнзированные ими в экспериментах).

Поскольку в настоящее время не существует методов для анализа в
оболочках переходных волновых процессов деформации, зависящих от
двух координат срединной поверхности, то представляло бы интерес
применение двукратных интегральных преобразований в рамках дву-
мерных теорий оболочек. Отсутствие таких работ объясняется, по-ви-
димому, трудностями обращения.

Б. Методы обращения двукратных контурных интегралов

Нашли применение два основных метода:
1. Разложение волнового процесса по элементарным волнам;
2. Разложение волнового процесса по модам.
В рамках первого метода часто используется идея Каньяра [3 -23], за-

ключающаяся в приведении формального решения к виду формулы пре-
образования, из которой непосредственно следует оригинал. В физиче-
ском смысле этот метод приводит к восстановлению процесса отраже-
ния элементарных (первоначальных) 5- и P-волн от поверхностей
плиты. Поскольку в ходе процесса отражения быстро увеличивается
число элементарных волн, то практически этот метод позволяет изу-
чать волновой процесс в начале движения и в прифронтовых областях.
В принципе процесс отражения элементарных волн может быть иссле-
дован и непосредственно на основе теории отражения. Однако широкое
применение метода интегральных преобразований свидетельствует о
целесообразности такого математического формализма, ибо он способ-
ствует применению асимптотических методов, которые нашли широкое
развитие в работах Г. И. Петрашеня [° 8] и использованы также другими
авторами [злз ]. Основная идея здесь в том, что прифронтовые поля от-
дельных элементарных волн могут быть построены при помощи асимп-
тотики soo (s параметр преобразования Лапласа), позволяющей
приближенно обратить внутренние контурные интегралы методом пере-
вала (для построения поверхностных волн приходится учесть поправки
от участков пути интегрирования, связанных обходом точек разветвле-
ния) .

При применении метода разложения волнового процесса по модам,
удалось точно обратить внутренний интеграл на основе теоремы о вы-
четах [3l2’ злs ] независимо от того, обращается ли сперва преобразова-
ние по времени, или по пространственной координате.*

* Выполнение сперва обращения по пространственной координате имеет то преи-
мущество, что нет необходимости фиксировать изменение нагрузки по времени и учет
ее полюсов перекладывается в следующий этап обращения.
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В результате первого обращения появляется формальное решение в
виде бесконечной суммы контурных интегралов, которые ввиду их слож-
ности приходится обращать приближенными методами. Каждый из этих
контурных интегралов определяем вклад одной моды распространения
волн.

В. Приближенные методы обращения однократных контурных
интегралов

Кроме контурных интегралов, появляющихся в точной теории плит
после выполнения первого обращения, в большинстве случаев не подда-
вались точному обращению в известных функциях также контурные
интегралы, полученные при применении приближенных теорий в одно-
мерных задачах расчета плит и оболочек. Исключениями являются
лишь некоторые простейшие примеры, как, например, изучение волно-
вых процессов в плитах и стержнях на основе элементарной теории
сжатия-растяжения и изгиба [3 - 24 ], а также элементарная' задача круче-
ния круговой цилиндрической оболочки и цилиндрического стержня.
По указанной причине развитие методики и практическая реализация
приближенного обращения одномерных контурных интегралов занимает
в настоящее время важное место в литературе по переходным волновым
процессам деформации плит и оболочек.

В трехмерной теории плит использованы: а) метод разложения ори-
гинала по целым отрицательным степеням параметра преобразования
Лапласа, который по исследованиям Г. И. Петрашеня [OB сб - ш] можно
считать родственным или даже разновидностью известного метода
асимптотических лучевых рядов [З.25-3.31, о.всб. vj для построения при-
фронтовых полей; б) метод перевала с учетом вклада седловых точек на
мнимой оси плоскости параметра преобразования для получения асимп-
тотических при Иоо приближений для некоторого числа первых кон-
турных интегралов разложения по модам [ЗЛ1 > ЗЛ2 - ЗЛs].*

В теории плит типа Тимошенко В. Флюгге и Э. Заяц [3 - 32 ] предложили
два варианта метода (а), из которых один предназначен для изучения
начала движения, а второй для изучения напряженного состояния за
первым фронтом. В работе [3 -32 ] был применен также метод (б) и пред-
ложен метод разложения оригинала по степеням пространственной коор-
динаты х для построения асимптотического, при х~* 0, приближения.
В теории плит типа Тимошенко также нашел применение [ 149- 3 - 33] метод
численного интегрирования по берегам срезов комплексной плоскости
параметра преобразования, который оказался эффективным при малых
значениях x/h ,

c>t /h , ибо сих увеличением подынтегральная функция
становится быстроосциллируюшей. Отметим, что наряду с более тра-
диционным применением преобразования Лапласа по t, в теории плит
типа Тимошенко также использованы синус- и косинус-преобра-
зования Фурье ПО X [3-32, 3.34 j **

Ряд интересных элементов техники приближенного обращения
имеется в работах посвященных переходным волновым процес-
сам в круговых цилиндрических оболочках. Насколько известно авто-
рам, работа [3 - 36] является единственной в рассматриваемой области, где
применен метод приближенного обращения основывающийся

* Метод (б) был ранее использован в работе [3 - 19] для получения численных ре-
зультатов при изучении осесимметричного переходного волнового процесса в полу-
бесконечном цилиндрическом стержне на основе трехмерной теории упругости. Он ис-
пользован также в работах [3.20-3.22].

** В [3.32] только при применении метода перевала.
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на аппроксимации изображения Лапласа в равноотстоящих точках ве-
щественной оси.

3.3. Другие методы. В 1955 г. Б. Боли [ 3 -42 ] предложил в рамках тео-
рии плит типа Тимошенко энергетический метод, позже развитый в [ 3 - 43 ],.
который основывается на аппроксимации зависимости напряженного
состояния от координаты х. Трудности, возникающие при подборе
аппроксимирующих функций, ограничили область применимости этого
метода началом движения.

Метод характеристик был использован в рамках двумерных теорий
в работах р з7, 3.44-3.46 J в ыло замечено, что существование двух семейств
характеристик (двух фронтов) заметно усложняет задачу.

В. К. Кабулов [ 3 47] провел численным методом расчеты балок и плит
на основе теории типа Тимошенко, используя модифированные исход-
ные уравнения, названные им уравнениями типа баланса.

В Институте кибернетики АН Эстонской ССР в последнее время при-
менен метод сеток для анализа переходных волновых процессов дефор-
мации плит и сферических, цилиндрических и конических оболочек, а
также более сложных комбинированных конструкций. Расчеты прове-
дены для плиты и сферической оболочки на основе теории типа Тимо-
шенко, а для других оболочек на основе безмоментной теории. Наряду
с элементарными схемами метода сеток были внедрены усовершенство-
ванные [3 48> 3 - 49]: с автоматическим изменением шага сетки в зависи-
мости от быстроты изменения функций и выделением частных решений,
переносящих разрывы производных, встречающихся в уравнениях дви-
жения. Разработана также методика применения трехмерных сеток для
анализа начала переходного волнового процесса деформации упругой:
плиты на основе уравнений теории упругости [ 3 - 50].

Для вычисления местораспоряжения и интенсивности фронтов эле-
ментарных волн, в теории упругости нашел применение метод асимпто-
тических лучевых рядов, или лучевой метод. В простых примерах лу-
чевой метод был применен уже в 1932 г. в монографии Ж. Адамара [3 - 51 ].

Позже он получил развитие в работах [3 - 2 в многочисленных
статьях, помещенных в 111 и V сборниках серии [°- B], в докторской дис-
сертации В. М. Бабича [ 3- 31 ] и в других исследованиях. С геометриче-
ской точки зрения лучевой метод может быть интегрирован как метод
изучения волнового процесса в условно выделенной лучевой трубке.
С математической точки зрения он приводит к рекуррентным форму-
лам, позволяющим построить лучевые ряды при t А, если они извест-
ны при t ■= 0. В простейшем случае элементами лучевого ряда являются
Я(ti), Т1 2Я(тl), ..., где tj безразмерное расстояние от фрон-
та рассматриваемой волны, а ЯДtj) функция Хевисайда. В более
сложных случаях могут встречаться также логарифмические элементы,
связанные бесконечными разрывами. Итак, форма результатов такая
же, как в случае обращения двукратных контурных интегралов с приме-
нением идеи Каньяра

Следует отметить, что в конкретных задачах удалось учесть только
первые члены лучевых рядов: выяснить характер фронтовых разрывов-.
и их интенсивность.
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§ 4. Моды
4.1. Роль мод в теории установившихся и неустановившихся колеба-

ний. Моды частные решения уравнений движения являлись пред-
метом многочисленных исследований. Наиболее подробно изучены моды
типа волн, движущихся по срединной поверхности плиты и изменяю-
щихся во времени по синусоидальному закону (реальная частота). Это
не случайно, ибо исследование таких мод тесно связано, с одной сто-
роны, с теорией собственных и установившихся вынужденных колеба-
ний, а с другой стороны с обращением контурных интегралов методом
перевала при изучении переходных волновых процессов. При других
методах обращения контурных интегралов требуется определенная ин-
формация о модах более общего вида, зависящих от комплексного пара-
метра (параметра преобразования Лапласа).

Что касается собственных колебаний, то их формы можно рассмат-
ривать как такие линейные комбинации мод, которые изменяются во вре-
мени по синусоидальному закону и при определенных дискретных зна-
чениях to = о,- (собственных частотах) удовлетворяют заданным крае-
вым условиям. Один из путей конструирования форм собственных коле-
баний как раз и основывается на предварительном исследовании мод
как непрерывных функций со [OЛ2> 41~4 - 3].

В случае установившихся вынужденных колебаний можно построить
решение как сумму мод заданной частоты П [° 3].

При обращении контурных интегралов методом перевала необхо-
димо располагать не только данными (диаграммами) о корнях х/==х,(со)
характеристического уравнения (в трехмерной теории плит корнями
уравнения Релея-Лэмба), но и данными о первых производных

dye •

у/I = (или об обратных величинах последних о групповых скоро-

стях Cv?)
'

обращается в нуль, надо иметь еще данные о третьей производной х/ .

При вычислении следующих (уточненных) приближений приходится
использовать еще более высокие производные. Поэтому результаты ис-
следования указанных дисперсионных соотношений различных мод
представляют интерес с точки зрения переходных волновых процессов
и будут ниже коротко освещены.

Отметим также, что многие авторы применяли для оценки точности
двумерных теорий сопоставление результатов, полученных для диспер-
сионных соотношений мод на основе трехмерной и двумерных теорий.
При этом из бесконечного числа мод трехмерной теории п первых со-
поставлялись с п модами рассматриваемой двумерной теории п-то по-
рядка.

В уточненных теориях тица Тимошенко, Кейна-Миндлина и др. (см.
§ 1,2) даже подбирают вспомогательные коэффициенты так, чтобы
достигнуть совпадения некоторых из кривых х,- = х, (оз) при со или
используют какие-либо аналогичные приемы «подгонки».

При такой оценке или «подгонке» двумерных теорий молчаливо пред-
полагают достаточную точность решения задачи с учетом п мод и часто
не придают должного значения следующим обстоятельствам: 1) В раз-
личных областях плоскости х t роль отдельных мод, а также роль их
значений в различных областях плоскости s {s параметр преобразо-
вания Лапласа) является весьма различной. Например, далеко за фрон-

19Волновые процессы деформации упругих плит и оболочек



тами главную роль обычно играет значение первых мод в окрестности
точки s=o, а вблизи фронтов значение мод при |s| оо .2) Посколь-
ку цель инженерных задач чаще всего состоит в построении полей пе-
ремещений или напряжений, то анализ распределения этих величин по
толщине объекта имеет такое же значение, как изучение точности ап-
проксимации зависимости х, = х,(со).

С физической точки зрения каждая мода может быть интерпретиро-
вана как сумма отраженных элементарных волн, изменяющаяся с изме-
нением х [°- 3 ’ °- 5 - 012 - 3 - 25> 4 4]. Это изменение и является источником явле-
ния дисперсии. Дисперсия отсутствует лишь при некоторых особенно
простых модах (например, одна форма крутильных колебаний плиты в
своей плоскости, чистокрутильные колебания круговой цилиндрической
оболочки).

4.2. Моды плиты. Рассмотрим раздельно моды, соответствующие на-
пряженным состояниям, антисимметричным и симметричным относи-
тельно срединной поверхности плиты (такое распадение всегда имеет
место [ l24 ][).

А. Моды антисимметричной деформации

Эти моды распадаются на две группы [l24 ], связанные соответствен-
но с корнями х,- следующих уравнений:

Здесь s параметр преобразования Лапласа, кроме того принято,
что напряженное состояние изменяется по координатам срединной по-
верхности х, у по экспоненциальному закону

Преобразование Лапласа считается выполненным по безразмерному
времени Ti = tcoh -1 . Введем также понятие безразмерной частоты
Q = соhc 2

- { .

В 1889 г. Релей впервые [ 4 - 5] представил уравнения (4.1), (4.2) для
случая s = iO, т 0 и дал формулы, определяющие напряженное со-
стояние плиты через корни этих уравнений. Рассматривая случай со О,
Релей [4 - 5 ] разлагал в (4.2) тригонометрические функции в степенные
ряды и установил, что в первом приближении появляется результат,
совпадающий с характеристическим уравнением элементарной теории
Кирхгоффа. Кроме того, он выписал и более точное уравнение. (Это на-
правление позже развито в работах [ 1 - 7_1 -и> IЛ4]). Релей показал так-
же [4- s], что при со оо один (первый) из корней уравнения (4.2) при-
ближается к предельному значению kr, полученному им ранее [ 4 - 6] при
исследовании волн на поверхности полупространства. Релей отметил
также возможность обобщения его результатов на случай ту^ o.

В конце 1889 г. Лэмб изложил описанные результаты Релея в обзор-
ном докладе [ 4- 7 ], посвященном проблемам приведения трехмерной за-
дачи плиты к двумерной.
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В 1917 г. Лэмб подробно исследовал [ 4 - 8] первый корень уравнения
(4.2) и выявил также ряд свойств следующих корней (в частности, одну
серию точек разветвления корней —■ моды Лямэ [° 12 ’ 4 - 9]).

После длительного перерыва, в начале 50-х годов возобновилось ин-
тенсивное исследование уравнений (4.2). Однако до сих пор почти весь
имеющийся фактический материал относится исключительно к част-
ному случаю 5 ■= /Q.

Л. Гудмэн [4l °] иР. Аггаруал [ 4П ] получили уравнение (4.2), иссле-
дуя центросимметричное напряженное состояние плиты. Л. Гудмэн [4ЛO]

опубликовал диаграммы четырех первых мнимых корней. А. Шох [4Л2]

составил диаграмму фазовых скоростей =— h (у = 1,2,...» 6). Диа-ХУ
грамма А. Шоха переиздана в [°- s]; Г. Перси [ 4ЛЗ] построил (при различ-
ных коэффициентах Пуассона) диаграммы - (/■= 1,2,...,9). Р. Лайон

СФ/
[ 4Л4] исследовал чистовещественные ветви корней уравнения (4.2).
М. Оноэ [4Л5], Р. Миндлин [4Л6 ' 4Л7 ], Р. Миндлин иМ. Оноэ [4лß ] исследо-
вали различные свойства мнимых и вещественных ветвей, а также моды
при нулевых значениях х.

При построении мнимых и вещественных ветвей с большим индексом
нашла широкое применение [OЛ2 - 4Л6] так называемая вспомогательная
сетка, предложенная, по-видимому, впервые в 1951 г. А. Холденом [4Л9]

при изучении уравнения симметричных мод иР. Миндлином [42°] при ис-
следовании мод кристальных плит. Вспомогательная сетка состоит из
кривых а =kn, ß = /jt {k, I 1,2, 3, ...).

И. Толстой и Е. Уздин [3 25] вычислили графики первых групповых
скоростей Сгру и фазовых скоростей с фУ как функции от длины синусои-
дальных волн. Их диаграмма помещена позже в [o6]. В 1957 г. И. Тол-
стой иЕ. Уздин [4 - 21 ] опубликовали диаграммы сгру (/= 1,2, 3,4, 6, 11,50)
и установили, что с ростом j диаграммы сгру становятся быстроосцилли-
рующими. Они показали, что максимальная групповая скорость имеет
тенденцию расти с увеличением / и, например, при / = 50 этот максимум
уже весьма близок к скорости распространения волн расширения.

При со оо величины Сфl , crp i асимптотически приближаются к
cR к фазовой скорости распространения волн Релея, а Сфу, сгру

1) к скорости распространения волн сдвига.
Применительно к процессам переходного типа из диаграммы груп-

повых скоростей следует, что наиболее быстро удаляются от источника
волновые группы с конечными, но сравнительно большими частотами,
соответствующими максимумам (фазам Эйри) диаграмм групповых
скоростей.

В [4 - 21 ] были приведены численные данные о диапазонах со, где Сф, с гр
противоположны по знаку [ 4- 22 ]. Эти диапазоны неудачно стали называть
участками «отрицательных» групповых скоростей. Поскольку понятие
групповой скорости связано с распространением энергии [4 - 2 т0
естественно определить его как положительную величину. Если про-
вести аналитическое продолжение корней через точки разветвления, то
участки «положительных» и «отрицательных» групповых скоростей ока-
зываются относящимися к различным корням [2 - B].

В 1960 г. Р. Миндлин дал обзор [OЛ2] результатов исследования мод.
Он уделил большое внимание разъяснению физической природы мод
как сумм элементарных волн. Образование мод в результате отражения
от боковых поверхностей волн расширения (Р) и вертикально поляри-
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зованных волн сдвига (5) ранее было изучено в работах [0.5,3.9,3.25,
з 28, 4.26] р Миндлин поместил в [ol2 ] также обширный графический ма-
териал по исследованию мнимых и вещественных ветвей корней урав-
нения (4.2) и подробно описал их свойства.

Рис. 1. Диаграмма групповых скоростей антисимметричных мод пли-
ты: 1 трехмерная теория; 2 теория типа Тимошенко (к 2= 0,860)

3 теория Кирхгоффа. (Из работы i[2 -8]).

На рис. 1 приведены диаграммы групповых скоростей для первых
шести мод уравнения (4.2).

Численные данные подтверждают теоретический результат В. Г. Го-
голадзе [4 -28], согласно которому при конечной частоте со имеется лишь
конечное число мнимых и вещественных ветвей корней уравнения (4.2),
кроме которых существует еще бесконечное число комплексных ветвей.
Существование комплексных ветвей было отмечено в [4lß], диаграмма
первых ветвей была дана Дж. Шервудом в [4 29], а диаграмма первых
трех пар комплексных ветвей в [2 - B]. В работе [2B] рассмотрен и ряд
других вопросов, в частности различные методы аппроксимации корней
уравнения (4.2).

С корнями уравнения (4.1) связаны сравнительно простые моды
сдвига [L24 ]. Диаграммы первых фазовых и групповых скоростей пред-
ставлены в [°- 6]. В [°-б, 0.12] рассматривалась физическая природа этих мод
как сумма горизонтально поляризованных элементарных волн сдвига
(SЯ-волн). Эти моды связаны с волнами Лява [ 4 -30 - 4 - 3! ] При нулевой
жесткости основания и крутильными колебаниями плиты в своей пло-
скости.

Сопоставление первых корней трехмерной теории с корнями двумер-
ных теорий проводилось в работах [° 12- 150’ 2 -3 - 2 - 5> 2 - 8 - 4 - 32] и многих дру-
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гих. Некоторые результаты этих исследований приведены на рис. 2, взя-
том из работы [ 2- B ]. Первый корень теории типа Тимошенко (при v = 0,3;
к2 = 0,860) настолько хорошо совпадает с первым корнем трехмерной
теории, что в масштабе рис. 2 его диаграмму невозможно было отличить
от кривой трехмерной теории. Аппроксимации второго корня применимы
только при сравнительно небольших значениях со. Следует отметить,
что пока нет таких двумерных теорий, которые хорошо аппроксимиро-
вали бы следующие моды. Имеющиеся уравнения 6-го и 8-го порядка
метода степенных рядов уточняют аппроксимацию первой моды, но
дают бедную, а в некоторых диапазонах со (зависящих от v) даже каче-
ственно неправильную аппроксимацию следующих мод [ 2 -B ].

Рис. 2. Диаграмма корней xc 1 трехмерная теория (уравнение
Релея-Лэмба); 2 теория Кирхгоффа; 3 метод степенных рядов
(уравнение 4-го порядка); 4 теория типа Тимошенко {к2 = 0,860);

h полутолщина плиты. (Из работы [ 2 - 8]).

Из распространенных вариантов двумерной теории наилучшую ап-
проксимацию групповых скоростей обеспечивает теория типа Тимошен-
ко, что, по-видимому, объясняется ее энергетической основой. На рис. 1
показаны кривые теории Тимошенко при v = 0,3, к2 = 0,860 {к2 вычис-
лен по (2.3), так что при со оо достигается точное совпадение первой
групповой скорости теории Тимошенко стрехмерной теорией). Из рис. 1
видно, что диаграмма первой групповой скорости хорошо аппроксими-
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руется при всех значениях со. Наибольшее отклонение имеет место в
районе фазы Эйри максимальных значений сгр Однако групповая
скорость второй моды сгр2 хорошо аппроксимируется лишь в узком диа-
пазоне частот.

Характеристическое уравнение, соответствующее второму уравнению
(2.2) теории типа Тимошенко, приближает первый корень уравнения
(4.1) [Ь24].

Рис. 3. Диаграммы перемещений антисимметричной моды плиты:
1 трехмерная теория; 2 теория типа Тимошенко (к2 = 0,860);
3 теория Кирхгоффа; и тангенциальное, w нормальное пе-

ремещение; h полутолщина плиты. (Из работы [ 4 -33]).

Распределение перемещений и напряжений по толщине плиты
исследовано сравнительно слабее, чем дисперсионные соотношения.
Некоторая информация по первым трем модам имеется в [ 4- 33]. Рис. 3,.
заимствованный из этой работы, показывает, как при первой моде

со/гс увеличением Q= почти линейное распределение перемещении по
С Ч

толщине постепенно переходит в распределение, типичное для поверх-
ностных волн Релея.
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По [4 - 33] на первой моде погрешность различных гипотез двумерных
теорий с увеличением Й растет по-разному. Например, в пределах
20%-ной погрешности гипотеза теории Кирхгоффа приме-
нима до й 0,2, гипотеза теории типа Тимошенко о линейном распре-
делении тангенциальных перемещений до 0,7, гипотеза теории
Рейсснера о линейном распределении напряжений до й<Д,O и ги-
потеза и3 (х, у, z\ t) ~ u3 {x,y;t) —до Й < 4,0. В пределах той же по-
грешности теория типа Тимошенко позволяет определить изгибающий
момент М при й 7, а поперечную силу Q— до весьма большой ча-
стоты. При второй моде поля перемещений и напряжений аппроксими-
руются еще хуже. Однако для мод j 2 при больших to существует воз-
можность [4- 33] аппроксимировать перемещения в виде целого числа
синусоидальных полуволн по толщине плиты.

С исследованием изгибных мод связаны еще работы [4 - 34—4 38], а так-
же многочисленные работы по собственным колебаниям.

Б. Моды симметричной деформации

Симметричные моды распадаются на две группы, связанные соот-
ветственно с корнями х/ следующих уравнений:

где а и ß определяются по (4.3).
История построения и анализа этих уравнений аналогична антисим-

метричному случаю, поэтому остановимся на этих вопросах короче.
Уравнения (4.4), (4.5) впервые были получены Релеем для случая

s = /й, т= 0. Используя степенные ряды, Релей [ 4- 5] выписал формулы
первого и второго приближения для аппроксимации первого корня
уравнения (4.5) при со 0. Формула первого приближения оказалась
совпадающей с характеристическим уравнением элементарной теории
растяжения. Релей показал также, что при со —> оо первый корень при-
ближается к пределу, установленному им ранее [4- 6 ] при исследовании
волн на поверхности полупространства. Аналогичные результаты были
изложены Лэмбом в [ 4- 7], исследовавшим также ряд свойств следующих
корней [4B].

С корнями уравнения (4.4) аналогично уравнению (4.1) связаны
простые моды сдвига, представляющие собой суммы горизонтально по-
ляризованных волн сдвига (SЯ-волн) [°- 6]. Существенное отличие за-
ключается в том, что уравнение (4.4) определяет одну моду, не подвер-
гающуюся дисперсии.

Качественные свойства корней уравнения (4.5) во многом аналогич-
ны свойствам корней уравнения (4.2). Наиболее важное различие со-

-2 2стоит в том, что для (4.5) существует лишь одно решение к\ = ш (s),
имеющее при s = 0 нулевое значение. При этом поведение этого корня
и его производных резко отличается от первого корня уравнения (4.2).
Для иллюстрации сказанного на рис. 4, взятом из работы [ 4 27], дана
диаграмма групповых скоростей симметричных мод.

Поскольку групповая скорость первой симметричной моды при со = О
совпадает со скоростью распространения волн элементарной теории пло
ской деформации
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(4.6)

то в переходных волновых процессах обычно играют существенную роль
группы длинных волн, движущихся со скоростью порядка с*. Аналогич-
ный факт известен [4 - 39] из точной теории кругоцилиндрического стержня

(4.7)

и делает симметричный случай деформации принципиально отличным
от антисимметричного.

Рис. 4. Диаграмма групповых скоростей симметричных мод пли-
ты; h полутолщина плиты. (Из работы [4 - 27 ]).

А. Холден [4ЛЭ] предложил вспомогательную сетку, которая здесь
играет примерно такую же роль, как при описанном случае антисим-
метричных мод.

При конструировании двумерных теорий широко использовался метод
подбора вспомогательных коэффициентов для подгонки корней прибли-
женных теорий к корням трехмерной теории. В [2 9 - 4 - 44 ] этот способ был
применен при построении уравнения шестого порядка и в [ IЛO - 2Лl ] при
построении уравнения десятого порядка. Уравнение, полученное в [lЛO],

хорошо аппроксимирует не только первый мнимый корень, но и четыре
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Остановимся теперь на численном исследовании мод, связанных
уравнением (4.5). После работы Лэмба [48] Р. Морс [4 - 40] был одним из
первых исследователей этого уравнения. Он вычислил диаграммы фазо-
вых скоростей двух первых мод при различных значениях коэффициента
Пуассона v. Диаграмма Р. Морса переиздана М. Редвудом [°- 3]. Л. Гуд-
мэн [4Л0 ] и Р. Аггаруал [4Л1 > 4 -41 - 4 - 42] получили уравнение (4.5) при иссле-
довании мод центросимметричной деформации плит. Л. Гудмэн [4Л0 ] дал
диаграмму четырех первых мнимых ветвей корней; обширная числен-
ная информация, в том числе многочисленные диаграммы деформации
плиты, дана в На уЖе отмеченной диаграмме А. Шоха [ 4Л2]

приведены также кривые для шести первых мнимых ветвей корней урав-
нения (4.5).

В работах [° Щ 3.25, 4.3, 4.10, 4.13-4.1S, 4.21, 4.28, уЖе ОТМбЧеННЫХ ПрИ раС-
смотрении антисимметричных мод, были исследованы аналогичные ас-
пекты симметричных мод. В частности, в [012 ’ 4Л0] даны диаграммы кор-
ней, в [4ЛЗ ] — диаграммы ! /сгр при различных v, в [4Л4 ] — диаграммы ве-
щественных ветвей корней и в [ 3- 25’ 4 - 21 ] — многочисленные диаграммы
групповых скоростей. Симметричные моды рассматриваются также в ра-
ботах [ L7 °- 2 ' 9’ 2Л1 > 4.43-4.47J



следующих корня, образующих при малых to две комплексные пары
(здесь речь идет о пяти корнях, поскольку остальные пять отличаются
от них лишь по знаку).

Рис. 5. Диаграмма групповых скоростей 50-й симметричной (кри-
вая 2) и антисимметричной (кривая 1) мод плиты; h полутолщина

плиты. (Из работы [4 - 21 ]).

Теория, развитая в [L7 °], была применена в [2Лl ] для конструирова-
ния форм собственных колебаний круглой плиты. При этом было уста-
новлено, что с комплексными ветвями связаны приконтурные колеба-
ния, которые наблюдались экспериментально в работе Е. Шо [4 47 ]. Для
прямоугольной плиты аналогичное явление было исследовано в [43 ] не-
посредственно на основе первых комплексных ветвей корней трехмерной
теории.

Заканчивая обзор по модам плиты, отметим, что почти полное от-
сутствие данных при комплексных 5 затрудняет решение задач переход-
ного типа. О модах при комплексных 5 можно лишь констатировать,
что в окрестности точки 5 = 0 первые моды хорошо аппроксимируются
двумерными теориями. (Например, теория типа Тимошенко обеспечи-
вает хорошую аппроксимацию первых двух антисимметричных мод; ме-
тод степенных рядов —■ первой симметричной и первых двух антисим-
метричных мод). Кроме того, имеются некоторые данные о корнях урав-
нений (4.2), (4.5) при больших значениях s (см. § 5, п. 2 Б).

4.3. Моды цилиндрических оболочек. Характеристическое уравне-
ние по точной трехмерной теории при осесимметричных деформациях
цилиндрической оболочки было впервые дано Дж. Гхошом в 1923 г. [ 4 - 48];
исследование мод движения при помощи этого уравнения осуществлено
недавно. Первая работа выполнена Р. Фейем в 1952 г. [4 - 49 ], однако она
содержит ошибки [ lsB]. Лишь в 1956 г. в работе Дж. Германа и И. Мир-
ского [кsB] приводится правильная фазовая кривая для первой моды
осесимметричного движения. Далее первые моды на основе точной тео-
рии интенсивно исследованы в работах И. Гринспона [ 4 - 50~4 - 54 ] и Д. Га-
зиса [4 - 55 ~4 - 57 ]. В работе [4 - 54 ] приведены фазовые кривые для первой моды
при м = 1,2,3 (п число циклической симметрии поперечных волн)
и при различных относительных толщинах оболочки. В работе [4- 51 ] были
исследованы также следующие моды и распределение перемещений и
напряжений по толщине оболочки на первой моде при п = 0,1,2.
В [4-55-4.57j для десяти первых мод определены мнимые корни как функ-
ции от частоты при п = 1,2 и при h jR =2, 1,-, радиус кривизны
срединной поверхности, h толщина оболочки).
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На рис. 6 представлены для иллюстрации две диаграммы корней,
полученные в [4- 56 ] на основе трехмерной теории при

Из рис. 6a видно, что при достаточно больших значениях х/л кри-
вые для случаев п=\, п = 2 совпадают; на рис. 66 отдельно показана
область малых х/я, где различие кривых будет существенным.

Рис. 6. Диаграммы корней первых циклосимметричных (я =1,2) мод замкнутой
круговой цилиндрической оболочки (по трехмерной теории); h толщина обо-

лочки. (Из работы [4 - 56 ]).

Корни характеристических уравнений безмоментной теории и тео-
рии Кирхгоффа-Лява исследованы в работах [ 4- 58-4-60] g [4,60j приведены
диаграммы вещественных, мнимых и комплексных корней характери-
стического уравнения теории Кирхгоффа-Лява при o</г<С2O Для ши-
рокого диапазона частот

(здесь h толщина оболочки).
Численные результаты работы [4 - 60 ] в сочетании с результатами ка-

чественного анализа [ 46l ] представляют определенный интерес с точки
зрения метода расчленения напряженных состояний. В частности, в
работах [4.60,4.61] было установлено, что при N две пары корней
(корни одной пары отличаются лишь по знаку) могут быть приближен-
но определены из уравнений безмоментной или полубезмоментной тео-
рии (в зависимости от значении п, а), а остальные две пары корней
почти совпадают с таковыми в статической теории простых’ краевых
эффектов. В работах [4.ео, 4.6ij также приведены приближенные выраже-
ния корней при При N ~ 1 поведение корней наиболее сложно,
ибо при N = 1 имеет место ветвление решений, что вызывает сущест-
венные трудности при расчленении напряженных состояний (см. § 6).
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На рис. 7а, б, в приведены диаграммы, заимствованные из работы [ 4 60].

Рис. 7. Диаграммы квадратов корней характеристического уравне-
ния теории Кирхгоффа-Лява для круговой цилиндрической оболоч-

ки; на в комплексные квадраты корней ß 3, ß* •= Si + is2 .

(Из работы [4.60]).
Имеется также ряд работ, посвященных анализу корней характери-

стических уравнений уточненных теорий.
М. Джангер, Ф. Розато [4 - 62 ] и П. Смит [ 4 63] исследовали фазовые

кривые, исходя из уравнений, полученных Р. Кеннардом [ lЛ4 ]. В [4- 62] изу-
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чены фазовые кривые первых двух мод в осесимметричном случае и
дано сравнение с экспериментальными данными; в [ 4 63] изучены фазо-
вые кривы и отношения амплитуд перемещений трех мод при
п~ 0, 1,2, 3,

Фазовые кривые на основе теории типа Тимошенко для осесиммет-
ричного случая представлены в работах Дж. Германа и И. Мирского
р.58, I.б4р j Лина и Г. Моргана [ ls7], П. Нагди и Р. Купера [lßs]. В
[1 58. 1 64J рассмотрена только первая мода, вJ 1 LBs] все три моды.

На рис. 8 из [ьsß ] представлена фазовая кривая первой моды точной
и приближенных теорий осесимметричной деформации круговой цилин-
дрической оболоки.

Рис. 8. Диаграмма фазовой скорости первой моды осесимметричной деформации
круговой цилиндрической оболочки: 1 трехмерная теория и теория типа Тимо-
шенко; 2 теория типа Тимошенко без учета инерции вращения; 3 теория
типа Тимошенко без учета поправки от сдвига; 4 моментная теория оболо-

чек; 5 безмоментная теория оболочек; 6 теория Кирхтоффа для плит.
(Из работы [ lsB ]).

Для неосесимметричного случая фазовые кривые всех пяти мод тео-
рии типа Тимошенко приведены в работах Дж. Германа и И. Мирско-
го [L59], Р. Купера и П. Нагди [lß6 ] и И. Ю [l6l ]. В [L59 ] рассмотрены
случаи П— 1,2, 3,4, 5,6, 10, а в [ l6l ] случаи« = 2,5 при различных отно-
сительных толщинах оболочки.

Сопоставление мод различных двумерных теорий и точной теории
сделано Д. Газисом [ 4 -56] и И. Гринспоном [ 4 - 52]. Исследование диспер-
сионных соотношений показывает, что теория типа Тимошенко хорошо
аппроксимирует первую моду; неплохо аппроксимируются с ней также
вторая и третья моды; четвертая и пятая моды совпадают хорошо с со-
ответствующими модами точной теории только при длинных волнах..
Хотя частоты при довольно коротких волнах определяются сравнитель-
но точно при помощи модели Тимошенко, распределение перемещений
и напряжений по толщине оболочки сильно отличаются от точной тео-
рии.

Групповые скорости изучены только на базе теории типа Тимошенко
в работе И. Ю [l6l ].

Простые частные случаи движения цилиндрических оболочек: чисто

30 Л. Айнола, У. Нагул



радиальное движение исследовано в работах [4 - 64 ' 4- 65 ]; радиально-
сдвиговое в работе [ 4- 66 ]; кручение в работах [4.67, 4.65j

С рассматриваемыми проблемами связаны также работы [ 4 -69 - 4- 71 ].

§ 5. Конкретные задачи о переходных волновых процессах

5.1. Применение приближенных теорий к расчету плит. Изучены за-
дачи, в которых волновой процесс зависит от одной координаты средин-
ной поверхности плиты. Их можно разбить на две группы: 1) осесим-
метричные волновые процессы, зависящие от радиуса г и времени /,

где возмущение приложено в одной точке срединной поверхности или
равномерно распределено по периметру отверстия малого радиуса г 0;

2) волновые процессы, зависящие от х, t, где возмущение равномерно
распределено по прямой х = const. В последнем случае уравнения от-
личаются от соответствующих в случае стержня (балки) лишь по не-
которым коэффициентам.* Поэтому ниже будет отмечен и ряд работ,
относящихся к стержням (балкам).

А. Применение элементарной теории сжатия-растяжения и кручения

В случае продольного волнового процесса задача состоит в интегри-
ровании уравнения колебания струны, подробно рассматриваемого в
учебной литературе. Ряд примеров можно найти в монографиях
[0.2, 0.7, 3.24 J

В случае осесимметричной задачи волновой процесс описывается
уравнением, которое в пространстве изображения Лапласа имеет реше-
ние в бесселевых функциях. В 1948 г. А. Кромм [SЛ - 5- 2 ] рассматривал
следующие две задачи: 1) на краю малого отверстия внезапно прила-
гается нормальное, равномерно распределенное давление; 2) краю ма-
лого отверстия внезапно сообщается скорость заданной (неизменной)
величины. Для решения этих задач было применено преобразование
Лапласа по времени. В процессе обращения было получено интеграль-
ное уравнение первого рода типа Вольтерра, которое решалось числен-
ным методом. В работах [SЛ - 5 -2 ] приведен ряд диаграмм и подробно рас-
смотрен вопрос о разрывах на фронте. (Результаты А. Кромма, конечно,
следует принимать с существенными оговорками, поскольку по точной
теории фронт движется со скоростью С\, ане со скоростью с* (4.6),
как это следует из элементарной теории.)

Аналогичной задачам А. Кромма является задача о волновом про-
цессе при штамповке отверстия в предварительно напряженной плите,
рассмотренная Ю. Микловицем [5 3 ]. Однако принятая им методика вы-
числения интеграла обращения при помощи подходящей деформации
контура более стандартна.* X. Сельберг [ õ- 4] рассматривал задачу, ана-
логичную задачам А. Кромма, на основе уравнений плоской дефор-
мации.

Близка к исследованиям А. Кромма работа [ 5 -5 ] Ж. Гудиера и
В. Джасмана, где кроме нормальной нагрузки рассматривался и случай
нагрузки крутящего типа.

* Например, продольные волны распространяются со скоростью с* вместо с 0 з
случае стержня [см. формулы (4.6), (4.7)].

* В работе [ 5 -3 ] дана диаграмма для кольцевых напряжений Ogд, полученная чис-
ленным интегрированием по мнимой оси (с обходом полюса в точке s = 0).
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В работе [ s6 ] рассматривался переходный волновой процесс, возник-
ший в круглой плите при внезапном удалении нагрузки, равномерно
распределенной по периметру плиты. Задача была изучена методом
разложения по собственным функциям.

Более точные модели симметричных деформаций плит до сих пор
применены только при изучении собственных колебаний. Следует отме-
тить, что начатое Релеем [ 4 - 58] и Лявом [5 - 7] уточнение теории стержней
кругового поперечного сечения дало к настоящему времени ряд моде-
лей, которые использованы при анализе продольных переходных волно-
вых процессов в работах [4 39 - 5 - 8 ~ sll ].

Б. Применение элементарной теории изгиба

На основе элементарной теории изгиба решены многочисленные
задачи расчета плит и балок на заданную импульсную нагрузку
[3.24, а хакже некоторые задачи удара [ 523 ’ 5 -24 ]. При применении
операционного исчисления в задачах расчета на импульсную нагрузку,
как правило, удавалось точно выполнить обращение контурных интегра-
лов (в изученных и табулированных функциях).

Относительно этих решений отметим; 1) поскольку уравнение тео-
рии Кирхгоффа параболическое, то его решения не имеют волнового
характера, возмущение распространяется с бесконечной скоростью.
Это, конечно, противоречит физическим соображениям и говорит о том,
что полученные решения имеют ограниченную область применимости.
Указанное явление вызывает также формальные затруднения при изу-
чении волнового процесса в объектах конечных размеров: нет возмож-
ности применить классическую формулировку задачи отражения волн
от краев; 2) в случае бесконечного или полубесконечного объекта под
действием импульса типа Хевисайда теория Кирхгоффа дает удовлет-
ворительные результаты достаточно далеко от источника и за фронтом
волны сдвига; 3) в случае объекта и импульса конечной длины можно
ожидать (особенно при «плавном» импульсе и с учетом затухания)
практически приемлемые результаты, если продолжительность импуль-
са велика по сравнению с временем, требуемым для прохождения уп-
ругой волной пути, равного характерному размеру (длине) плиты.

В. Применение теории типа Тимошенко

Я. С. Уфлянд был первым, применившим [l49] теорию типа Тимошен-
ко к анализу переходных волновых процессов, вызванных сосредоточен-
ной импульсной нагрузкой в бесконечной плите и балке. Он использо-
вал преобразование Лапласа. Поскольку полученные интегралы Мел-
лина (в отличие от теории Кирхгоффа) не поддались обращению в
замкнутом виде, то Я. С. Уфлянд предложил приводить их к суммам
определенных интегралов по берегам срезов плоскости s (s параметр
преобразования Лапласа), обеспечивающих однозначность подынте-
гральных функций. На основе этих интегралов в [ l49] были получены
некоторые численные данные.

Позже различные аспекты применения теории плит и балок типа
Тимошенко рассматривались в многочисленных работах [ 2 - 4 - 3 -32~3 -34 . 3 42 ~

3.46, 5.25-5.37 j) в тoм числе задача расчета бесконечной плиты под дейст-
вием сосредоточенной силы в работах [5- 29 - 5 -33 - 5 35 > 5 - 37].
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В работах [24 - 5 -26] был применен метод разложения по собственным
функциям. Р. Андерсон [5 - 26] рассматривал балку под действием сосре-
доточенной нагрузки, аМ. В. Дубинкин [24] свободно опертую квад-
ратную плиту под действием мгновенного импульса, распределенного
по всей поверхности плиты. В работе [ 5 -29] было использовано неодно-
родное дифференциальное уравнение движения и получено решение за-
дачи расчета плиты на сосредоточенную нагрузку при помощи предель-
ного перехода от распределенной нагрузки.

Рис. 9. Диаграмма изгибающего момента М по теории типа Тимошенко при
т=lo, т = 100 ит = 500 для полубесконечной балки, нагруженной моментом
-М0, внезапно приложенным к ее концу: т cn t/r, г радиус инерции попереч-
ного сечения, с п скорость распространения первого фронта в теории типа
Тимошенко; 1 элементарная теория балок; 2 «точное» решение (резуль-
таты численного интегрирования по берегам срезов комплексной плоскости);
3 метод стационарной фазы; 4 фаза Эри; 5 огибающая. (Из работы [3.32]),

В работах [3-32-3.34, 5.25, 5.27, 5.31-5.33, 5.35, 5.37 J быЛИ рСШСНЫ КОНКрСТНЫС
задачи при помощи операционного исчисления. Неточности, допущен-
ные в первых работах [ 1 49 - 5 - 25] при применении преобразования Лапла-
са, были исправлены в работах [ 5 -27 > 5 -31 ]. В основном использовалось
преобразование Лапласа [3 - 32- 333 > 5 -25 - 5 -27 - 5- 31 - 5- 33 - 5- 35- 5 - 37], но нашло при-
менение и преобразование по координате [ 3- 32> 3 - 34- 5 - 32]. В частности, пре-
образование Фурье по координате применялось в работах [3 - 32- 5 - 32]i при
построении формальных решений в виде контурных интегралов, кото-
рые были обращены методом перевала.

3 ENSV ТА Toimetised F-1 65.
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Рис. 10. Диаграмма М, Q, -ф, w переходного процесса деформации свобод-
но опертой плиты-полосы (по теории типа Тимошенко), нагруженной
краевым моментом М~Н{т). Показаны пять моментов времени до отра-

жения волны изгиба от противоположного края. (Из работы [3- 48]).

Численная информация получена приближенными методами обра-
щения (см. § 3 п. 2). Методом интегрирования по берегам срезов пло-
скости 5 получен ряд диаграмм в работе [3- 33 ]. Другие (асимптотические)
методы широко использованы в работе В. Флюгге и Э. Заяца [3 -32], ко-
торая отличается также наглядными диаграммами (для изгибающего
момента), составленными для полубесконечной балки, нагруженной в
конце внезапно приложенным изгибающим моментом. Для иллюстра-
ции на рис. 9 приведены некоторые из этих диаграмм. Многочислен-
ные диаграммы представлены Ю. Микловицем [ 5 -37 ] для бесконечной
плиты под действием внезапно приложенной сосредоточенной силы..



Рис. 11. Диаграммы М, Q, -ф, w переходного волнового процесса дефор-
мации свободно опертой плиты-полосы (по теории типа Тимошенко), на-
груженной краевым моментом М Н (т). Показан момент времени, когда

волна изгиба, отраженная от края | = 30, достигла края | = 0.
(Из работы I 3- 48 ]).

В работе [5 37 ] приведены также некоторые рассуждения о границах
области применимости теории типа Тимошенко.

Проблема разрывов на фронтах в зависимости от приложенной на-
грузки рассматривалась в работах [ 3-42-3.45j_ ß работах [ 3 42 > 3 43 ] энерге-
тическим методом был получен ряд диаграмм для начала движения
балки (зависимость от х была аппроксимирована).

Все вышеотмеченные численные результаты относятся к бесконеч-
ным или полубесконечным объектам. В работе [5 - 28] была исследована
балка конечной длины, однако для довольно отвлеченного от практики;
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случая, когда скорости распространения разрывов изгибающего момен-
та и поперечной силы равны.

Рис. 12. Диаграммы безразмерной поперечной силы Q при переходном волновом про-
цессе деформации плиты-полосы (по теории типа Тимошенко), нагруженной погонной

нагрузкой Р= 2Н (t) вдоль линии |= 0. (Из работы J 3

Рис. 13. Диаграммы безразмерной поперечной силы Q при переходном волновом
процессе деформации плиты (по теории типа Тимошенко), нагруженной силой

Р = Н{г), распределенной по малому гругу радиуса go; —I Iо-
(Из работы [3 - 49]).
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Как уже отмечалось в § 3, метод характеристик был применен в ра-
ботах [ЗЛ4-3.46]

На рис. 10—13 приведены результаты, полученные недавно в ра-
ботах [ 3 -48 ’ 3 -49] методом сеток с выделением частных решений, перенося-
щих разрывы первых и вторых производных нормального прогиба и
угла поворота. На этих рисунках приняты следующие обозначения:
Н, безразмерная (деленная на полутолщину плиты К) пространствен-
ная координата, сп и ст — скорости распространения первого и вто-
рого фронтов соответственно (согласно теории типа Тимошенко), |п и

значения £ до первого и второго фронта соответственно, x = th~ l ст
безразмерное время, кт = 0,860 коэффициент сдвига, v = 0,3

коэффициент Пуассона, ф угол поворота, w безразмерное (делен-
ное на полутолщину плиты h ) нормальное перемещение, A4, Q без-
размерный изгибающий момент и поперечная сила, Н(т) функция
Хевисайда.

Проблема применимости теории типа Тимошенко рассматривалась
на основе трехмерной теории в работе [ЗЛS ]. Было установлено, что тео-
рия типа Тимошенко не применима в области от фронта волны сжатия
до условного фронта поверхностных волн Релея, а также в непосредст-
венной близости от последней. В [ЗЛS ] приведен также ряд численных
данных о точности теории типа Тимошенко в области, где ее можно счи-
тать практически применимой. Кроме вышеуказанной области, теория
типа Тимошенко (как и другие приближенные теории), конечно, не мо-
жет хорошо описывать напряженное состояние в непосредственной бли-
зости от точки приложения сосредоточенной нагрузки. Важно подчерк-
нуть, что область применимости теории типа Тимошенко (при той же
погрешности) гораздо шире, чем теории Кирхгоффа.

5.2. Применение трехмерной теории к расчету плит. Имеющиеся ре-
зультаты можно отнести к двум случаям; начало движения, большие зна-
чения времени и координаты.

А. Начало движения
Наиболее обстоятельно исследован волновой процесс на линии дей-

ствия нормальной сосредоточенной силы, приложенной к одной из по-
верхностей плиты р.38—5.45]; в работе [злз] исследован волновой процесс
также в окрестности линии (или сечения) приложения равномерно
распределенной нагрузки; в работе [5 - 46] рассмотрен случай тангенциаль-
ной (касательной) сосредоточенной силы; в работах [ 5 47 - 5- 48] исследо-
ван случай нагрузки, распределенной по кругу; в работах [ l40’ зл6] рас-
смотрена произвольная нормальная нагрузка; в работе [3s ] изучен слу-
чай сосредоточенного внутреннего источника.

За исключением работ f 1 - 40- ЗЛ6 ], использующих формальные решения
в виде двукратных контурных интегралов, главным образом, для качест-
венного анализа применимости приближенных теорий, все вышеуказан-
ные работы посвящены построению процесса распространения и отраже-
ния элементарных Р- и 5-волн. В большинстве случаев схема решения
следующая: вначале составляется формальное решение в виде двукрат-
ных контурных интегралов, которые затем обращаются методом Канья-
ра; для применения метода Каньяра подынтегральные функции (изобра-
жения двукратного преобразования) разлагаются в подходящие ряды
экспоненциальных функций. После выполнения обращения оказывается,
что каждому члену таких рядов соответствует одна элементарная
волна.

37Волновые процессы деформации упругих плит и оболочек



Рис. 14. Фронты элементарных волн в начале движения полубесконечной плиты тол-ди
щиной 2h, нагруженной импульсом = С\И (t) , приложенным кее концу. Ампли-

туды на фронтах умножены на 1000 С\- 2 ]/—. В скобках даны амплитуды двусторон-
них фронтов волн сдвига; а амплитуды на фронтах волн сжатия; б амплитуды

на фронтах волн сдвига. (Из работы 1[313]).

Отметим более подробно изученные задачи. А. Менчер [5 - 38] изучал
смещение в эпицентре при точечном источнике произвольных волн,
кусочнонепрерывно зависящих от времени. Л. Кнопофф [5 - 39 ] и Л. Кно-
пофф иР. Гильберт [ 5 -40 ] изучали волновой процесс при сосредоточенной
нормальной нагрузке, приложенной к одной из поверхностей, и дали
решение для эпицентра и на противоположной плоскости плиты. К. Бро-
берг [ 5 -41 ] дал решение для вертикальных перемещений, аН. Дейвиде [ 5 - 42 ]

и А. Пайтел и Н. Дейвиде [5 -43 ] для нормальных напряжений на
линии действия нормальной силы. Аналогичная задача в случае нагруз-
ки, распределенной по кругу, была рассмотрена в [ 5 - 48], где метод типа
Каньяра дал решение в виде интегралов, которые были вычислены ме-
тодом перевала. Недавно Р. Розенфельд и Ю.Микловиц [злз ] изучали сле-
дующие задачи: 1) плита нагружена нормальными напряжениями по
краю, 2) краю дана нормальная скорость, 3) плита нагружена на одной
поверхности нормальной нагрузкой, равномерно распределенной по
прямой. В двух первых задачах плита рассматривается как полубеско-
нечная, а в третьей как бесконечная. При решении задачи по вышеука-
занной стандартной схеме (с применением метода Каньяра) появились
решения в виде интегралов, которые были вычислены методом перевала.
Исследуя волновой процесс до нескольких толщин от места приложения
нагрузки, Р. Розенфельд и Ю. Микловиц [ злз] определили месторасполо-
жение и интенсивность фронтов элементарных волн (см. рис. 14).

Из работы [злз ] следует, что: а) двумерные теории неприменимы в
начале движения; б) исследование начала движения сложно, причем
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результаты (см. рис. 14) очень чувствительны к малым изменениям
нагрузки.

Хотя численные результаты для рассматриваемых задач были полу-
чены недавно, следует отметить, что ряд коренных вопросов методики
был проработан Г. И. Петрашенем еще в 1957 г. [°- 8 со- *].

К. И. Огурцов [ЗЛO ] рассматривал в постановке, аналогичной выше-
описанной, несколько своеобразную задачу откола материала при дей-
ствии сосредоточенного импульса; при этом была критически проана-
лизирована акустическая теория откола.

Отметим также работу X. Перси [4ЛЗ ], посвященную случаю перио-
дической нагрузки заданной частоты.

Рис. 15. Начало движения плиты-полосы при краевых условиях cr^i” CTB (0, £; t) =
Eht,

\ v 2 H(t), w(0, t, t) —O. Даны диапраммы, полученные в [3 - 50 1 методом трехмер-
ных сеток для верхней половины плиты-полосы в момент времени, когда первый фронт

х 40
находится в сечении £ = —уд .

В верхней части рисунка показано искажение сетки (перемещения), а в нижней
диаграммы безразмерных напряжений а,у = а^ йств £-*(!■+ v).
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После сдачи рукописи в редакцию в Институте кибернетики АН ЭССР были про-
ведены расчеты методом трехмерных сеток [ 3 -50]. По продольной координате х и нор-
мальной координате z были выбраны одинаковые шаги, а по времени (для величины
tc 2) шаг в два раза короче. Рассматривалось начало движения плиты,
нагруженной в сечении х= 0 продольными напряжениями охх = AzH (/) (здесь
А = const). Расчеты были проведены по слоям времени t = const для верхней поло-
вины плиты. Продольные перемещения и и нормальные перемещения w были опре-
делены следующим образом:

а) в сечении х= 0 из краевых условий w =О, o^ x AzH{t), выражая второе
из них через и при помощи правой трехточечной конечно-разностной формулы;

б) в сечении х = tc u по условиям и—w = 0, и в сечении х'— tc x 1х (здесь 1Х шаг
по координате х) аналогично (а) из условий o xx {tcu z-, t) AzH {t) , Gzx {tcu z; t)= 0;

dw
в) в сечении г= 0 из условий и= 0, —O, выражая последнее через w при

помощи трехточечной формулы;
г) в сечении z —/г из условий a zz =O, о. х =О, выражая их через и, w при помо-

щи трехточечных формул и решая появляющиеся системы уравнений аналитически
(в общем виде);

д) во всех «внутренних точках» каждого слоя t const при помощи уравнении
движения, в которых производные выражены через центральные разницы.

После вычисления и, w были найдены напряжения. В конкретных расчетах были
приняты 20 расчетных точек в полутолщине плиты и выбрано v = 0,30.

Существенное различие результатов от таковых работы [3.13] состоит в том, что
принятая схема метода сеток сглаживает все разрывы, кроме разрыва на фронте вол-
ны сжатия. Но поскольку в рассматриваемой задаче и, w, охх , огх не имеют в обла-
сти O<Г х < C\t разрывов, то они определяются довольно хорошо. Как можно было
ожидать в соответствии с другими соображениями [3 - 15], результаты для основных
расчетных величин мало отличаются от таковых в теории Тимошенко в области
h <CCßt, 10/z с2

~1 (здесь с# скорость распространения поверхностных волн
Релея).

При напряженное состояние существенно трехмерно и принципи-
ально отличается от предполагаемого в двумерных теориях: и, w одинакового по-
рядка, распределение Он по толщине плиты нелинейное, имеет место существенная
концентрация напряжений (max Оц до 5 раз превышает максимальное значение при-
ложенных продольных напряжений).

В области \,\c2 t <С х Cit перемещения и напряжения весьма малы, за исключе-
нием Он в узкой прифронтовой зоне х 1—~Cit.

Для иллюстрации на рис. 15 даны некоторые диаграммы для момента времени^
. _4O .когда фронт находится в сечении х = п.

Б. Большие значения времени и координаты

Для этого случая типично применение последовательного обра-
щения двукратных контурных интегралов, которое на первом этапе
дает решение в виде бесконечной суммы контурных интегралов. В ра-
ботах [ зл1 > зл2 > 3ls] был получен ряд численных данных в результате при-
ближенного обращения некоторого числа первых интегралов методом
перевала.

Ю. Микловиц [злl - зл2 ] исследовал осесимметричный волновой про-
цесс, возбужденный в бесконечной плите действием двух сосредоточен-
ных сил, приложенных к свободным поверхностям плиты и направлен-
ных друг к другу. Были применены преобразование Лапласа по вре-
мени и преобразование Ханкеля по координате. Первое обращение вы-
полнялось при помощи вычетов, второе методом перевала (с точностью
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трех первых контурных интегралов). В данном случае возбуждаются
только моды, симметричные относительно срединной поверхности. При
использовании метода перевала был использован малочастотный учас-
ток диаграммы групповых скоростей первых трех симметричных мод,
где максимальное значение групповой скорости соответствует первой
моде в точке о= 0 и равен величине с* (4.6), В работе [ ЗЛ2] линия
г = c*t называется «фронтом» и указывается, что вблизи «фронта» до-
минируют малочастотные (длинные) волны первой моды. Фактически
фронт перемещается со скоростью си и в области C\t > c*t (т. е.
впереди «фронта» в смысле работы [ЗЛ2 ]) движутся высокочастотные
волновые группы более высоких мод. Следует отметить, что построение
волнового процесса в этом диапазоне методом перевала затруднительно
и в непосредственной близости от фронта г = C\t практически невоз-
можно, так как диаграммы групповых скоростей высоких мод являются
быстроосциллирующими.

Интересно отметить, что совершенно аналогично обстоит дело при
переходном продольном волновом процессе в стержне кругового попе-
речного сечения. В свое время был поставлен [°- 2] даже вопрос о пара-
доксе, будто бы

поскольку тогда отсутствовали данные о групповых скоростях высоких
мод, имеющих более высокие значения максимума [ 3 - 25].

В связи с работой Ю. Микловица [ 3 - 12] отметим еще, что напряжен-
ное состояние не имеет тенденции быстро затухать с удалением от точ-
ки приложения нагрузки, хотя последняя в статическом смысле само-
уравновешена (см. рис. 16).

В работе [ЗЛS ] рассматривался волновой процесс изгиба полубеско-
нечной плиты, возбужденной напряжениями, внезапно приложенными
нормально к краевой плоскости и линейно распределенными по толщине
плиты. Были применены преобразование Лапласа по времени и синус-
и косинус-преобразования Фурье по координате. Преобразование
Фурье было обращено при помощи вычетов, а преобразование Лапла-
са методом перевала с учетом шести первых контурных интегралов,
которые в данном случае связаны с антисимметричными модами. Роль
отдельных мод зависит от рассматриваемой величины, но, грубо говоря,
вклад первых двух мод доминирует при х< tc2 (с 2 скорость распро-
странения волн сдвига), а при x^>tc2 быстро растет вклад следующих
мод, что ограничивало (при учете шести первых контурных интегралов)
область исследования условием х<^l,2/с2 . Численные результаты
работы [ЗЛS] позволили сделать выводы о применимости двумерных тео-
рий, которые уже отмечены в § 5 п. 1.

В работе О. Джонса и А. Эллиса [3 22 ] рассматривалась полубеско-
нечная балка тонкого высокого прямоугольного сечения под действием
приложенной к торцу равномерно распределенной нормальной (про-
дольной) нагрузи. Напряженное состояние считалось не изменяющимся
по толщине. Задача отличается от соответствующей задачи расчета
полубесконечной плиты только тем, что вместо плоской деформации
рассматривается плоское напряженное состояние. Приближенное реше-
ние было получено в[3 22 ] аналогично работам [ ЗЛ1

>
злs ]. Работа [3 -22] со-

держит диаграммы корней х,(ш) и их производных, которые были по-
строены на основе уравнения, отличающегося (в результате замены
состояния плоской деформации плоским напряженным состоянием)
от уравнения Релея-Лэмба (4.5) некоторыми коэффициентами. Теоре-
тически полученные результаты сопоставлены в работе [5 - 49] с эксперт
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Рис. 16. Радиальное перемещение и в бесконечной плите на стан-
г

Г Z
циях Q = = 20, —O, V2. 1 при двух сосредоточенных и на-
правленных друг к другу нормальных силах Р Р OН (t) , действую-
щих в точках 0 = 0, I = ±l. Здесь h полутолщина плиты; г

радиальная координата; z - нормальная координата;
1/ 2 teoь ~ fT~v ’х ~ IT ■ < Из Р аботы t3l2]) •

ментальными. Хотя в теоретических расчетах предполагалось, что на
конце балки отсутствуют тангенциальные перемещения, а при экспери-
менте почти отсутствовали тангенциальные напряжения, О. Джонс и
А. Эллис отмечали [ 5 49] хорошее совпадение результатов. Это, по-види-
мому, говорит о второстепенности влияния второго краевого условия,*

Что касается разрывов на фронте волны сжатия и волнового про-
цесса поблизости от него при больших значениях времени и координаты,
то конкретные данные для плит и оболочек в литературе почти отсут-
ствуют. Однако многочисленные исследования в теоретической сейсмо-
логии [°- 8 - 3- 26 - 3 - 31 ] подготовили методику для случая, когда волновой
процесс зависит от одной координаты срединной поверхности (см. § 3
п. 2).

С точки зрения анализа вклада отдельных мод в быстроизменяю-
щиеся прифронтовые напряженные состояния и оценки точности энер-
гетических двумерных теорий, аппроксимирующих вклад первых мод,
заслуживает внимания метод, промежуточный между двумя основны-
ми, использованными в литературе, указанной в § 3. Именно можно
поступить следующим образом: после точного обращения преобразова-
ния по координате по вычетам (метод разложения по модам) вычисли-

* В теории были приняты условия, не реализуемые в эксперименте, поскольку
отсутствует методика решения (см. § 3 п. 2) для случая, когда оба краевые условия
заданы в напряжениях.
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ется каждый из бесконечного числа однократных контурных интегралов
приближением изображений при |s|—>-оо, При выполнении сказанного
необходимы соответствующие приближенные формулы для корней урав-
нения Релея-Лэмба. Например, при антисимметричной деформации
прифронтовые, быстроизменяющиеся напряженные состояния могут быть
построены при помощи следующих приближенных выражений корней.

а) За фронтом волны сжатия используется группа корней х/ = х„, ко-
торая в полуплоскости Re s > а,- > 0 (/ =2, 4,6, ... ;п— 1,2,, 3, .. .)
имеет при j s | разложение вида

где

Выражение (5.1) позволяет привести изображение к виду, допускающему
обращение по стандартным формулам.

б) В районе фронта волны сдвига используется группа корней
Ху хт (/ =3,5,7,.,.; т— 1,2,3), имеющих разложение

При применении формулы (5.3) [ 2B] контур интегрирования может
быть выбран по мнимой оси плоскости S.

в) Кроме указанных, существует еще один отдельный корень (xi),
который не допускает разложение по отрицательным степеням s, связан
первой модой и определяет поверхностные волны Релея. На мнимой
оси s = /со плоскости 5 он может быть аппроксимирован выражением
вида

где

ся скорость распространения поверхностных волн Релея.*

По асимптотике аналогичные группы корней существуют также в
случае симметричной деформации плиты. Метод может быть легко обоб-
щен также на случай осе- и циклосимметричных волновых процессов де-
формации круговой цилиндрической оболочки.

Обращение контурных интегралов с применением приближенных вы-
ражений типа (5.1), (5.3) дает в районе волны сжатия и сдвига ори-

* В работе I 5- 50], опубликованной после оформления рукописи данной статьи,
был применен такой подход для анализа переходного волнового процесса изгиба полу-
бесконечной плиты в районе фронта волны сдвига и условного фронта поверхностных
волн Релея. Источником колебаний в работе [ 5- 50] является внезапно приложенная
поперечная сила (рассматривается несколько вариантов распределения заданных на-
пряжении сдвига). Кроме того, в работе [5.50] приведены ранее известные ( 3- 15j резуль-
таты, полученные методом перевала.
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гиналы в виде суммы основного напряженного состояния и поверхност-
ных эффектов. Основное напряженное состояние появляется на основных
фронтах в виде ряда Фурье каждый контурный интеграл дает один
член ряда.

5.3. Оболочки. В оболочках переходные волновые процессы иссле-
дованы мало и только на основе двумерных теорий. Имеющиеся в ли-
тературе результаты относятся к круговой цилиндрической и сфериче-
ской оболочкам.

На базе безмоментной теории Дж. Пайтон р- 51 ] решил динамическую
задачу о напряженном состоянии круговой цилиндрической оболочки,
нагруженной сосредоточенным импульсом, распределенным импульсом
или движущейся нагрузкой; X. Берковиц р s2] исследовал волны напря-
жения в полубесконечной цилиндрической оболочке, возникающие при
соударении движущейся оболочки с абсолютно жесткой плоской пре-
градой. Решение безмоментных уравнений было в р- 52] получено при по-
мощи интегрального преобразования Лапласа с применением метода
перевала во втором приближении.

На базе теории типа Тимошенко в работе Н. Алумяэ [335] рассматри-
вался переходный волновой процесс в полубесконечной круговой цилин-
дрической оболочке, вызванный действием тангенциальной краевой на-
грузки, изменяющейся во времени по синусоидальному закону. Иссле-
довалась возможность расчленения напряженного состояния на безмо-
ментное состояние и краевые эффекты. В работе [ 3 - 36] с той же главной
целью рассматривалась задача об определении осевых напряжений в
полубесконечной круговой цилиндрической оболочке, вызванных дейст-
вием внезапно приложенной краевой нагрузки, синусоидально изменяю-
щейся по дуговой координате. В работах [з.зв, бЫЛ о применено-пре-
образование Лапласа с приближенным обращением контурных инте-
гралов методом перевала (со сравнительно подробным анализом).
В [3 - 36], кроме того, обращение осуществлялось методом аппроксимации
изображения на вещественной оси плоскости параметра преобразова-
ния Лапласа (см. § 3 п. 2 В).

В работах [ 3 -35 - 3 - 36] было установлено, что при достаточно медленно
изменяющейся тангенциальной нагрузке, приложенной к неасимптоти-
ческому краю, тангенциальные факторы (например усилия) могут быть
приближенно определены по безмоментной или полубезмоментной тео-
рии. При этом обсужден вопрос о необходимости перехода от безмо-
ментной теории к полубезмоментной.

Начало движения пологой сферической оболочки под действием
динамической сосредоточенной нормальной силы рассматривалось
М. Медиком в р- 53 ] на базе теории Кирхгоффа-Лява с применением ин-
тегральных преобразований Лапласа и Ханкеля. Поскольку тангенци-
альная инерция не учитывалась, область применения этого решения, по-
видимому, сравнительно невелика. На базе теории типа Тимошенко
осесимметричная задача сферической оболочки рассматривалась в [ 3 49]:
были исследованы фронтовые разрывы и применен усовершенствован-
ный вариант метода сеток (см. § 3.3). ,

5.4. Родственные задачи. Отметим еще некоторые работы, которые
непосредственно не относятся к рассматриваемой тематике, но могут
представлять методический интерес.

В ряде работ рассмотрено воздействие ударной волны на плиту
[5 54, цилиндрическую оболочку р- 56 - 5 - 62] и сферическую оболочку
р.бз, 5.64] р Яд з ад ач построения решений автомоделированного типа ис-
следован в работах р- 63-5,83]
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Интересно отметить, что Р. Скалак р- 65 ] сформулировал одну из пер-
вых задач о переходном волновом процессе деформации круговой ци-
линдрической оболочки. Он исследовал волны деформации в трубопро-
воде при внезапном открытии крана. Задача была сформулирована как
контактная с учетом волновых явлений в жидкости. Однако прибли-
женным обращением двукратных контурных интегралов фактически
была найдена лишь автомоделированная часть решения.

В работе А. Тюманока [3 37 ] исследовано начало движения полубес-
конечной круговой цилиндрической оболочки под атакой волны равно-
мерного нормального давления, движущейся с постоянной скоростью
вдоль оси оболочки. Используется безмоментная теория. Заслуживает
внимания примененный здесь способ группового обхода особых точек,
использованный для обоснования приближенных формул обращения.
В этой же работе проведены и численные исследования на основе метода
характеристик.

Недавно опубликована работа [5 - 84] о применении уточненной теории
шестого порядка к анализу переходного волнового процесса в полубес-
конечном цилиндрическом стержне.

§ 6. Выводы, проблемы, перспективы

6.1. Основные проблемы теории динамики плит и оболочек. По мне-
нию авторов, к основным проблемам следует отнести:

A. Выявление видов возможных элементарных динамических напря-
женных состояний и построение приближенных уравнений (моделей)
для их описания с известной погрешностью.

Б. Разработка методов расчленения динамического напряженного со-
стояния на элементарные при решении конкретных задач, т. е. в зави-
симости от нагрузки, свойств объекта и требуемой информации (иссле-
дуемые величины, рассматриваемые диапазоны изменения координат
Xх

, X2
, t).

B, Развитие существующих и разработка новых методов интегриро-
вания приближенных уравнений элементарных напряженных состояний.

Говоря о проблеме А, следует отметить, что существуют такие на-
пряженные состояния (например, начало движения оболочки в районе
сосредоточенной нормальной быстроменяющейся нагрузки), которые
принципиально трехмерны и не могут быть описаны упрощенными урав-
нениями теории упругости. В связи с этим в проблеме Б может занимать
важное место выявление роли таких напряженных состояний в конкрет-
ных задачах.

Внедрение новой вычислительной техники, по-видимому, позволит в
будущем изучать переходные волновые процессы в оболочках, минуя
указанные проблемы, непосредственно на основе уравнений трехмер-
ной теории упругости. Уже сейчас существуют предпосылки для такого
анализа начала движения простейших объектов (плита, круговая ци-
линдрическая оболочка) методом конечных разностей. *

Однако этот подход пока следует предвидеть для случаев, не поддаю-
щихся упрощению. Нет никаких оснований говорить о «естественной
смерти» (!) динамики оболочек, только лишь начинающей свое развитие.

* После оформления рукописи в Институте кибернетики АН ЭССР реализовано
решение таких задач методом трехмерных сеток.
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Названные выше проблемы А, Б и В не простые. Следует напомнить,
что в статике они полностью решены лишь для простейших объектов в
рамках теории Кирхгоффа-Лява. В динамике ими придется заниматься
на основе трехмерной теории упругости, хотя на первых порах заслужи-
вает большого внимания их исследование также в пределах приближен-
ных теорий.

6.2. Состояние исследования проблемы А. Можно отметить следую-
щее:

1. Анализ возможных элементарных динамических напряженных
состояний оболочек почти отсутствует в трехмерной теории упругости и
имеет существенные пробелы даже в теории Кирхгоффа-Лява и типа
Тимошенко. Однако уже накоплен ряд весьма интересных фактов.

а. В статике установился асимптотический при (е относи-
тельная толщина оболочки) метод выявления элементарных напряжен-
ных состояний (см. § 1). При обобщении его для установившихся коле-
баний оболочек (в рамках двумерных теорий) появляются диапазоны
частот со, в которых напряженное состояние не удается расчленить на
элементарные напряженные состояния, известные из статики (безмо-
ментное и полубезмоментное состояние, простые краевые эффекты, на-
пряженное состояние с большим показателем изменяемости). Это свя-
зано с наличием точек ветвления решений системы уравнений, где крае-
вые эффекты вырождаются, а число безмоментных форм колебаний
уменьшается. В частности, такой диапазон частот установлен [61 * 6 - 2] при
изучении осесимметричных собственных колебаний конической обо-
лочки. В случае круговой цилиндрической оболочки он охватывает
окрестность частоты [ 4 60- 4 -61 ]

При обобщении упомянутого асимтотического метода на случай пере-
ходных волновых процессов естественно попытаться использовать его
применительно к системе уравнений, полученной в результате преобра-
зования Лапласа по времени, чтобы упростить обращение контурных
интегралов. Ясно, что при этом возникают те же (и, возможно, не только
те же) трудности, которые уже замечены в теории установившихся
колебаний.

б. Исследованием переходных процессов изгиба плит на основе
трехмерной теории установлено, что, кроме элементарных динамических
напряженных состояний, аппроксимируемых двумерными теориями
Кирхгоффа и типа Тимошенко, существуют еще принципиально новые,
доминирующие во всем диапазоне от фронта волны сжатия до условного
фронта поверхностных волн Релея, в окрестности последнего и вблизи
точек приложения нагрузки. Пока разработаны расчетные модели для
их построения в головных частях волны сжатия и волны сдвига.

Не описываемые элементарной теорией динамические напряженные
состояния обнаружены также при исследовании продольных волн в пли-
тах и стержнях. (В виде уточненных теорий предложены модели их
аппроксимаций в районе фронта волны сжатия.)

Нет сомнений в том, что такие «новые» напряженные состояния бу-
дут установлены и в оболочках.

в. Кроме асимптотики в теории переходных волновых процес-
сов нашли плодотворное применение и другие асимптотические методы
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выявления элементарных (описываемых, приближенными уравнениями)
напряженных состояний. Здесь в первую очередь следует отметить
метод перевала и прифронтовую асимптотику (s~>oo, s па-
раметр преобразования Лапласа) или метод асимптотических лучевых
рядов. Однако, с другой стороны, эти методы могут быть отнесены к спо-
собам приближенного интегрирования уравнений (см. § 6 п. 4).

2. Разработано большое количество формальных методов приведе-
ния трехмерной задачи к двумерной при напряженных состояниях, до-
статочно медленно изменяющихся по толщине плиты или оболочки.
Комбинированием этих методов, выбором новых аппроксимирующих
функций, увеличением количества сохраняемых членов и другими спо-
собами могут быть получены еще многочисленные варианты прибли-
женных теорий. Однако это направление исследований никак нельзя
считать актуальным, пока не найдены строгие способы оценки точности
и границ применимости предлагаемых теорий.

Вопросы точности и применимости вряд ли могут быть исследованы
сами по себе, без изучения основных проблем А, Б, а, возможно, частич-
но и В, которые в настоящее время мало исследованы даже в рамках
простейших теорий. Поэтому было бы целесообразно перенести центр
тяжести исследований с составления уравнений на их анализ и приме-
нение.

Кроме проблемы оценки точности и применимости, в двумерных тео-
риях существует еще ряд других не вполне ясных вопросов, из которых
отметим следующие:

а. Вопрос о значении дополнительных интегралов (волн), появляю-
щихся при повышении порядка дифференциальных уравнений: являют-
ся они добавочным продуктом или же принципиально расширяют об-
ласть аппроксимации трехмерной теории? По имеющимся данным, ответ
зависит от метода приведения, порядка уравнений и т. д.

б. Какого порядка модели наилучшие с точки зрения вопроса (а)?
Существуют ли модели более высокого порядка, чем теория типа Тимо-
шенко, при которых обосновано использование всех интегралов?

в. Важен ли гиперболический тип системы уравнений модели, если
он призван приближенно описывать определенного вида напряженное
состояние? (На первый взгляд этот вопрос кажется неразумным, но при
изучении волновых процессов гиперболический тип уравнений способ-
ствует наглядности, особенно при рассмотрении отражения волн от
опор.)

г. Как следует подбирать обоснованные краевые условия для урав-
нений, полученных методом степенных рядов?

д. Почему теория типа Тимошенко очень хорошо аппроксимирует
диаграмму первой моды xi(co) при любых частотах, хотя распределение
перемещений и напряжений по толщине объекта аппроксимируется
хорошо лишь при сравнительно небольших частотах? Имеет ли это явле-
ние какую-либо энергетическую основу?

3. Заслуживало бы внимания применение методов функционального
анализа к изучению проблем замены заданного оператора упрощенным,
являющейся основным матем,этическим содержанием вывода прибли-
женных моделей. (Это направление очень слабо развито и в статике.)

6.3. Состояние исследования проблемы Б. Если в статике оболочек
существует ряд установленных «рецептов» расчленения напряженного
состояния и применимости уравнений элементарных напряженных со-
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стояний (хотя существуют и нерешенные проблемы), то в динамике мож-
но в настоящее время назвать лишь некоторые результаты весьма част-
ного характера:

1. При изучении (на основе трехмерной теории) волновых процес-
сов деформации плиты и круговой цилиндрической оболочки, завися-
щих от одной координаты срединной поверхности, прифронтовые части
головных волн сжатия и сдвига можно приближенно описать асимптоти-
ческими (лучевыми) рядами, которые могут быть построены путем раз-
ложения изображения Лапласа по целым отрицательным степеням пара-
метра преобразования.

2. При изучении переходных волновых процессов изгибной дефор-
мации плиты достаточно далеко от источника (по-видимому, несколько
толщин) при достаточно больших значениях t теория типа Тимошенко
применима за условным фронтом поверхностных волн Релея (от окрест-
ности этого фронта до фронта волны сжатия она не применима); область
применимости теории Кирхгоффа несколько уже; в области их приме-
нимости доминирует вклад первой моды точной теории.

3. В переходных волновых процессах продольной деформации
стержней при достаточно больших значениях времени t в области
х < cot -j- Я (со скорость распространения волн в элементарной тео-
рии плоского напряженного состояния, Я величина порядка толщины
или диаметра объекта) доминирует вклад первой моды, который в мало-
частотной части аппроксимируется элементарной теорией продольных
волн.*

4. При плавно распределенной тангенциальной краевой нагрузке,
приложенной к неасимптотическому краю, в круговой цилиндрической
оболочке (а, быть может, и в произвольных оболочках вращения, не
имеющих особых точек) вне зоны простого краевого эффекта домини-
рует напряженное состояние с малым показателем изменяемости, кото-
рое при некоторых о/оворках может быть аппроксимировано безмомент-
ной или же полубезмоментной теорией [3 - 35 ’ 3 -36].

6.4. Состояние исследования проблемы В. На основе трехмерной тео-
рии доведены до численных результатов некоторые задачи для бесконеч-
ной и полубесконечной плиты; на основе приближенных теорий ряд
задач для плиты и отдельные примеры расчета круговых, цилиндриче-
ских, сферических и конических оболочек. Во всех исследованных
задачах волновой процесс зависит от одной координаты срединной по-
верхности.

Относительно методов решения отметим следующее:
1. До сих пор основным методом решения является метод интеграль-

ных преобразований.
2. При изучении переходных волновых процессов в плитах на основе

трехмерной теории упругости пользуются методом двукратных инте-
гральных преобразований, который применим при краевых условиях оп-
ределенного вида. Представляла бы большой интерес, разработка мето-
да для других видов краевых условий.

3. За исключением некоторых простейших случаев, методом инте-
гральных преобразований получены решения в виде контурных инте-
гралов, которые не удалось обратить точно. В связи с этим использован
ряд приближенных методов обращения.

* Аналогично обстоит дело в случае деформации плиты в своей плоскости; сле-
дует лишь заменить с 0 на величину с* (4.6).
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а. В прифронтовой части головной волны сжатия в трехмерной тео-
рии и первой волны в теории типа Тимошенко при расчете плиты при-
менено разложение изображения Лапласа по отрицательным степеням
параметра преобразования. Как уже отмечалось, этот способ применим
и в случае круговых цилиндрических оболочек и, по-видимому, допускает
обобщения и для других видов оболочек.

б. Различные варианты метода перевала нашли применение при по-
строении асимптотических при t-+ оо решений с учетом вклада седло-
вых точек на мнимой оси комплексной плоскости параметра преобразо-
вания. В случае дифференциальных уравнений с постоянными коэффи-
циентами методику можно считать разработанной, но представляет ин-
терес проблема применимости результатов в случае конечных значений
t. Особое внимание заслуживает обобщение этого метода на случай
дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами, что,
кстати, требует обобщения таких классических понятий, как, скажем,
групповая скорость.

в. В рамках теории Тимошенко {а также уточненных теорий про-
дольной деформации стержней) применен метод численного интегриро-
вания по берегам срезов комплексной плоскости параметра преобразо-
вания Лапласа. Метод оказывается эффективным при малых (соизмери-
мых с толщиною или диаметром объекта) значениях х и C\t. При увели-
чении х, сit возникают вычислительные трудности, связанные с быстрой
осцилляцией интегрируемых функций. По своей идее к этому методу
близок способ разложения оригинала по степеням безразмерной прост-
ранственной координаты, который применим при малых значениях
последней.

г. Заслуживает большого внимания поиск новых методов обраще-
ния, особенно таких, которые при аналитической подготовке малого
объема удобны для программирования. В связи с этим уместно напом-
нить о методах обращения, основанных на аппроксимации изображения
Лапласа в равноотстоящих точках на вещественной оси или на парал-
лельных ей прямых. Один пример применения такого метода уже
имеется [ 3 - 36].

Определенные перспективы имеет также численное интегрирование
по контуру, отыскиваемому электронной вычислительной машиной через
седловые точки мнимой оси на основе условия неизменности мнимой
части изображения. Таким путем, по-видимому, удастся оценить область
практической применимости стандартных формул метода перевала и
расширить ее.

4. При решении конкретных задач до сих пор сравнительно мало
применены энергетические методы и методы конечных разностей. Однако
развитие вычислительной техники, с одной стороны, и развитие теории
стабильности и погрешностей расчетных схем, с другой, делают методы
конечных разностей особенно перспективными. Поскольку существова-
ние двух систем характеристик (имеются в виду двумерные теории)
усложняет применение метода характеристик, то, возможно, более под-
ходящим становится метод сеток. При его применении в простейших за-
дачах, сформулированных на основе двумерных теорий, существует воз-
можность заранее выяснить аналитическими методами характер раз-
рывов на фронтах, что, в свою очередь, дает возможность для исполь-
зования более точных расчетных схем. Вычислительная погрешность
может быть уменьшена с применением автоматически изменяемого шага.
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6.5. Некоторые проблемы общего характера.

а. Выше рассматривалась теория распространения волн в идеаль-
но упругих плитах и оболочках (т. е. без учета внутреннего поглощения
энергии), имеющих идеальные опоры. Хотя имеется ряд эксперименталь-
ных работ, подтверждающих практическую применимость такой теории,
представляет большой интерес выяснение роли этих допущений. Сущест-
вующее в настоящее время небольшое количество работ, посвященных
этим проблемам в случае плиты, позволяет лишь выразить мнение, что
эти факторы в первую очередь «сглаживают» резкие фронтовые разры-
вы и «пики».

б. В связи с проблемой (а) возникает более общий вопрос; какими
должны быть (в будущем) уравнения распространения волн в твердых
телах? Привлечение уравнения теплопроводности, равно как и некото-
рые другие известные приемы [6 - 3- 6 -7], превращают систему уравнений в
параболическую, что противоречит факту конечной скорости распрост-
ранения возмущения.

в. При математическом моделировании физических краевых усло-
вий и действительной нагрузки возникают серьезные трудности, осо-
бенно при применении трехмерной или уточненных двумерных теорий.
Помимо других сторон этой проблемы представляет интерес дальнейшее
исследование возможностей использования принципа Сен-Венана в ди-
намической теории упругости и изучение влияния деформации конст-
рукции, окаймляющей оболочку.

Наконец, представляет большой интерес установление обоснованной
области применимости геометрически линейной теории с одновремен-
ным выявлением возможных упрощений для области применения нели-
нейной теории. Существует перспектива, что в областях плоскости вре-
мя-координата, где линейная теория неприменима, достаточно ис-
пользовать нелинейную теорию типа Тимошенко.
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L. AINOLA, U. NIGUL

PINGELAINED ELASTSETES PLAATIDES JA KOORIKUTES
Artiklis antakse ülevaade uurimustest, mis lineaarse elastsusteooria baasil käsitlevad

pingelainete levikut plaatides ja koorikutes. 1 osa on pühendatud plaatide ja koorikute
ligikaudsete teooriate väljatöötamise meetoditele ja rakendamise tulemustele. II osa
käsitleb lainete leviku protsesside teoreetilise uurimise metoodikat ja tulemusi ning
sisaldab ülevaate kaasaegsetest probleemidest ja nende uurimise mõningatest perspek-
tiividest.
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L. AINOLA, U. NIGUL

STRESS WAVES IN ELASTIC PLATES AND SHELLS

An attempt is made to give a survey of the world literature (365 references) on
the linear theory of stress waves in elastic shells and plates. The bulk of the paper is
focussed on transient wave propagation. Several theories and methods of analysis are
considered, the most important results described, unsolved problems shown "and the
nearest prospects discussed.

The conditions under which it is important to investigate the transient wave propa-
gation in finite plates and shells used in technical application, are pointed out in the
introduction, where the difference of the problems of transient wave propagation in
finite plates and shells from those in geophysics is concerned, and some other general
problems dealt with.

Part I is devoted to approximate theories or “models”. § 1 deals with methods
of the derivation of approximate theories. Several analytic, asymptotic and energy
methods are classified, described and discussed. The results concerning the estimation
of the error of the Kirchhoff-Love theory, obtained by asymptotic methods, are mentioned.
A generalization of the Timoshenko type theory for arbitrary shells is presented. In
§ 2, the approximate equations for plates, circular cylindrical shells and spherical shells
are discussed.

Part II is devoted to wave propagation. In § 3, integration methods are described.
The Fourier method is treated mostly from the point of conditions restricting the field
of its practical application. Particular attention is paid to the one- and double-transform
methods, particularly to the problems of an approximate evaluation of the contour
integrals. The energy method as well as characteristics and networks methods are also
concerned. The recent developments in using improved variations of the networks method
are described in brief. § 4 is devoted to the modes of wave transmission. A survey of
the investigation of Rayleigh-Lamb equation roots and group velocities is presented,
and some information on displacements distribution in the thickness of the plate is
given. The modes in approximate theories of plates are also dealt with. For the circular
cylindrical shells, the results of the mode research on the basis of three-dimensional and
two-dimensional theories are discussed. Some illustrations to § 4 are given in figures

I—B.1 —8. § 5 is devoted to the results concerning transient wave propagation. The investi-
gations on the basis of the approximate theories as well as on the basis of the exact
theory are considered. Some numerical results are given in figures 9—116. Among them
are recent results for the finite Timoshenko plate (figs. 10—113) and an illustration to
the three-dimensional networks method (fig. 15). The critical conclusions on approximate
theories and methods are made and the conditions restricting their application are shown.
In § 6 an attempt is made to formulate and discuss the principal problems. Some
generalizations of the known results are presented, a number of unsolved problems,
shown and the prospects discussed.
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	Рис. 4. Диаграмма групповых скоростей симметричных мод плиты; h полутолщина плиты. (Из работы [4-27]).������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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	Рис. 12. Диаграммы безразмерной поперечной силы Q при переходном волновом процессе деформации плиты-полосы (по теории типа Тимошенко), нагруженной погонной нагрузкой Р= 2Н (t) вдоль линии |= 0. (Из работы J 3�ержащего 5% Pd на силикагеле марки ШСК; температура реактора 340°; длина колонки 3 ж; диаметр 6 мм\ наполнитель колонки полигликоль 4000, 20% от силоцеля, температура 150°; расход аргона '—'4o мл/мин-, давление 1,39 атм. Условия хроматографирования катализата фракции А см. рис. 2. Названия идентифицированных компонентов см. в табл. 3. Рис 2. Хроматограммы первых фракций фенолов (слева) и их катализатов (справа). Фракции: А 195—21 Г; Б 217—222°; В 222—224°; Г 227—235°. Условия хроматографирования фенолов; длина колонки 6 м; диаметр 6 мм; наполнитель колонки апиезон L, 15% от хромосорба W; температура 170°; расход водорода 85 мл/мин-, давление 1,6 атм. Условия катализа и хроматографирование катализатов: 2 мл катализатора, содержащего 5% Pd на силикагеле марки ШСК; температура реактора 340°; длина колонки 6 м; наполнитель колонки полигликоль 4000, 20% от диатомита; температура (кроме фракции А) 180°; расход водорода 60 мл/мин; давление 2,5 атм. Температура при хроматографировании фракции А 200°. Названия идентифицированных ком
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	Рис. 2. Регистр из сорока ячеек Хэлкена. Размеры регистра 60:Х 34 Xl6 мм.�раметрическим диодом; 2 скрещенные катушки; 3 модуляционные катушки; 4 усилитель высокой частоты; 5 фазовый детектор; 6 усилитель низкой частоты; 7 диодный ограничитель; 8 фильтр; 9 выходной каскад усилителя низкой частоты; 10 фазовый детектор; 11 кварцевый генератор низкой частоты; 12 —■ фильтр; 13 фазовращатель; 14 выход высокой частоты; 15 электромагнит.�����
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