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Т. СЫРМУС

Настоящая статья является продолжением статьи [3}, в которой мы указали, что
цва основных встречающихся вида теоремы Мерсера (теоремы IиII из [ 3]) не тож-
дественны. В связи с этим интересно отметить, что результаты, получаемые при обоб-
щении теоремы Мерсера на случай двойных последовательностей, различны в зави-
симости от того, которая из теорем I и II или ее обобщений берется в основу. Целью
настоящей статьи является показать, в чем состоит различие этих результатов и
доказать ряд обобщений теоремы Мерсера для двойных последовательностей.

Пусть Р*'л факторизирующаяся матрица преобразования двойной последова-
тельности в двойную последовательность и Е —■ матрица тождественного преобра-
зования.

Мы будем называть преобразование последовательности, определенное матрицей
вида Х£+(1 — X) P a"J , двучленным преобразованием Мерсера Ра . Анало-
гично назовем преобразование последовательности, определенное матрицей вида
ХIХ2Е + (1 — M)Ä,2P a, °

+ (1 —Я2 )Р + (1 —М) (1 —Х2 четырехчленным пре-
СС 3образованием Мерсера Р .

Для случая четырехчленного преобразования * Мерсера Я1 , 1 имеются два дока-
зательства теоремы Мерсера, принадлежащие одна Мерсеру [Щ, а другая Раману-
жану [l4}. Они доказывают теоремы, отличающиеся друг от друга так же, как наши
теоремы I и II из [3].

Теорема Мерсера для двучленного преобразования Мерсера взвешенных сред-
них Рисса, а следовательно, и для преобразования Мерсера Я?. 1 доказана в [а].

Из [2 . 14] и результатов настоящей статьи следует, что в основе теорем Мерсера
а 3для четырехчленных преобразований М— Р 1 лежит теорема II из [3| или ее обоб-

щения, а в основе теорем Мерсера для двучленных преобразований М ле-
жит теорема I из [3] или ее обобщения.

В первом параграфе нашей статьи мы введем символику, приведем необходимые
нам теоремы и докажем ряд лемм. Во втором параграфе докажем теорему Мерсера
для двучленного преобразования Мерсера ограничиваясь факторизирую-
щимися преобразованиями Хаусдорфа. Здесь же дадим следствия доказанной тео-
ремы. В третьем параграфе докажем теорему Мерсера для четырехчленпых преоб-
разований Мерсера —С и Мерсера .

* Определения методов Гелдера На ''' даны в {B } и [9 ], Чезаро Са в
[B ] и Il3 ], Хаусдорфа (Я, цкl ) в I7] и [ l4], взвешенных средних Рисса {R, pk i)иll ]-
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1. Следуя Адамсу [ s], обозначим факторпзирующиеся преобразования Хаусдорфа
символом (H,\xk ) © (Н, V/) (Я, pk{) , где М*/ Матричные методы будем
обозначать через Л ={amnk {) и т. д., а обратные им, соответственно, через Л- 1 = {a'mnki)
и т. д. Для конечных разностей воспользуемся общепринятыми символами. Следуя
Гамильтону [ lo], пусть b класс ограниченных двойных последовательностей,
с■— класс сходящихся двойных последовательностей, Ьс класс сходящихся и огра-
ниченных двойных последовательностей.

В настоящей работе нам нужны следующие теоремы.

Теорема 1.1. (Польняковский [']).

В случае методов *С*и Н*. са— 2, 3 существуют постоянные, соответственно,
Яа и такие, что из условия

lim ( Xs n +(1 X)tn )= А,
П

где tn означает, соответственно, С* или Я“, следует lim sn h тогда и только тогда,
П

когда к> Х а или X>Яа . Обе последовательности, (Х а } и {Аа }, являются возра-
-1стающими при а> 2, неотрицательными и сходящимися к значению ■

Справедливы следующие асимптотические представления:

' 1 л4
К~ 2 48 Iп2 а ’

СОь -j о
м а \ пг

. я 2 Ъп1 + eos* -

1 а

Теорема 1.2. (Адамс р], теорема 1L).
Если А' и А" регулярные методы простых последовательностей, то метод

А Л'o А " регулярен в этом классе двойных последовательностей, А-преобразованил
которых ограничены.

Теорема 1.3. (Адамс р], теорема 7).
Если А' и А" обратимые методы простых последовательностей , то метод

А Л'o А" имеет обратный метод вида А- 1 (Л')- 1 © (Л")- 1 .

Докажем теперь следующие леммы.
Лемма 1.1. Если (Н, ц lПп)-преобразование последовательности {smn } ограни-

чено, а метод [Н, p mn)~ l сохраняет ограниченность, то и сама последовательность
{smn } ограничена

Доказательство. По условию метод [н, ——] сохраняет ограниченность,
\ M-m/i I

следовательно, существуют такие постоянные L и М. что

и, кроме того,

* Определения методов Чезаро С2 и Гелдера Яа даны в [4 ]; символ lim х п озна
п

чает Игл хп .
П-* со

тя j

2 (?) (?) лт ~ь - ,, ~‘

-^\<L <-• "=о-
k,l 0 l



О некоторых обобщениях теоремы Мерсера .. 39

т,п

IWI = 2 (?)(?) ‘'"‘-‘•'-ЧЛ! «И К« = 0,1,2 ),

k,l =0
а поэтому

/и, п I

!»«.!< 2 (?)(?) *"■*"■' TÜ 1 («• “=«• '•

к.l =0

что и требовалось доказать.

COS

Лемма 1.2. Если Я> Яа , где Я а = и а= 2,3,...,
1 4- cosa

1 а

1
то последовательность Хаусдорфа p k 2 регулярна.

Я+ {1 —Я) —-

(А4- 1)а

Доказательство. Из теоремы 1.1 следует, что метод ЯЕ4~(l Я) На

при Я> Яа равносилен тождественному. По теоремам 209 и 208 из [ 4] это означает,

что при сделанных относительно Я и Яа предположениях последовательность
1

V регулярная последовательность Хаусдорфа, что и требова-

(TfTp.
лось доказать.

Нижеследующие две леммы доказываются аналогично. При этом в доказатель-
стве леммы 1.4 используем вместо теоремы 1.1 теорему 3.1 из [ 3].

Лемма 1.3. Если Я>Я а , где 'ка ппределено как в теореме 1.1 иа= 2,3,..., то

последовательность Хаусдорфа = у— регулярна.
Я-f (1 Я)

Лемма 1.4. Если Я>o и o<а < 1, то последовательность Хаусдорфа
1

р,А,
’— j регулярна.

Я+ (1 —Я)} (Л + 1)“
*

2 В этом параграфе докажем для методов Хаусдорфа вида (Я, , Vj)=
(Я, Pf,i) следующее обобщение теоремы Мерсера.

Теорема 2.1. Если Я>О, h 00, последовательности Хаусдорфа {\ik) и {vj}
абсолютно монотонны и удовлетворяют условиям lim A mp.0 = limA«vq = 0 и HoVo=l,

m n
то из равенства *

m— I,я 1
b ' ]L m

n
{XSmn+(l ~X) 2 ('V) ("t 1) A rn - l - k ’ n- l ~l№i ski)=b

k,l =0
вытекает b-lim smn —h.

m,n

* Под символом b- lim Smn =S мы подразумеваем lim Smn = S при Smn =o{ 1).
т,п " т,п
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Доказательство. Пусть
= (2-И

или
т,п

t mnkl Нkl {I —l,/* 1 . (2-2)
О

где
пип

hmnkl (*) (Г) n~ l Ц# и Нтп
~ 2j hmnklskl ( 2 -3 )

Ы=0

Ввиду леммы 2.1 из р] результат обращения равенства (2.2) имеет вид

т,п

2j 7 mnkl lkl
И _ *.f=o ( 2- 4 >
«« ’

У mnkl
к, 1=0

где утптп произвольная величина, а остальные утпы определяются системой
п

2 v™,©4'-» — = 0(s = 0,1, 2 п- 1).
1= S

т

2 =О(5=O, 1, 2 ш-1),
k—r-

пип 1 1 J2 (?) (J) 4* '' +Т" Vm«. r+l,s+l = 0
k,l =r,s

(r = 0,1, 2, m—l; *s = 0,1, 2, .... n —l).

Из леммы 2.1 [2 ] также следует, что

V -

ЯУо
v-’ (25)

в котором у0 = утптп.

1 —я
Обозначив с = —- , приведем полученную систему к виду

= Го (» =O,l, 2 п—\),
l=s

т-l

V У ОТ„»„(РЛ‘- Г —

=-(?)/ (r =O. 1, 2 ш-1), (2.6)
/ 1 Л* /•

k r
m—hn—l , I

I 2 Y„„« *vs {') (*) J*-'. *-—=*v, Vo (?) (?) Л-'-
k,l =r,s

cpr Vs y mni r+h s+x (r =O.l. 2, .... m—l; s=o, 1, 2 «— И-
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Выделяя из (2.6) систему
я — 1

j ,

2 Vm „mi©A'-s -=-© /l”-s -r0 (5 =O,l, 2 n-n
1=s

и сравнивая ее с системой (2.9) из [ 3], мы видим, что эти две системы тождественны.
Это же справедливо для системы

т-\

2 V,„„4„ (г) А‘~ г
—= (”) А m “ r —и(г = о, 1.2 ,

т-1).
k=r

Следовательно, решения этих двух систем совпадают с решением системы (2.9)
из [3], т. е. имеем

V»..l=Vo-(;)4"-'4 «= 0. 1,2, .... л —1),
Л

(2.7)

Ymnte =Yo .7- (* ) (fc =O, 1,2, ... .т -1).
Для решения оставшейся части системы (2.6) представим искомое ymnki суммой

двух слагаемых, т. е.

\mnkl У mnkl’ ' (2-8)

требуя, чтобы слагаемые удовлетворяли системам
т I,и—l

2 Х*М (J) О =г, (?) С) А"-'.
k,l = r,s

(2.9)
(г =O,l, 2, ..., m— l; s=o, 1,2,/.., п —l)

и
7Я —l, п— 1

vs (/•) (5) r‘ sи, v с9r V 5 Ут п,г-\-\ , s+l
k,l=r,s ‘ Г S

(2.10)
(г =O, 1,2, ..., т —l; s =O, 1,2, п —l).

***

Решение систем (2.9) имеет вид

Xmnkl= Yo TrV n~l v /
1 ГП Vn

(2.11)
(ft =O,l, 2, ..., m—l; /—O, 1,2, ..., n—l).

Находим это решение аналогично тому, как было найдено решение системы
(2.9) из [3].

Путем элементарных, но объемистых вычислений можно показать, применяя
формулу (1.3) из [3], что решение системы (2.10) сводится к решению следующего
ряда систем;

а) первая группа систем получается при г= 0,1, 2, ..., т —l из системы

2 Y™, V, © А'- 1=- 2 Y mnrl vs © Дl-» 1-

l= s
,S

l=zn —{m r)-f-l

m 1
C (r) Г Утп, s-f-1 i s > n i m , ))>

k r
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б) вторая группа систем получается при s=n —m, п —(m —1),
..., п —l из

системы
т~ (n —s) т 1

2 Ym bks V-r ( г )№- г 2 Ymnks\i ]ГГ ~k r k~m —(/г s)+l

/7—l

-c\ir 2 Ö l~s vs y mn> r-f-1, i+\ (r =о,l, 2, ..., m— (n s)).
l= s

При получении этих систем сделано предположение n>m, что, конечно, не
ограничивает общности.

Решая полученные системы аналогично тому, как была решена система (2.10)
«з [3], можно путем элементарных, но объемистых вычислений доказать, что система
(2.10) имеет следующее решение;
а) при &= 0,1, 2, , т —l

m— 1, n— 1

a,T =fr. /

• -y i )^-
(,+

+ iQ4t - ,
»i + (2.12)

/и —2, /I 2 m —1, л— 1

-^2 ro 2 2 -i.+i)'i*4'+,v.+ i (~+,) <1'"“,+ 'ч+л‘)л--* "v
Oj =A’ cr =aj-J-l ‘ m
~X=' X=Ti+l

• (4iM’ _~+ 1)
*t+l(^+i)iT- K+\+l (?) i"-'»,-

m— 3, n— 3 m—2,/? 2 m —1, n— 1
c3 "o Zj Zj / j —( m \ A m—(“+ 1) ii / 0 \

.

*-*. J. , a Va+ Да + lUj + ll’
?2~ k aj=a2+ 1 j=aj-f- 1 "rn
x2 / xx=x2 -j- 1 ' ="i -j- 1

. ф J--v, • (4.) 4-‘, +,4+I (-Д i) +|Ч+.W •

.

+ i (j.) ä~--~ ,
Vl+.. .

n —( m — k) n 1

- •• + (—i) m~*c т ~к
iim _ x 2 2

rm-{k+l) = 1 Tm-(k-\-i)— Tm-{k-J t-\) Jr^
/7-1
V ( n + ( т Л /I"— ("1+ 1 ).,2j v u+i> a »,x+i4+i ,d ••

X=:X J+ 1

( *//7-<Ä-f 2) \ /«- (* +2) -( T
«-( ft+ 1)+ 1 )

+l /fm _(Ä+l)\ A Tm-(k+l)~ lv\гя_ (А + 1)+ Ч Г/77-(А-+1) +l \ l I l

(/ = 0.1.2 n —(m —k) );
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б) при /= О, 1,2, .... п 1
т

У т,и =-суо 2 »
(4,)4

ст, --==*, / ‘ W

(2.13)

tn —2,л 2 те —l, л—l
+с2у° S 2 ~(4 1)^-<’.+ ,)^+1 (ai;i)^- (^i)^i+l(?)^-v,*

a 1 = k <1=0!+ 1
-Ej =/ ' = 'l+ 1

• ~<4.) (t+ll
»,+. к.;,) +.-<?> 4---4-

m —3, л—3 те —2, n —2 tn —l, л i

-

_c*ro 2 2 2 („^or-Kv.+l (04,)<г-<-+% .

o2=* oj=02-fo2 -f 1 o=oj + l > am 1 ‘
~2—l -cl ='t2- i“ 1 T=Tl -j-l

- (4,)4"^+ I'v,+ i -

те—-(я Q те —(я /)4 1
+(— 70 гл-1 2 2

«„_(/+!)
= А ön-{l42) =:(7n-((41) +1

o=Oj4- 1

. I 3 \ Л3—(°1+1)
~ / °tt —(l+2) \

_/ +П(-+ I)J ""‘+ l U,_(,+„+>) (».-(i+i)+ )^_((+1)+1

lan-(l+\)\ дО п-(1+1)~ к
а [к =О, 1,2,..., т—(п —0).

\ k I k

Получив при помощи равенств (2.4), (2.7), (2.8), (2.11), (2.12) и (2.13) обратное
преобразование преобразования (2.2), найдем результат обращения равенства (2.1),
обозначая элементы матрицы, определяющей получаемое обратное преобразование,
через b'rrnk i. Учитывая (2.1) и (2.3), имеем

Р-Я Р’Ч Р’Ч У Ытп
spq pqmntmn 2( 2 pqkl j tnuv (2-14)

m,n=0 tn, n— 0 ' k, /= tn, n \ Уklmn
tn, n =0

для которого величины b'ppmn легко вычислить из равенства (2.1), если учесть фор-
мулы (2.4), (2.7), (2.8), (2.11), (2.12) и (2.13). Именно:

!
0 thnmn у >
b 'mnml 0 il^o’ 1 - 2,..., tl— 1).
b'mnkn-° (А = 0,1, 2, ..., т— 1),

'яя/н-I,я-1 ; 6 М’т— 1, 1 л—l,
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l'™u-l=-‘VI(TV-l -‘|i, (4 =O, I, 2,..., т-2).

Ь‘тп.«1-I.l= —«(*«_! ("7 1 ) Ьп-'-lv,I, 2,..., п —2),

b wn/fe/ “ vn— 1 7 ОТ—j, л— l, /?/ 0» 1. 2,..., п (m к) ;
/о к— 0,1, 2,, т —2),

b'mnkl = vn —1 У т—\. л—l, А/ (* =°- 2 - ••• - m— (rt — /);
7о

/=0,1, 2, .... п —2).

где Ym— 1, л-i. kl определены формулами (2.7), (2.11), (2.12) и (2.13).
Мы видим, что 1) b'mnki полиномы относительно параметра с и 2) перед чет-

ными степенями параметра с стоит знак +, перед нечетными знак —.

Зависимость элементов b'rnnkL и величин \mnki от параметра с обозначим через
b mnkl b mnkl ( с ) и Y mnkl = Ymnkl ( с )'-

Покажем теперь, что последовательность {tmn } из (2.1) может сходиться только
тогда, когда сходится {smn}. Для этого убедимся, что условие (7) теоремы 2.2 из
[ 2] не. выполняется, т. е. что

Рассмотрим здесь два случая.

1) Пусть с< 0, т. е. Я.>l. По формулам (2.15) и замечаниям, сделанным отно-
сительно этих формул, ясно, что в этом случае b' mnk Из (2.14) теперь сле-
дует, что

p,q p< я p,q p,q Уытпs |*WJ= 2 »'««= 2 2
m,n=0 m,n=0 m,n=ok,l=m,n Уklmn

m, n =0

p ' q k ' l Уытп
p ' q

=2 2 2
k,l =0 m,n=0 Уklmn k,l=o

m, n= o
р. q

ибо hpqk i— 1 по условиям нашей теоремы. Но это и приводит к (2.16).
к,l =0

2) Пусть с> 0. т. е. 0< X < 1. В этом случае

что вытекает из (2.15), и мы получаем

p,q Р'Я ря р-q Уытп (— с )

Š I 2 ь'птп(-с)=2 2 - =

т, п=o т,п =0 т,п=0 к,l=т,п ■" )

т, п =0

vn Уklmn (
|~2j Л, 2j % c)k,l= o m,n~-0 Уklmn \ L >

m,n=0

пип
SUP У] !b, ( 2- 16)
т' п

кЛ О
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Это также приводит к (2.16). Следовательно, последовательность {tmn} е Ьс только
тогда, когда {smn} 6 с. То, что {smn } е Ь, вытекает из (2.16) и леммы 1.1. Этим
теорема доказана.

Так как последовательности Хаусдорфа для методов Я и С а"‘ при а, (3 > О
удовлетворяют условиям нашей теоремы* 2.1, то понятно, что имеют место две
следующие теоремы.

Теорема 2.2. Если X> 0, h ф oo , а, j 3 > 0 и

ь-ш (**„,„+О-ЧСД _,)=*.
m. п *

ТО

ö-lim s mn
=' h.

m,n

Теорема 2.3. Если X> О, hфоо , а, J 3 > О и

то

Ъ- lim smn =h.
m,n

Этим доказаны обобщения теоремы 1.1 из настоящей статьи и теоремы 2.1 из
[3] для двойных последовательностей.

3. В этом параграфе мы покажем, что в основе теорем Мерсера для четырехчлен-
ных преобразований М— На М С*' J лежат теоремы 3.1 из[ 3 ] и 1.1.

Теорема 3.1. Если а, (3 =2, 3,..., кф oo , Яl >Яа , А,г>Хр,
где Ха н Яр определены в теореме 1.1 и

Ь- Пт (Я. X2 smn^{l-Xl )X2 C (1 -Я2 )Я. СЦФ (1 - Я,) (1 --2 )Ca
hfn )=hJ

m,n

ТО

&
' lim s mn

~h’
m, n

Доказательство. Покажем, что преобразование tmn последовательности
ismnh где

*шп = Ч sm,+(1 - h)l,+X, (1 - li)+ (I - Я,,) (1 -
(3-1)

является (Я, ртп ) -преобразованием, которое определено нижеследующей матрицей
Хаусдорфа:

= (3.2)
где

'
,

, 1—ЯгVm *•!+
( т+а.,Vа >

_

-

, 1-^
\ п М-Г •

* См. конец § 2 из [ 3].
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Для этого вычислим произведение (3.2)

(нд,+ т) 0 (НД! + ?Д)) =

= | (?) im ~k (/1 + )) © ( (?) А"-' (-'2 + =

= (X,£I .°-f(l-Xi)C“.0) О (Я2£°.Ч- (1-Я2)С°.Р}=
= Я,I 'Я«£4-:(1 ЯОО,о+ >.,(1А—2)СO.Р+(l -~А,)(1 АДО+

где £lO и Я0 - 1 матрицы тождественного преобразования простых последователь-
ностей.

Поэтому преобразование (3.1) перепишем в виде

tmn =2(ä ) О Ьт~к- | Skl (33 )

и отметим, что матрица, обратная матрице (3.2), имеет вид (Я, -- |О(Я, —V как
\ Е'щ J \ vn J

это следует из теоремы 1.3.
Нужно показать, что метод (3.2) не может суммировать расходящиеся последо-

вательности, т. е., что из ограниченной сходимости последовательности (3.3) выте-
кает сходимость {smn }. С этой целью произведем следующую оценку:

т,п

У0(7) л—*.-1-1 J J
1—Aj 1— Я2

(3.4)
т

= S <"> Ьт • У (,") А-' < Ki • Ks,
к= 0 - I 1~+ I л I 1~ +

, + (‘Г) + <Т)
(т, гг О, 1,2...)

что вытекает из леммы 1.3.
Ввиду условия (3.4), заключаем по теоремам (2.2) из [2] и 1.2, что {smn } €с.

То, что {smn }eb, вытекает из (3.4) и леммы 1.1. Равенство ö-lirn tmn = ЬЛ\т smn
т,п т,п

теперь очевидно.

Теорема доказана.

Аналогично можно доказать нижеследующие три теоремы, применяя при этом
вместо леммы 1.3, соответственно, леммы 1.2, 1.4 и одновременно IJ2 и 1.4.

1
,

1Теорема 3.2. Если h Ф со, а, р=2, 3, ..., а\\ > 2
—

г А2 > j— и
I+rös el

а
, Р

b-lim (№ swn +(1 - Xi) Х 2 Н%°п +А, (1 - Х 2)НЦ +(1 - Я,) (I - Х2) Na J )=h.
HÜTI

ТО
ft-lim smn =h.

ГПуП
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Теорема 3.3. Если Л-i >O, Я2 >O, h фoo , o<а < 1, o<p < 1 и

b-\ im (ХД2 smn +(1 - M WC+ h(1 - ЫН°£п +(l—h) (1 - М/С* )= h,
m, n

TO

b-\\m smn r=h.
m,n

1
Теорема 3.4. Если Л] >O, A,2 > j

— ,hфoo,o<а< 1, £ —2, 3,... и
1 +

СOBР £

(M.»«, +(1 - Я.)w/ Й +(1 - MX, н™+(I- Xl) (I -ад ) =

TO

b~ hm smn =h.
ШуП
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MÕNINGATEST MERCERI TEOREEMI ÜLDISTUSTEST
KAHEKORDSETE JADADE JAOKS

T. Sõrmus

Töö olulisemaks tulemuseks on tuntud Merceri jl2 } teoreemi järgmine üldistus;
Kui Я>o, кфоо ja Hausdorffi jadad {|+J ja (V/) on totaalselt monotoonsed ning ra-

huldavad tingimusi lim Am
(x0 =lim A n v 0 =0 ja v o ixo=l, siis võrdusest

m n

m l,n 1

m’ n k,l =0

järeldub, et ö-lim smn —h.
m,n

See teoreem on töös j3} tõestatud teoreemi 2.1 analoog kahekordsetele jadadele ning
temast saadakse erijuhuna Merceri teoreemi üldistused menetluste Ca' ' J ja Яа (а, |3>o)
jaoks (teoreemid 2.2 ja 2.3).

Ramanujan [l4] on tõestanud Merceri teoreemi üldistuste kahekordsete jadade jaoks:

Kui >0 ja 7.2 >O, siis võrdusest

n m m,n
/ Mi-Mv ,П . (1 A-i) (1 я2) \

_

/I+l 2j bfnl 1 m+ l 2j S
" n+ (m+l)(n+l) 2j Skl ) 1

’ v I=o k=o k,I=o

järeldub, et ö-lim smn =h.
m,n

Nagu töös näidatakse, osutub Ramanujani teoreem erijuhuks üldisematest teoreemi-
dest, mis käsitlevad menetlusi Ca 'Pj a Яа ’ si teatud eeldustel а, Pja Я 2 kohta (teo-
reemid 3.1, 3.2, 3.3 ja 3.4).

Tartu Riiklik Ülikool Saabus toimetusse
5. V 1961

ÜBER EINIGE VERALLGEMEINERUNGEN DES SATZES VON MERCER
FÜR DOPPELFOLGEN

T. Sõrmus

Zusammenfassung

Im Artikel wird der bekannte Satz von Mercer [l2 ] für den Fail der Doppelfolgen ver-
allgemeinert:

{fxÄ) und {v/} sei total-monotone Folgen niit den Eigenschaften M- o Vo=l und
lim A m|x 0= lim Art v0 =0; essei Я>o und h ф oo.Dann folgt aus der Existenz von
tn n
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m —1, n 1

Hm и..+(1-ч 2 (VICTV-*" 1 -h
rn ’ n k,l =0

audi die Existenz von ö-lim smn und die Gleichheit beider Grenzwerte.
m,n

Damit ist der Mercersche Satz auch für // a,|S -Verfahren und C a,l< -Verfahren bewiesen.

Ramanujan [u] hat für den Fail der Doppelfolgen eine andere Verallgemeinerung des
Mercerschen Satzes bewiesen;

Essei Aj>o und A 2>o. Dann folgt aus der Existenz von

6-iim (hb s..+ Vs , + ikzMh У s +
(±-k\ü.~b) у \_ hm,n\ mn n+l /j ml+ rn+ l Zj kn+ (m+ l) (n+ l) Zl n

l =o k=o k,l =о

еысЛ die Existenz von ö-lim smn und die Gleichheit beider Grenzwerte.
",

m,n
Es wird noch gezeigt, dass der Ramanujansche Satz bei speziellen Voraussetzungen

über et, (3, Ai und A 2 für und C a’''-Verfahren noch in Geltung
bleibt (die Sätze 3.1, 3.2, 3.3 und 3.4).

Staatsuniversität zu Tartu Eingegangen
am 5. Mai 1961


