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1. Введение

В оптике анизотропных сред представляет большой интерес задача, при кото-
рой среда оптически неоднородна, т. е. когда эллипсоид Френеля изменяется в направ-
лении распространения света.

Эта задача актуальна в кристаллооптике при анализе оптических явлений при
просвечивании стопы двупреломляющих пластинок. С другой стороны, она представляет
интерес в фотоупругости в случае применения метода сквозного просвечивания *.

Для применения метода сквозного просвечивания необходимо выяснить, какие
оптические величины можно экспериментально определить и каким образом эти вели-
чины связаны с напряженным состоянием модели. В работе [‘] было доказано, что
при просвечивании оптически анизотропного и неоднородного тела всегда существуют
два перпендикулярных друг другу положения поляризатора, при которых выходящий
из тела свет линейно поляризован. При этом соответствующие направления колеба-
ния выходящего света также перпендикулярны между собой. Эти направления назы-
ваются характеристическими направлениями. В работе ['] показано также,
что из-за некоторых особых свойств характеристические направления играют исклю-
чительно важную роль при анализе оптических явлений при просвечивании анизо-
тропных неоднородных сред.

На основе аналогии между оптически анизотропной и неоднородной средой и
стопой двупреломляющих пластинок естественно предполагать, что характеристиче-
ские направления существуют и в последнем случае. Как известно, задаче о стопе
двупреломляющих пластинок посвящено много исследований. В общем виде эта зада-
ча впервые была рассмотрена Пуанкаре [ 2]. В работах Джонса и Хурвица { 3 - 6] для
анализа указанной задачи разработан эффективный метод с применением теории
матриц. Некоторые результаты, полученные Пуанкаре, Джонсом и Хурвицем, а также
Ричарцем и Хсиен Ю-хсю [7 ], позволяют предполагать существование характеристи-
ческих направлений и в случае стопы двупреломляющих пластинок. Однако подроб-
ного рассмотрения этот вопрос пока не нашел.

Целью настоящей работы является разработка теории характеристических направ-
лений для случая просвечивания стопы двупреломляющих пластинок.

В . следующих работах автора будет дано обобщение полученных результатов и
рассмотрено применение разработанной теории при решении некоторых задач кристал-
лооптики.

* Методом сквозного просвечивания называется метод, при котором о напряже-
ниях в сложнонапряженной модели судят по оптическим явлениям, возникающим
при сквозном просвечивании всей модели.
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2. Просвечивание двух двупреломляющих пластинок

Рассмотрим просвечивание двух поставленных друг за другом двупреломляющих
пластинок. Обозначаем главные направления первой пластинки (I) хи уи второй
пластинки (II) х 2 , с/ 2 , разности фаз соответственно Ai и А 2 ; (3 угол между соот-
ветствующими главными направлениями первой и второй пластинки* (фиг. 1).

Пусть на первую пластинку па-
дает линейно поляризованный свет
с амплитудой 1, направление колеба-
ния которого составляет с осью х,
угол а\. Обозначаем одним штрихом
световые колебания при входе в дву-
преломляющую пластинку и двумя
штрихами при выходе. Световое
колебание при выходе из первой пла-
стинки выражается уравнениями

х х eos си sin со t,
( 1)

у j sin ai — Ai).
Эллиптическое колебание (1) падает на вторую пластинку. Поэтому целесообразно

привести световой эллипс (1) к главным направлениям второй пластинки. После пре-
образования координат имеем

1 и
Хо lcos 2 ai eos 2 р + sin 2 ai sin 2 р + sin 2cti sin 2P eos Ai) 12 sinfojt wi),

(2)
1 иу2 = (eos 2 ai sin 2 pH- sin 2 ai eos 2 p —ту sin 2ai sin 2p eos Ai) 5 sin(cot w2 ),

где
sin Aitg W 1 = —Г T n—i Г >ctg Oj ctg p + eos A!

(3)
sin Aig 2 ctg di tg P-h eos Ai

Из выражений (2) получим для отношения амплитуд колебаний у!-, и х 2 , которое
обозначаем ** tg а 2 , следующее уравнение:

eos 2а 2 = eos 2ai eos 2р■+ sin 2ai sin 2f5 eos Ai. (4)

Разность фаз, характеризующая выходящий из первой пластинки световой эллипс
относительно главных направлений второй пластинки, выражается соотношением

tg (ш 2 eos Ai eos 2f> — ctg2aI sin2(3 ’
Формула (5) впервые выведена Сенармоном [®].

Разность фаз световых колебаний при выходе из второй пластинки составляет

А2 “Ь А*. (6)

* Положительное направление отсчета углов против вращения часовой стрелки.
** Как известно, отношение амплитуд колебаний у2

г и х2
' характеризуется тем

же углом а 2 .
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18 X. Абен

На основе соотношений (5) и (6) имеем

„ sin Ai eos А2 sin А 2 (eos 2(3 eos Ai —ctg 2ai sin 2(3)
*£ s jn д j sin A2-)-;cos A2 (cos 2(3 eos Ai —ctg 2ai sin 2(3)

Для того, чтобы из второй пластинки выходил линейно поляризованный свет,
должно быть выполнено условие

А2 = тп, (т 0,1,2...). (8)

На основе условия (8) получим из (7) уравнение

sin Aj eos Д2 -f- sin A2(cos 2(3 eos Ai ctg 2aj sin 2(3) = 0. (9)

Положение поляризатора, при котором выходящий из системы свет линейно по-
ляризован, определяется из уравнения (9) формулой

, 9 ,__ sin 2(3 sin А2
asin Ai eos Д2 + eos 2(3 eos Aj sin A 2

где ai в случае А” =ш обозначено через а'.

Из формулы (10) видно, что угол а' имеет действительные значения при произ-
вольных значениях величин Aj, А2 и (3. Следовательно можно заключить, что при про-
свечивании двух двупреломляющих пластинок всегда существуют два перпендикуляр-
ные друг другу положения поляризатора, при которых выходящий из второй пластин-
ки свет линейно поляризован. Так как разности фаз Ai и А2 определены только при
определенной длине волны, то сказанное справедливо в случае монохроматического
света.

Чтобы найти направления колебания линейно поляризованного света, выходящего
из второй пластинки, подставим в соотношение (4) вместо ai выражение а' по фор-
муле (Ю). После преобразований находим, обозначив а2 в случае aj =а' через а".

.* , 0 „
_

+ sin 2(3 sin Ai
~a eos Д] sin A 2 + eos 2P sin Ai eos Д 2

Напоминаем, что угол а" относится к главным направлениям второй пластинки.

Рассмотрим теперь просвечивание нашей системы в противоположном направле-
нии. Аналогично предыдущему можно доказать, что если поляризатор составляет с
главным направлением пластинки II угол а", который определяется по формуле

„ sin 2(3 sin А]
а

eos Ai sin Д2 + eos 2(3 sin Ai eos Ä2 ’

то из пластинки I выходит линейно поляризованный свет, направление колебания ко-
торого определяется формулой (10). Следовательно, в формуле (11) приходится в
числителе учитывать знак минус.

Направления, определенные формулами (10) и (12), называем характеристиче-
скими направлениями рассматриваемой оптической системы. Характеристические на-
правления в точке входа света (|о, %) называем первичными характеристиче-
скими направлениями, в точке выхода света (|*, г]*) вторичными характери-
стическими направлениями (фиг. 1). Характеристические направления в точке входа и
выхода света, которые могут одновременно совпадать с направлением колебания све-
та, называем сопряженными характеристическими направлениями. Сопряжен-
ными являются характеристические направления |0 и £*, если при направлении коле-
бания входящего света £0 направление колебания выходящего из системы света сов-,
падает с £*. Сопряженными являются также характеристические направления т] o и rj*



Как было показано, характеристические направления сохраняют свои свойства
также при просвечивании системы в противоположном направлении. Следовательно,
если на пластинку II падает линейно поляризованный свет с колебаниями в направ-
лении £* (т]*), то из пластинки I выходит линейно поляризованный свет с колеба-
ниями в направлении |0 (Ло)-

Определяем разность фаз А* между световыми колебаниями на вторичных харак-
теристических направлениях £*и л* - Применяя формулу преобразования (5), получим

sin А 2tg Д*= п г . (13)
eos А2cos 2a" ctg 2a2 sin 2a"

На основе формул (4), (7), (12) и (Ш) имеем после преобразований

_

V1 — (eos Ai eos Д 2 eos 2(3 sin Ai sin A 2) 2
tgÄ*— eos Ai eos A 2 eos 2(3 sin Ai sin A 2

или
eos A* = eos Ai eos A 2 eos 2(5 sin Ai sin A 2. (15)

Называем разность фаз А* характеристической разностью фаз.
Замечательно, что последняя является инвариантной относительно положения поляри-
затора, а также относительно направления просвечивания системы.

Отметим, что формулы, эквивалентные по содержанию формулам (10), (12) и
(14), получены Ричарцем и Хсиен Ю-хсю [7 ] путем применения теории матриц и
алгебры кватернионов.

Докажем еще одно важное свойство характеристических направлений. Обозначаем
отношение амплитуд колебаний на первичных характеристических направлениях tg a 0 и
на вторичных характеристических направлениях tg а*. Будем искать зависимость угла
о* от угла ao-

В точке выхода света имеем

sin 2a2 sin А2 = sin 2a* sin А*, (16)

так как величина sin2a2 sinÄ2 является инвариантной относительно преобразования
координат (см.[ 9 ]). На основе соотношений (4), (7) и (15) получим из (16)

sin 2a* = sin 2(aj а') (17)

и далее, учитывая, что aj а' = a O,

sin 2a* = sin 2a0. (18)

Равенство (18) показывает, что отношение амплитуд световых колебаний на
первичных и вторичных характеристических направлениях совпадает. Следовательно, на
сопряженных характеристических направлениях амплитуды светового колебания равны
между собой. Отметим, что это следует также из закона сохранения энергии светового
колебания.

Выводим формулу для угла а между сопряженными характеристическими направ-
лениями. По фиг. 1 имеем

а== (3 -+- а"— а'. (19)

На основе соотношений (10), (12) и (19) получим

д
tg 2а =

£ , '(20)
где

А sin 2(3 [eos 2(3 (1 eos Ai eos A 2 + eos Ai eos A 2) sin Aj sin A2 ],

(21)
В = eos2 2(3(1 + eos Aj eos A 2) — eos 2(3 sin Ai sin A 2 sin2 2(3 (eos Ai + eos A 2).
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Из изложенного следует, что характеристические направления и характеристиче-
ская разность фаз характеризуют систему из двух двупреломляющих пластинок анало-
гично главным направлениям и разности фаз. в случае одной двупреломляющей пла-
стинки. Разница только в том, что главные направления системы характеристические
направления в точке входа и выхода света составляют некоторый угол а. Хотя фи-
зически более обоснованным может казаться списывание выходящего из системы све-
тового колебания на главных направлениях второй пластинки, эти направления лишены
свойств характеристических направлений. Кроме того, характеристические направле-
ния можно определить экспериментально при помощи полярископа с независимо пово-
рачиваемыми поляризатором и анализатором, в то время как главные направления пер-
вой или второй пластинки экспериментально определить нельзя. Так же можно изме-
рить характеристическую разность фаз А*, тогда как разность фаз А2

" эксперимен-
тально измерить невозможно.

Для измерения характеристической разности фаз можно применять как метод Се-
нармона, так и компенсатор. Методика измерения аналогична обычной. Приходится
только иметь в виду, что равенство амплитуд на вторичных характеристических на-
правлениях осуществляется положением поляризатора под углом 45° относительно пер-
вичных характеристических направлений.

Если (3 =O, то из (10) и (12) имеем

а' = а" = т .
2

В данном случае сопряженные характеристические направлении коллинеарны. Из (15)
имеем

А* = Ai '+ А 2 .

Если (3 = 90°, то
А* Ai А2 .

Эти результаты известны из кристаллооптики.

3. Просвечивание трех двупреломляющих пластинок

Из предыдущего следует, что систему из двух двупреломляющих пластинок можно
рассматривать как одну «сложную» двупреломляющую пластинку. Разностью фаз «слож-
ной» пластинки является характеристическая разность фаз системы, главными направ-
лениями в точке входа света первичные характеристические направления и в точке
выхода света вторичные характеристические направления. Так, например, углом
между направлением кол-ебания падающего света и главными направлениями «слож-
ной» пластинки приходится считать угол между поляризатором и первичными харак-
теристическими направлениями, а углом между главными направлениями «сложной»
пластинки и третьей двупреломляющей пластинки угол между вторичными харак-
теристическими направлениями и главными направлениями третьей пластинки.

Рассмотрим просвечивание трех
двупреломляющих пластинок. Угол
между главными направлениями вто-
рой и третьей пластинки обозначаем у
(фиг. 2). Трактуем систему из пер-
вой и второй пластинки как одну
«сложную» пластинку. Очевидно, что
для системы из «сложной» пластинки
и третьей пластинки действительны
все положения предыдущей главы.
На основе формул (10) и (12) можем



выписать формулы для определения характеристических направлений системы из трех
двупреломляющих пластинок

tg2ä' =
sin 2(у а") sinA3 ( 22>ъ “

sin А* eos А 3 -f- eos 2(у *— a") eos А* sin А3 ’

( „2а" =
sin 2(у а"). sin А» / 23у(3) eos А* sin А3 + eos 2(у а") sin Д* eos А 3 ’

где a( 3j=a^—a', причем есть угол между и первичным характеристическим
направлением |0 системы из трех пластинок, а угол между х3 и вторичным ха-
рактеристическим направлением £* системы из трех пластинок (фиг. 2).

На основе соотношений (10), (12), (15), (22) и (23) получим после преобра-
зований

tg2a(3)=.-A f (24)

tg2a(3)
=—

,
(25)

где
С = sin 2(3 sin А2 eos А3 ■+ sin 2(3 eos 2у eos А2 sin А3 + eos 2(3 sin 2у sin А3 , (26)

D sin Aj eos A 2 cosA3 + eos 2(3 eos Ai (sin A 2 eos A 3 + eos 2y eos A2sin A 3)

sin A 3 (sin 2(3 sin 2y eos At ■+ eos 2y sin A t sin A 2), (27)

E ——- sin 2y eos Aj sin A z eos 2(3 sin 2y sin Ai eos A 2 sin 2(3 eos 2y sin Ai, (28)

F = eos Ai eos A 2 sin A 3 + eos 2y eos A 3 (eos Ai sin A 2 + eos 2(3 sin Ai eos A 2)
- sin Ai (sin 2(3 sin 2y eos A 3 + eos 2(3 sin A 2 sin A 3). (29)

На основе формулы (15) имеем

eos A*(3)= eos A* eos A 3 eos 2(y a") sin A* sin A 3, (30)

откуда получим, учитывая соотношения (12) и (16),

eos = eos Ai eos А 2 eos Аз eos 2(3 sin Ai sin A 2 eos A 3 eos 2y eos Ai sin A 2 sin A 3
eos 2(3 eos 2y sin Ai eos A 2 sin A 3 + sin 2(3 sin 2y sin Ai sin A 3. (31)

Таким образом, система из трех двупреломляющих пластинок оптически харак-
теризуется первичными и вторичными характеристическими направлениями и харак-
теристической разностью фаз, определяемыми формулами (24) (31).

Отметим, что формулы (10), (12), (15) и (24) (31) проверены экспериментально.

4. Просвечивание стопы двупреломляющих пластинок

Аналогично предыдущему можно рассматривать систему из трех двупреломляю-
щих пластинок как одну «сложную» двупреломляющую пластинку и определить ха-
рактеристические направления и характеристическую разность фаз системы из четы-
рех двупреломляющих пластинок. Таким образом можно анализировать систему из
произвольного числа двупреломляющих пластинок. При этом, очевидно, остаются в
силе все свойства характеристических направлений и характеристической разности
фаз, определенные во второй главе. Следовательно, изменение поляризации света при
прохождении через стопу двупреломляющих пластинок полностью определяется
характеристическими направлениями и характеристической разностью фаз.
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Отметим, что в работах Пуанкаре [2] и Джонса и Хурвида [4] доказано, что стопа
двупреломляющих пластинок оптически эквивалентна одной двупреломляющей пла-
стинке и повороту плоскостей поляризации. Однако, в указанных работах не рас-
смотрено физическое значение параметров эквивалентной оптической системы. По-ви-
димому, под разностью фаз эквивалентной пластинки приходится подразумевать ха-
рактеристическую разность фаз, а под углом поворота плоскостей поляризации
угол а между сопряженными характеристическими направлениями.

Рассмотрим теперь некоторые частные случаи.
Пусть характеристическая разность фаз стопы из п двупреломляющих пластинок

Д*(„) = 2тл(т = 0,1, 2,..). В этом случае, независимо от положения поляризатора,
выходящий из стопы свет линейно поляризован. При этом, если угол между плос-
костью колебания входящего света Ри и первичным характеристическим направле-
нием Šo равен а O, то угол между плоскостью колебания выходящего света Р
и вторичным характеристическим направлением Н* также равен а0 (фиг. 3). Следо-
вательно, в этом случае стопа двупреломляющих пластинок действует как ротатор,
т. е., не изменяя световых колебаний, только поворачивает их на угол а.

Если Д* (/2)
= (2т + 1)я, то при

просвечивании стопы линейно поля-
ризованным светом Р0 из стопы так-
же выходит линейно поляризованный
свет, плоскость колебания которого
р" составляет с угол —аo (фиг. 3),
Указанные явления следуют из
свойств характеристических направ-
лений.

Как известно, если разность фаз
двупреломляющей пластинки равна
2тя, то невозможно определить ее
главные направления, так как при

любом положении поляризатора из пластинки выходит линейно поляризованный свет
с неизменным направлением колебания. Аналогично, если характеристическая раз-
ность фаз стопы двупреломляющих пластинок равна 2тл, то нельзя определить ха
рактеристические направления, так как при любом положении поляризатора из стопы
выходит линейно поляризованный свет. Однако и в этом случае можно определить
угол а между сопряженньши характеристическими направлениями. В случае А*(П ) =

=(2m+l)jt также невозможно определить характеристические направления.
Отметим, что сопряженные характеристические направления стопы двупрелом-

ляющих пластинок могут быть и коллинеарны. При стопе из п пластинок условие
коллинеарности сопряженных характеристических направлений имеет вид

где (3
;

угол между главными направлениями пластинок t и i + 1.
Разумеется, при просвечивании стопы двупреломляющих пластинок монохрома-

тическим светом различной длины волны возникают различные характеристические
направления и характеристическая разность фаз. Это явление называется дисперсией
характеристических величин.
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OPTILISTEST NÄHTUSTEST KAKSIKMURDVATE PLAATIDE PAKETI
LÄBIVALGUSTAMISEL

H. Aben,
tehniliste teaduste kandidaat

Resümee
Artiklis näidatakse, et kaksikmurdvate plaatide paketi läbivalgustamisel esineb alati

kaks teineteisega risti olevat polarisaatori asendit, mille puhul paketist väljuv valgus on
lineaarselt polariseeritud. Sedjuures on omavahel risti ka vastavad väljuva valguse võn-
kesuunad. Mainitud suundi nimetatakse optilise süsteemi karakteristlikeks suundadeks.
Viimaste omadused on analoogilised peasuundade omadustele ühe kaksikmurdva plaadi
puhul, kuid selle erinevusega, et sisenemispunkti ja väljumispunkti karakteristlikud suu-
nad on teineteise suhtes teatud nurga võrra pööratud.

Tõestatakse, et faasinihe, mis iseloomustab optilisest süsteemist väljuva valguse ellip-
sit karakteristlike suundade suhtes, s. o. karakteristlik faasinihe, ei sõltu polarisaatori
asendist. Karakteristlikud suunad ning karakteristlik faasinihe ei muutu süsteemi läbi-
valgustamisel vastassuunas ning nad määravad täielikult valguse polarisatsiooni muu-
tuse kaksikmurdvate plaatide paketi läbivalgustamisel.
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ON THE OPTICAL PHENOMENA BY PASSING OF LIGHT THROUGH A PILE OF
DOUBLE-REFRACTING PLATES

H. Aben

Summat у

It is shown that ihere exist always two perpendicular positions of polarizer by which
the light emerging from a pile of double-refracting plates is linearly polarized. The corre-
sponding directions of vibration of the emergent light are also perpendicular to each other.
These directions are called the characteristic directions of the optical system. The properties
of the characteristic directions are analogous to the properties of principal directions by а
single double-refracting plate except that the characteristic directions at the point of in-
cidence and at the point of emergence are rotated relatively toone another through an
angle.

It is proved that the phase difference characterizing the ellipse of the emergent light
relativeto characteristic directions (the so-called characteristic phase difference) does not
depend on the position of polarizer. The characteristic directions and characteristic phase
difference do not change by passing of light- through the system in the opposite direction
and they determine completely the change in polarization of the light by passing through
a pile of double-refracting plates.
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