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1. Задачей, рассматриваемой ниже, является решение дифферен-
циального уравнения

при граничных условиях

Приближенное решение этой задачи будем искать в виде полинома,
удовлетворяющего граничным условиям

в котором С\, с2,.. ~ см определяются условием, что уравнение (1.1)
удовлетворяется в каком-то смысле на некоторой заданной системе уз-
лов tь U, ..., tn интервала [—l; I]. Такие приближенные методы есте-
ственно назвать интерполяционными.

2. Э. Б. Карпиловской [с 2] установлены условия сходимости ме-
тода совпадения, т. е. интерполяционного метода в частном
случае N= п, когда п коэффициентов определяются п уравнениями

К. Б. Биценко и Р. Граммель [ 3] предложили метод подобла-
стей, при котором N = n —l и условие (2.1) заменяется уравне-
ниями

Предложим еще три метода интерполяционного типа:

А. Берется N =2п —1 и коэффициенты с г- определяются уравнениями
(2.1) и (2.2).

Lx = (0 - l[Pl (0*(2m-1) (t) +•• -+ P2m{t) ]=y{t)

х(— 1) =х'{— l) =. . . —о,
х{\) =х'{\) =.. .=x' m -V (1) =O.

N

x=(l-^)m 2 Ct t l~X
,

i=l

[Lx y\ t=tj ==o (/ = 1,2, ..., п).

Р+ 1
-I {Lx —у)dt 0 (/ =l, 2,... ,п —1).

Ч
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В. Берется N= 2п и коэффициенты q определяются уравнениями
(2.1) и

С. Берется N= 2п и коэффициенты с г- определяются* уравнениями
(2.1) и

Для простоты ограничимся при рассмотрении этих методов интерполя-
ционными узлами Чебышева.

3. Следуя идеям Л. В. Канторовича, рассмотрим задачу (1.1)
(1.2) как функциональное уравнение

где

операторы G и T отображают нормированное пространство X в нор-
мированное пространство Y, причем X состоит из функций, удовлет-
воряющих граничным условиям (1.2), и

Уравнения для определения коэффициентов с-ь в (1.3) означают при
каждом методе «приближенное» уравнение

где хи у элементы некоторых полных подпространств Х =Х{п) с X
и Y=Y{n) с Y соответственно, причем G{X) =Y, и ф = ф(/г) есть не-
который линейный оператор проектирования Y на Y.

Если операторы Т и L -1 линейны и для всякого хеХ найдется
такое уe Y, что

и такое уе Y, что

причем

то, по Канторовичу [ ! ], уравнение (3.4) имеет для всех достаточно
больших п единственное решение х*, сходящееся при п-> оо к реше-
нию х* уравнения (3.1) со скоростью

* Метод С является методом совпадения, но не с таким видом х, как рассмот-
ренный в

j,=(/=° (i = 1.2 ti).

Г dlm+4]J dt2m +1 J 0 (/ 1,2
, ,n)

Lx Gx ЯГх = у,

T* = bP‘-^=rп d2m xGx = s—,
dt2

\\x§x =№x\\y

Gx ХФТх <= Фг/,

ll7* г/li к

\\y—.#ll 02,

lim jm ПФИ = lim МФll=O,
n—> OO n—> OO
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где е такое, что найдется хеХ, при котором

4. Введем условия:

I. Я не является собственным числом задачи (1.1) (1-2).

11. pi(f)=o.*

111. Коэффициенты p 2 {t),..., p2m{t) и свободный член y{t) на
[—l;l] г раз непрерывно дифференцируемы и их производные порядка
г удовлетворяют условию Липшица с показателем а.

IV. Существует такая постоянная А, что на (—1; 1)

V. Узлы th t 2, .. , , tn нули полинома Чебышева Tn {t).

Теорема 1. Если выполнены условия I—V, то при г 1, а> О
уравнения (2.2) для определения п-го приближения ** задачи (1.1)
(1.2) методом подобластей однозначно разрешимы для всех достаточ-
но больших п. Получаемые приближения и их производные, до поряд-
ка 2m— 1 включительно, сходятся равномерно на [—l; I], а производ-
ные порядка 2т сходятся равномерно на всяком интервале
[а; b ] с (—1; 1) к решению задачи (1.1) —< (1.2) и к его соответствую-
щим производным. Или, более подробно,

где х* точное решение задачи (1.1) (1.2), ах* п-ое приближение
по методу подобластей.

Доказательство. Для применения общей теории, кратко сфор-
мулированной в 3, возьмем в качестве пространства У пространство У\
всех непрерывных на [—l; 1] функций с нормой

* Если р 1 (/) O, но 2m— 1 раз непрерывно дифференцируема, то путем под-
ходящей подстановки всегда можно добиться выполнения условия 11.

•** Под порядком приближения понимаем число узлов.

lk* X*lk = О(еЦФЦ),

ll** *llx< 8.

аVi #

dk x* dk x* / In n \
, , 0 ..m

,

ax -s*-—sр-| = 0 (fe =0' 1-- 2m- !)l

max VT=rA = О
t \ dt2m dt2m j \n r+ a~'l

||г/Ц к, = max \у (t) Vlt 2 ].
t
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Соответствующим пространством X является тогда пространство Х\
на [—l; 1] 2m раз непрерывно дифференцируемых и удовлетворяющих
условиям (1.2) функций с нормой

Пусть g(s, t) функция Грина оператора G. Если y=Gx , то

dk

и на основании ограниченности частых производных g{s, t ) до

порядка 2т—1 имеем

Следовательно,

Из (4.5), I и 111 (при г>>o) легко заключить ограниченность опе-
раторов Т и L~ l относительно норм (4.3) и (4.4).

Подпространство Х х состоит из всех полиномов вида

а У] из всех полиномов степени не выше п—2. Оператор Ф относит
к каждой непрерывной функции уeYх такой полином [у; t ] степени
не выше п—2, что

Имеем

где L[z\ t] интерполяционный полином Лагранжа функции

lUK.y, = шах \x (-2m '> (t) л/\ — t2 \.
t

+ 1 + 1

X{s)= f g(s, t)y{t)dt, x(k >{s) = / —¥ g{s, t)y{t)dt,
—i —i 05

(£ = 0,1,.. ~2m—l)

I dk
+ 1 yg{s,t)
Г I dsk

max (s) | rnax /
f j y{t) Vl—.t2 Idt

5 S J \\— t 2
1

I dk

/дs R

-—— dt • max I u(t) VI —t 2 .Vi -t* /
w v I

1

max (£) ] (6 = 0,1,..., 2m—l).
t

п— 1

(1—t 2) m J] с^-\
i= l

V+i ( j+l

f [y; t]dt= I y{t)dt (/ =1 1 2,... , n—l).
у- у

-£[*/; t\ = 4t.'L fo

t

z(0 = / «/.(*)<#
0
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по узлам t\, t 2 ,..., tn, так как

Однозначность и аддитивность оператора Ф очевидны. Оценим его
норму. Прежде всего по (4.8) имеем

Дальше известно [ 4], что для интерполяционного полинома Лагранжа
в случае узлов Чебышева имеет место оценка

шах | L[z; /] 1 \z{t) |0(1п п).
t t

Наконец, по теореме Бернштейна,
ЦФуИк, = тах| Л [у\ гl] V \—t2\ {гг—I)шах(l[г; г l ] (п— 1) 0(1п л) \\у\\ Yl-t t г

Следовательно,

Пусть теперь выполнены условия 11, 111, IV с г 1, а>o и при
г— 2,3,..., 2т

Если то из (4.11), (4.5) и (4.1) следует

*J+l -
fJ+l

/ L[z; dt■= L[z ; //+,] £[z; //] = г (*/+1 ) = f у(t) dt
li 4

'

I „

max \z{t)\ =max'l / l—Pdt \ <y \\y \\ Y .1 * о * 1

((Ф|( = 0(ц 1п п).

b.-(01 !рИO!<Мь (р;ю-р;юк^'-п*
2т

Tx =z, z{t)= 2 jMo*(2m“°(o.
i=2

2т
\z'(t’)-z'(e)\ < 2 [|р; (?) I (t") I +

I=2
2т

+i* i2m-‘) (oi w(o-p;<n и+2 ыо*(2т- <+1> (о- <n i <
г=2

2т

<2 W 1л: (2т- 1’ +1) «•) I|f—Г | + Ni ] х<2т (t")\\f t"\ «) +
г =2
2т

+2I РД ГЭ (2m- l41) (Т?) f Pi{xl) xVm ~W (Т'/) IК— П <
I=2
2/и

< [ 2 (М,А 2т-,+l| ?- t"1 •- + NiA 2I WU ?
- <" |* +

i—2
2т+f S (Лl/Л 2„_/+ 1 + L.iA.2m i-\-2 )j ||^|xl Itr f‘' | -j- [ М2 Л2т-1 +

1 P2{%) [
+VT^T’ 1xf2m> (VJ) I/ 1-^2 JI -n< c iwu. if-r | •.
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Таким образом, ~Тх удовлетворяет условию Липшица с показате-
лем а и с постоянной С||я||х'. По теореме Джексона тогда существует
такой полином у6 ? ь что

Из 111 при 1, следует также, что и для свободного члена
y{t) существует ysY\ такой, что

Оценки (4.12), (4.13) и (4.10) показывают, что условия (3.5), (3.6) и
(3.7) выполнены.

Для доказательства утверждения (4.2) отметим, что из 111 следует
(2т г) -кратная непрерывная дифференцируемость решения х* на-
шей задачи и что его производная порядка 2m -f- г удовлетворяет усло-
вию Липшица с показателем а. По теореме Джексона, тогда существу-
ет такое х еХ и что

Ввиду этого (4.2) следует теперь из (3.8), (4.5) и (4.10).

5. Для метода А в качестве пространств X и Y возьмем те же
и Y l, что и в 4. Подпространство Х\ в этом случае состоит из всех по-

2n 1

линомов вида (1 — t 2) m a 7i из всех полиномов степени не вы-
i =1

ше 2/г-—2. Оператор Ф относит теперь к непрерывной функции у е Y\ по-
лином Ж> [у, t] степени не выше 2п—2, однозначно определенный усло-
виями . . *

t

Если опять z{t)— J y{t)dt, a H[z; t] ее интерполяционный полином
о

Эрмита по узлам t\, t 2 ,..., tn , т. е.

где Ai(f.) и Bi{t) основные функции эрмитовой интерполяции, то

так как

\\Tx—y\\ Yl < max | Tx—y\ = О lUIlx,.

\\у—У li У, <шах I у—у\ = ОЩ.

и * "и d}mх* d2mx I 1 \
ll* -gs—gs- =°(д+ф

7Õ[y\ tj\ = y{tj) {j = 1,2,..., n).
7 -И 7+ l

J 7C)\y\t\dt— J y(t)dt (/=1,2,..., л—l).
7 7

н [z; t] = г (ti)Ai{t) -f z'(tt)B t {t),
/=1

Ж [у; <1 = -Я[г; t],

jt Hiz \ Яt=tj = ( */) У Vi)
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Для оценки ||ФП воспользуемся (5.2), теоремой Бернштейна, (4.9) г
неравенством

и тем, что при узлах Чебышева [4 ]

Имеем

Ha основании 4, в частности (4.12) - (4.14), и (5.4) имеет место

Теорема 2. Если выполнены условия I—V, то при а>o‘
уравнения (2.1) (2.2) для определения п-го приближения задачи
(1.1) (1.2) методом А однозначно разрешимы для всех достаточно
больших п и эти приближения х* сходятся к точному решению х* со
скоростью

6. Приступим к изучению сходимости метода В. Пространство Y?
определяем как пространство всех один раз непрерывно дифференци-
руемых на [—l; 1] функций с нормой

Соответствующее пространство Х2 состоит тогда из всех 2т-(-1 раз не-
прерывно дифференцируемых на [—l; 1] функций, удовлетворяющих
условиям (1.2). При этом по (3.3)

При исследовании метода совпадения для задачи (1.1) (1.2) в [!|
установлено, что

и
d+i . (ж

j Н [z\ t] dt =H[z\ tj+l \ H[z ; */] = z(//+l )—z(*/)= J
4 li

шахЫol/1 -t>\ j nvm=w)\<.‘^

\Ц I/I ,A| , УП р/Iпл\2И,(o|=l. ma *2ЛТ32=0Ы
i=l I=l г

\Фу\\ Уl = тах\7б[у; t] VVt 2I — t 2 |<J (2л— 1) шах|Я[г; t]\
t t

г п IВДOГI
<(2я— 1) \\y\W, max^\Ä i (t)\ + \\y\\y 1 max = °(п) Шъг

так что
II Ф II = o{п).

dk x* dk x* | I 1 \
~ Л , n 14max -—r r- = О —-—r (k = 0,\,..., 2m —1),

t dtk dtk j \n r+ a-'f .
;

/ d2m x* d2m x* i7l тк\ r) 1 \max —s i/lt*\ = ol—n 7| ■

t \ dt2m dt2m У
/ \nr+a ~l

Ну li к, = max |y(/)| + max \y'{t) л/1t2 \.
t t

I|х||х 2
= max jх&т) ( t ) | -)- max j x(2m+l > (-1) V 1 t2 \.

t 't

max | *<*) (t) |<; /Umax \ x < 2m ) (t) j {k —О, 1,..., 2m).
t
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Согласно (6.2) и (6.3) имеем

Если условия I и 111 выполнены l, то при помощи (6.4) не трудно
установить ограниченность операторов Т и L -1

.

Соответствующий методу В оператор Ф относит к дифференцируе-
мой функции уе¥2 ее интерполяционный полином Эрмита Н[у\ t] по
узлам t x , i2, .. . , tn . Следовательно, на основании теоремы Бернштейна
н (5.3)

и поэтому

Если выполнены условия 11, 111 и IV с г > 2, а + 0, то можно ана-
d2логично 4 показать, что Тх удовлетворяет условию Липшица с по-

казателем а и постоянной D\\x\\x v причем Dне зависит от х. Тогда
существует такой полином уе¥2 степени не выше 2п —l, что одновре-
менно

и, следовательно,

Вто же время существует и такой yeY2 , что

Из (6.5), (6.6) и (6.7) видно, что (3.7) выполнено.

На основании 111 имеем в (3.9) в рассматриваемом случае

Таким образом доказана

Теорема 3. Если выполнены условия I— V, то при г> 2, а> 0
уравнения (2.1) (2.3) для определения п-го приближения задачи
(1.1) (1.2) методом В однозначно разрешимы для всех достаточно
больших п и эти приближения х* сходятся к точному решению х* со
■скоростью

max I (/) 1 + Ak\\x\\ x.
{k = 0, 1,...,2m),

t

max I Х { '2т + (t) Vl/2 I < А2т +III X ||х„.
t

Цфг/II у, == max H[y\ t] \ + max ! H'[y\ t] V 1 t2 )
t t

<+l +2/7 1)1 max H[y; /] ! + 2nfmax \y{t) \ ■ max У] \Ai{i) \ +
tIL t t

AJMLI
+ max | y'(t)vi t2 1• max 2j _a 11//Ü

( t i= l 1 ■

11Ф11 = 0(n).

max|7V— y\ = и max —y) = o(-т+yj \\x\\Xi

\\Тх у\\ у2
= О

lIУ у\\ Y2 —О|лl + а ) •

8 ~ 0 (n r+*- 1 )-



7. Теорема 4. Если X не является собственным числом задачи
(1.1) (1.2), p 2m{t) и y{t) на [—l; 1] непрерывны и
удовлетворяют условию Липшица с положительным показателем а,
то метод С при узлах Чебышева применим к приближенному решению
этой задачи при всех достаточно больших п. Приближенные решения
при этом сходятся к точному со скоростью

Доказательство. Пусть Т3 пространство непрерывных на
[—l; 1] функций с обычной нормой

Тогда в Хг согласованная норма определена равенством

В связи с методом совпадения показано [*], что операторы Т и L -1

(если X не собственное число задачи) ограничены относительно норм
(7.2) и (7.3).

Подпространство Хг , соответствующее методу С, состоит из всех
2п

полиномов вида (1 — t 2 ) m
/, сЛ~ ]

, удовлетворяющих условию (2.4),

а подпространство Y3 из всех полиномов степени не выше 2п —1,
первые производные которых имеют нулями tu t 2 ,... , t n.

Оператор Ф относит к любой функции y{t) из У3 ее интерполяцион-
ный полином Фейера F[y; f\, определенный условиями

Как известно,

По (5.3) для узлов Чебышева имеем

Если функция y{t) на [—l;' 1] непрерывна и удовлетворяет уело
вию Липшица с показателем а>o и постоянной К, то для узлов Чебы
шева имеет место оценка [ s]

Из (7.5) следует, что условие (3.6) выполнено с

11О сходимости приближенных методов интерполяционного типа. . .

dk x* dk x* ~ I 1 \
~ А , 0 sшах —-г-- О .. 9

- {k =O, 1,. .. , 2 m) .
< dtk dtk \nr+ a- 2 j 7

I d2rn + I x* d2m + lx* I \ / 1 \max( — d(to+rjvi-<s | = o(^+i=s).

dk x* dk x* j n l —т \ /у ni о\mfx ) {к ~o' 2т) -

(|у||кз = тах \y{t)\.
t

\\х\\х 3
=шах |х (2т) (t) |.

t

Р[У\ tj\ = y{tj ), - F[y, t] =0 (/ —l, 2,... ,
n) .

n

F[y\ t] = 2 У {U) Ai{t).
i= l

||Ф|| = 0(1).

а

max \y{t) — F[y\ (J 1 5•2“ Кп 2 •
t ■

ц2 = о{п 2 )
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В рассматриваемом теоремой случае Тх удовлетворяет условию Лип-
шица с показателем а и постоянной £||х||, где Е не зависит от х. Поэто-

му и (3.5) выполнено, причем \i\ = ö[n 2). Из-за (7.4) условие (3.7)
выполнено. Наконец, для (3.9) имеем г=О {п 2), так что (7.1) сле-
дует из (3.8) и (6.3). Тем самым теорема доказана.
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INTERPOLATSIOONITÜUPI LIGIKAUDSETE MEETODITE KOONDUVUSEST
HARILIKE DIFERENTSIAALVÕRRANDITE PUHUL

I. Petersen,
füüsikalis-matemaatiliste teaduste kandidaat

Resümee

Artiklis vaadeldakse rajaülesande (1.1) (1.2) ligikaudse lahendamise meetodeid,
milles lahend otsitakse polünoomina (1.3) ja kordajad c

£
- määrab tingimus, et võrrand (1.1)

oleks teataval viisil rahuldatud antud sõlmedes tu t 2, ..., Osapiirkondade meetodi I 3 'l
puhul on ligikaudne lahend määratud tingimustega (2.2), meetodi A puhul tingimustega
(2.1) ja (2.2), meetodi В puhul tingimustega (2.1) ja (2.3) ning meetodi C puhul tingi-
mustega (2.1) ja (2.4). Kasutades üldist ligikaudsete meetodite teooriat [ ! ], antakse nende
nelja meetodi koonduvustingimused ja koonduvuskiiruse hinnangud Tšebõševi sõlmede
juhul.

Eesti NSV Teaduste Akadeemia Saabus toimetusse
Küberneetika Instituut 15.VII 1960

ÜBER DIE KONVERGENZ DER ANNÄHERUNGSMETHODEN VOM
INTERPOLATIONSTYPUS FOR GEWÖHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

I. Petersen

Zusammenfassung

In der Abhandlung werden einige angenäherte Lösungsmethoden der Grenzwertauf-
gabe (1.1) (1.2) betrachtet, die die Lösung in Form eines Polynoms (1.3) suchen,
wobei die Koeffizienten с,- durch die Bedingung bestimmt sind, dass die Gleichung (1.1)
in gewissem Sinne in gegebenen Knotenpunkten 6, t 2, ..., tn erfüllt ist. Bei der Teil-
gebietsmethode [3] ist die angenäherte Lösung durch die Bedingungen (2.2), bei der
Methode A durch (2.1) und (2.2), bei der Methode В durch (2.1) und (2.3), bei der
Methode C durch (2.1) und (2.4) bestimmt. Auf Grund der allgemeinen Theorie der
Annäherungsmethoden [’] werden die Konvergenzbedingungen dieser vier Methoden
festgestellt und die Abschätzung ihrer Konvergenzgeschwindigkeit im Faile der
Tschebyschevschen Knotenpunkte durchgelürt.
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