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Имеется ряд попыток формулировки вариационной задачи Кастильяно в статике
нелинейной теории упругости f 1- s]. В этих работах либо варьируемые напряжения
должны удовлетворять системе дифференциальных уравнений, содержащей неварьи-
руемые перемещения, либо соответствующий функционал фигурирует в неявном виде.
Для динамики линейной теории упругости вариационная задача Кастильяно дана в
работах [б. 7J. В настоящей статье общим методом преобразования вариационных
задач [B ] из вариационной задачи Гамильтона выводится вариационная задача Ка-
стильяно динамики нелинейной теории упругости.

1. Исходная вариационная задача

По принципу Гамильтона действительное движение упругой систе-
мы между двумя заданными конфигурациями отличается от кинетиче-
ских возможных движений, совершаемых между теми же конфигура-
циями и в тот же самый промежуток времени, тем, что для действи-
тельного движения

Здесь К кинетическая энергия упругого тела, W потенциаль-
ная энергия упругого тела ибU работа, совершаемая внешними си-
лами при вариациях перемещений. К, Wи бU можно выразить в виде

где F плотность потенциальной энергии деформированного упругого
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тела, отнесенная к единице массы; р и р плотность деформирован-
ного и недеформированного упругого тела; и вектор перемещения;
X я Р соответственно векторы объемных сил и нагрузки, отнесен-
ных соответственно к единице объема и поверхности деформирован-

4С*

ного тела;, V, Vя 5Ь 5] объем и та часть поверхности, где задана
внешняя нагрузка деформированного и недеформированного тела.

Если обозначить

и предположить, что силы X и Р не зависят от перемещений, то

Теперь можно (1.1) переписать в виде

Отметим, что плотность потенциальной энергии F является функ-
цией от компонентов тензора деформаций Последние выражаются
через компоненты кинетического тензора

следующим образом:

В случае физически линейных задач

где E ih > 1 тензор упругости.

Далее, обозначим компоненты вектора скорости через vL , т. е.

и считаем, что в моменты иt\ тело претерпевает перемещения, да-
ваемые соответственно векторами w и w'. Кроме того, пусть на части
S 2 поверхности тела даны геометрические граничные условия
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Теперь из (1.8) получаем следующую исходную вариацйонную за-
дачу;

найти стационарное значение функционала

при условиях

и граничных условиях (1.13) на 52 .

Как известно, в статике линейной теории упругости вариационная
задача Кастильяно получается из вариационной задачи Лагранжа при
помощи преобразования, аналогичного преобразованию Фридрихса.
Наша цель найти соответствующую преобразованную вариацион-
ную задачу для только что сформулированной вариационной задачи
Гамильтона.

2. Общая вариационная задача

Чтобы получить вариационную задачу, которая имеет своим ста-
ционарным условием кроме уравнений равновесия еще геометрические
соотношения и соотношения упругости, интерпретируем исходную ва-
риационную задачу так, что кинетические величины eik, и щ фигу-
рируют в ней как независимые функциональные аргументы. Конечно,
эти величины должны удовлетворять дополнительным условиям (1.9),
(1.10) и (1.12). Если теперь при помощи правила множителей Лагран-
жа освободиться от дополнительных условий (1.9), (1.10), (1.12), а
также от граничных и начальных условий (1.13), (1.15), (1.16), то
получается следующая общая вариационная задача:

найти стационарное значение функционала

Здесь через xlk , &k , Я/, О l', v l иц 1 обозначены множители Лагранжа.
Отметим, что в функционале (2.1) независимыми варьируемыми

функциями являются перемещения щ, компоненты кинетических тензо-
ров Eik, eik, Vi и множители Лагранжа rik

, a ik , Я/, iV, v* и р/.
Необходимые условия стационарности функционала (2.1) сле-

дующие:
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1) уравнение равновесия

2) соотношения между кинетическими тензорами и перемещениями.
(1.9), (1.10) и (1.12);

3) соотношения упругости

4) граничные условия

на части поверхности 5;

5) граничные условия

на части S 2 поверхности 5 и

6) условия (1.15), (1.16) и

Из приведенных соотношений видно, что тензоры x ik и oik надо рас-
сматривать как тензоры напряжения, соответствующие кинетическим
тензорам е,* и

3. Вариационная задача Кастильяно
Чтобы получить преобразования, дающие вариационную задачу

Кастильяно, надо потребовать, чтобы варьируемые функции в общей
вариационной задаче удовлетворяли всем условиям стационарности
этой задачи, кроме чисто геометрических. Такими геометрическими
условиями являются соотношения (1.9) и (1.12), геометрические гра-
ничные условия (2.8) и условия (1.15) и (1.16). Итак, считаем, что
варьируемые функции удовлетворяют предварительно следующим
условиям стационарности функционала (2.1): (2.2), (1.10), (2.3)
12.7) и (2.9), (2.10). Теперь, в случае физически линейной задачи, т. е.
при (1.11), функционал (2.1) упрощается к виду
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причем функциональные аргументы этого функционала должны удов-
летворять соотношениям

условию (1.10) и граничным условиям (2.6).

Следовательно, вариационная задача Кастильяно в динамике нели-
нейной теории упругости гласит:

найти стационарное значение функционала (3.1) при предваритель-
ных условиях (3.2) (3.4), (1.10) и (2.6).

Рассмотрим подробнее полученную задачу. Во-первых, сформули-
руем вариационную задачу Кастильяно через варьируемые функции
eik и Vi, Для этого выразим xik , a ik и через eik при помощи соотноше-
ний (3.2), (3.4), (1.10) и подставим в функционал (3.1). При варьиро-
вании полученного функционала выражения из e fk

должны удовлетворять уравнениям равновесия (3.3) и статическим
граничным условиям (2.6).

Для удобного практического применения этой вариационной зада-
чи нужно eik выразить через функции напряжений так, чтобы eik удов-
летворяли тождественно уравнениям равновесия. Легко найти выра-
жения через функции напряжений для aik и vK Но далее, при выра-
жении eik через эти функции, мы встретимся с большими алгебраиче-
скими трудностями, так как мы должны решить систему (3.5) из де-
вяти кубических уравнений.

Во-вторых, сформулируем вариационную задачу Кастильяно через
варьируемые функции x ik и и'. Из (3.4) получаем, что

Если считать, что aik и vl выражены через функции напряжений,
x lk удовлетворяют при помощи (1.10) и (3.6) полученным уравнениям
упругости и если в функционале (3.1) сделать соответственные под-
становки, получаем искомую вариационную задачу. Трудности, воз-
никающие при практическом использовании этой вариационной зада-
чи, также носят алгебраический характер.

В заключение отметим, что из сформулированной вариационной
задачи динамики получается вариационная задача статики нелинейной
теории упругости, если взять v l 0 и считать использованные тензоры
ые зависящими от времени. .»
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MITTELINEAARSE ELASTSUSTEOORIA DÜNAAMIKA
CASTIGLIANO VARIATSIOON ÜLESANDEST
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Resümee
Üldise variatsioonülesannete teisendamise meetodiga tuletatakse Hamiltoni variat-

sioonülesandest geomeetriliselt mittelineaarse elastsusteooria dünaamika jaoks Castigliano
variatsioonülesanne.
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ON CASTIGLIANO’S VARIATIONAL PRINCIPLE 1N THE THEORY OF DYNAMICS
OF FINITE ELASTIC DEFORMATIONS

L. Ainola

Summary

By means of the general method of transformation of variational equations Castig-
lianp’s variational principle for the theory of ciynamics of finite elastic deformations is
deduced from the Hamiltonian principle.
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