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Целью настоящей статьи является разработка метода нахождения необходимых
и достаточных условий для линейных преобразований некоторых классов двойных
последовательностей. В статье приводятся также два примера применения получен-
ных результатов для исследования сходимости произведения двух рядов.

§ 1. В статье рассматриваются двойные последовательности х =

= {lkl ) с комплексными членами. Рассмотрению подвергаются следую-
щие классы двойных последовательностей: m, mc, г, 1, Сх ,ст и тт,

определения которых можно найти в статье [s] (стр. s—6)*.
Кроме того, используются и другие классы двойных последователь-

ностей, определения которых даны ниже. Пусть задана двойная после-
довательность {Фи), удовлетворяющая условию 0 {k, I= 0,1,... ).

При помощи ее определяем классы двойных последовательностей тиф,
шсф, гФ и1Ф следующим образом: считаем, что х = е осФ , если

еа(а= ш, тс, г или 1). В частном случае, если Фи = 1, получаем

классы т, тс, г и 1.
Пусть задано счетное множество двойных последовательностей

ф(р) {Фs} (р =O, 1, ...), удовлетворяющих условию Ф(

и 0 ( k ,
/,

Р= 0,1, ...). При помощи этих последовательностей можем опреде-
лить классы mjfj, mcj), и 1^} , где классы а^' ) (а =т, тс, г или 1)
определены при помощи ф№. При помощи этих классов получаем
новые классы т* =

р р р р

В частности, положив

получаем

Кроме этих классов можно рассматривать и другие классы ограниченных
двойных последовательностей, как BCN, RCN, RCRN и т. д., которые определены в
работе Гамильтона [’]. Все последующие математические конструкции в той же меревозможны и для этих классов (и не только для двойных последовательностей).
В настоящей статье выбраны, по нашему мнению, наиболее существенные классыдвойных последовательностей.

ф{р) = ( 1> если k’ I >Р’
( у {k,l), в остальных случаях,

m.™ =шф ис™ = шс ф ,
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•§ 2. Пусть аир некоторые классы двойных последовательностей.
Рассматриваем матричное преобразование

где ümnki ( т, п, k, I=o, 1, ...) комплексные числа. Ищем необхо-
димые и достаточные условия для того, чтобы преобразование (1)
переводило все последовательности х = класса а в последователь-
ности х' = {%тп) класса (3. При этом подразумевается, что двойные ряды
в (1) сходятся при всех х 6 а и т, п— 0,1, .... Искомые необходимые
и достаточные условия назовем необходимыми и достаточными (или
коротко: точными) условиями линейного преобразования |3.

Поставленную проблему нахождения точных условий можно ре-
шить методами функционального анализа, как это сделано в стать-
ях [2] и [s]. Для нахождения точных условий линейных преобразований,
рассматриваемых в настоящей статье, можно обойтись без прямого
применения методов функционального анализа, сведя их нахождение
к применению точных условий уже известных линейных преобразова-
ний.

В первую очередь изучим линейные преобразования аФ->/9ф, где
аф один из классов шф, шсФ , гФ или U и (Зф — один из классов Шф,

ГПСф, Гф ИЛИ Iф. В этом

Члены последовательностей х и х' можно привести к виду

вследствие чего равенство (1) перепишется так;

где { t,kd еаи {г\тп ) 6 р. Очевидно, что точные условия линейного пре-
образования а® -> Рф для матрицы А={атпы) совпадают с точными
условиями линейного преобразования а->р для матрицы

Последние найдены в работах [Д [ 2] и [ s], за исключением точного
условия для линейных преобраозваний а-> 1 (а t 1), которое найдем
в § 3 настоящей статьи.

Далее рассматриваем линейные преобразования /?ф, где
а* — один из классов т*, тс*, или 1* и (Зф имеет то же самое зна-
чение, что и выше. Для того, чтобы матрица A={amnki ) удовлетворяла
точным условиям линейного преобразования а* /?ф, она должна
удовлетворять точным условиям линейного преобразования /Д
для любого р = 0,1, ...

. Следовательно, матрицы

Šmn Clmnkl \kl {m,n —O,l, . . .),
k,l

f Д/ 1 [ hnn 1
случае = 6аи {" =<W e (з.

\ki = Фkiiki (k, 1= 0, 1, ...)

£mn {m, П— О, 1, .. .)

Цтп = У ФкI атШ Ckl (т, п= 0,1,...),
tl Ч’тп

D I (^}kl a mnkl \
S== (^r)-

l&ki amnkl\B' = ("STJ



должны удовлетворять точным условиям линейного преобразования
аэ р для любого р О, I, ... .

Наконец, рассмотрим линейные преобразования с х . Анало-
гично рассуждая, придем к заключению, что в данном случае матрицы

должны удовлетворять точным условиям линейного преобразования
а—> Сх для любого р=О, I, ... . Соответствующие условия да-
ны в [s] (за исключением случая ш Сх, который приведем ниже).

Приведем теперь два примера получения точных условий линейных
преобразований.

Пример I. Найдем точные условия тСф -э тсф. Матрицы Вр
должны для любого р— О, I, ... удовлетворять условиям mc-э тс,
т. е. условиям с ь d3 иd4 (см. [s], стр. 19—21). Применяя их к матри-
цам Вр, получаем:

Условия I°, 2° и 3° и являются искомыми точными условиями:
тс*;-> mq,. В частности, из этих условий можно вывести точные ус-
ловия для тс* -> шс, тсф -> тсф, тс тс, тс тсф итс -> тс.

Пример 2. Найдем точные условия т* -> Сх . Матрицы Ср долж-
ны для любого р= 0,1, ... удовлетворять условиям т->Сь Эти усло-
вия легко найти, применяя использованный в статье [s ] метод функцио-
нального анализа. Учитывая существование преобразования (1), по-
лучаем условие ар

учитывая ограниченность в смысле mx, получаем условие сх ;

Учитывая сходимость в смысле с х на основном множестве простран-
ства т, получаем

где G означает любое подмножество множества пар неотрицательных;
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Cp ( Qmnkl)

1 \ü-mnkl\ Mptyrnn
k.l

(m,n,p —0,

2° Hm тг = (p =O,
И.Л-УОО

mn k,l

3° Hm S«g> —~-ba =0 ((,p =o, I. ...)

m,n —>■ oo ä Vmn

lim ЦфМ Ы=o {k,p =о, 1....)
/и, /г —� оо * 1 ™- п

1 1 • a mnklгде bki= hm {k,l —о, 1,...).
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целых чисел.* Последнее условие можно привести к следующему более
удобному виду:

Точные условия линейного преобразования т ф -*Сх, на основе
сказанного, суть следующие:

В частности, из этих условий можно вывести точные условия для
ТПф -> Сх И ГП —> С)..

§ 3. Теперь выведем точное условие линейных преобразований
й-э 1 (а = гп, тс или г). Вывод этого условия аналогичен выводу
соответственного условия в случае простых последовательностей.***

Нам нужна следующая

Лемма. Для того, чтобы х 6 1, необходимо и достаточно, чтобы
существовала постоянная К, такая что

для любого ЗЛ, где ЗЛ означает конечное множество пар неотрицатель-
ных целых чисел.

Доказательство. Необходимость условия (3) очевидна. До-
кажем достаточность. Поскольку \ki =Cki~\~idki (k, l= 0, 1,...),то

имеет место для любого ЗЛ. Выбрав ЗЛ таким, что получаем
* Основное множество пространства ш составляется всевозможными последа

вательностями, членами которых являются числа 0 или 1 в произвольном порядю
(см. [2], стр. 158—159).

** См. условие (d5 ) в работе Гамильтона ['].

См. Пейеримхофф [3], стр. 141 —142.

Hm 1a,nnki au\ = 0,
(m,n)

} >oo kd

где ak i = lim атпы (k, l о, ...)■**
(/я, я)х -> oo

10 2 \amnkl\ <+ °o (m,n,p= 0,1,...)
k.l

|д=o, 1,..., при любых 1 и
для всех т, п, удовлетворяющих

условию -у | ,

2° 2 ЧМ<МР(Х)
ил

3° lim \Ф$ \amnki ak i\=o (p =O, 1,...),
(m,n) K ~*oo k ,i

где аki ■= lirn amnki
(m,n)\ -+ oo

2 &<

к,lеШl

2 с« < 2 i«



вследствие чего неотрицательные вещественные части комплексныхчисел lk i образуют абсолютно сходящийся ряд. Таким же образом нахо-дим, что все отрицательные вещественные, неотрицательные мнимые иотрицательные мнимые части комплексных чисел образуют абсо-лютно сходящиеся ряды. Неравенство (4) показывает, что сумма ниодного из этих четырех рядов не превосходит К. Следовательно,

чем лемма доказана.

Теорема. Для того, чтобы преобразование (1) переводило всепоследовательности класса а (а =ш, шс или г) в последовательностикласса \, неооходимо и достаточно существование постоянной М такойчто ’

для любых УЛ и где 9Л иЯ' конечные множества пар неотрицатель-ных целых чисел.
Д о каз ательство. Для сходимости ряда (1) при любом хеа

иm,п—Ü, 1, .. . необходимо и достаточно условие а г * Для того, что-бы х 6 1, по ле|мме необходимо и достаточно условие (3), которое в дан-ном случае принимает вид

где Д не зависит от 9Я. но может зависеть от {£**}. Так как ряды в усло-вии (7) при любом т, п =O, 1, ... сходятся и ЗЯ конечное множе-ство, можно условие (7) представить в виде

Поскольку все конечные подмножества 9Я пар неотрицательных це-лых чисел можно упорядочить в последовательность, то выражение вскобках в условии (8) можно рассматривать как линейное преобразо
чае

Идает~**т ’ Т° ЧНЫМ Условием которого является с и что в данном слу-

Условию (3) леммы можем неравенство (9) переписать ввиде (Ь), чем теорема доказана.
Относительно этой теоремы сделаем некоторые примечания.

См. Гамильтон р], стр. 41 н 47.См. там же, стр. 42 н 47.
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равносильны. Равносильность их вытекает из доказанной выше леммы
Условие а х существования преобразования (1) содержится в самих
условиях (6), (9) и (10).

Примечание 2. Условие Jj amnki\ <+ со достаточно для Пре-
дав k,l

образования а-> I (а =т, тс или г), но не необходимо. Чтобы опро-
вергнуть ее необходимость применим аналогичный результат для про-
стых рядов. А именно, Пейеримхофф показал, что матрица с элемен-
тами

переводит все ограниченные простые последовательности в абсолютно
сходящиеся, в то время как

Положив в (1)

находим, что преобразование (1) переводит все последовательности
6m в последовательности {^mn} еl,в то время как

Примечание 3. Учитывая то обстоятельство, что результаты
Гамильтона [ ! ] справедливы для (g > 1) последовательностей,
можно лемму и теорему настоящего параграфа без существенных из-
менений сразу доказать для последовательностей. При
этом и $ нужно понимать как конечные множества упорядоченных
систем q неотрицательных целых чисел.

Пр имечание 4. Условие (6) (или равносильные ему условия
(9) или (10)) является точным условием линейного преобразования
а -эlне только в случаях а= m, тс или г, но также в случаях а = BCN,
RCN, RCRN и других классов ограниченных последовательностей, опре-
деленных в статье f l ]. Это объясняется тем, что точное условие преоб-
разования а—> m для всех этих классов а то же самое С\. Примене-
ние условия С\ к (8) во всех этих случаях дает условие (9).

§ 4. Наконец, применим полученные условия для исследования
проблемы умножения двойных рядов, где ряд-произведение состав-
ляется по правилу Коши. По этому правилу член wst ряда-произве-

См. Пейеримхофф (4], стр. 35—36.

2 2
т' п k,leSl

\n(k+2)
1 Г ,w dt

amk =

m+\ J 6 {i+yf 2
in(ft+l)

СЮ.
*

m k

idmk, если n m и 1 = k,
О, в остальных случаях,

\dmk\ = СО .

m,n k,l 'm k

Примечание 1. Условия (6), (9) и



дения двух рядов и определяется следующим об-
разом;

где, суммируя по sи /, получаем для частичной суммы Wmn ряда-произ-
ведения следующее выражение:

Ищем необходимые и достаточные условия для того, чтобы из {Uk i) бГф.
всегда следовало { Wmn } 6 шеф. Соотношение (12) можно рассматривать
как линейное преобразование, которое должно удовлетворять точным
условиям г Ф —мпсф. Таким образом, для решения поставленной проб-
лемы умножения рядов получаем следующие точные условия:

В заключение докажем еще одну теорему об умножении двойных
рядов, в которой воспользуемся точным условием для а -> 1

Теорема. Для того, чтобы ряд-произведение двух рядов
%UU было абсолютно сходящимся для любого частичные
суммы которого принадлежат классу а(а= т, шс, г,... , RCRN), не-
обходимо и достаточно, чтобы vu = 0 (k, I— 0,1,...).

Доказательство. Достаточность условия теоремы сразу вы-
текает из (11). Для доказательства необходимости перепишем (И) в
виде

Условие 2° дает идею для определения нового метода суммирования, где за
от, п

обобщенную сумму ряда ukl понимается предел lim —L. V ат_к n_t Ukl .

т,п~> oo тп к ,l=0
Определенный метод суммирования является обобщением метода Вороного-Нерлунда.

2
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S, t
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k, 1=0

m 1 n
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Ä,Z =0

/77, П

1 Фkl\Om-k, n—l\ {tn, tl —O, 1, . . .),

k. I=o

m, n

2° lim —— V Фкl Vm-k, n—i a,
m-> n—> oo rmn

1 m

3° lim —— VФы Um-k, n-i =ai (/ =O, l, . . .).
Щ'. n—> oo Vmn

j
n '

lim —— V Фк 1 Vm-k. n-i = a'k [k =0,1,. . .)
m- n-> oo '' ш
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где {Uki) ба и {штп } еl. Следовательно, матрица (АkiVm-k,n-i) должна
удовлетворять точному условию а 1, т. е, должно выполняться

Взяв в неравенстве (14) 5?{(0, 0)}, получаем, согласно лемме па
раграфа 3, что ряд

сходится абсолютно.

Теперь покажем, что vOO =O. Для этого определим множества
SDfy ,= .$/=■ 1(0,0), (2,2), ..., (я/, я/)}, где п,- =2пм + 2 (/=1,2,...)
и п0 =O. Вставляя Ш; и Й} в соотношение (14), получаем

Учитывая абсолютную сходимость ряда (15), должно

для любого /, откуда следует v0 o =O.
Допустим, что Vki =O, если k 5 1 или /<Д — 1 и докажем, что

тогда Ust —O. Для доказательства последнего определим множества
как выше, но множества Ш4/ определим следующим образом: если

(Р , q) е $/, то (р -I- s, qД- t) 6 SШ/. Вставляя эти множества в соотно-
шение (14), получаем неравенство, аналогичное (16), лишь с тем отли-
чием, что все первые индексы больше на 5 и все вторые индексы боль-
ше на t. Отсюда следует, что

для любого /, откуда, в свою очередь, vst =O, Этим теорема доказана.

Аналогичная теорема имеет место и для простых рядов.
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TEATAVATE KAHEKORDSETE JADADE KLASSIDE LINEAARTEISENDUSED

I. Kull,
füüsikalis-matemaatiliste teaduste kandidaat

Resümee.

Artiklis vaadeldakse kahekordseid jadasid x ={|ki ) kompleksarvuliste liikmetega.
Töös defineeritakse järgmised kahekordsete jadade klassid: тф , шсф ,

гф , Iф,1 ф , ш ф ,

тс ф , г ф ja IФ,1 Ф , mis on tuntud kahekordsete jadade klasside m, mc, rja 1 üldistuseks
(§ 1). 1

Töös antakse meetod tarvilike ja piisavate tingimuste saamiseks lineaarteisenduste
jaoks, kus а tähistab mistahes klassi ülaltoodud klassidest, P aga on kas klass

т Ф> тс,.ь, Ц või (§ 2).
Edasi antakse tarvilik ja piisav tingimus lineaarteisenduste а—>l (а =т, mc, r)

jaoks {§ 3).
Töös tuuakse kaks näidet saadud tingimuste rakendamise kohta Cauchy korrutisrea

koonduvuse uurimiseks (§ 4).
Tartu Riiklik Ülikool Saabus toimetusse
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LINEAR TRANSFORMATIONS OF CERTAIN CLASSES OF DOUBLE SEQUENCES

1. Kull
Summary

In the present paper double sequences *={!»/> with complex-valued elements are
considered. In this paper the following classes of double sequences are defined; гп ф , шсф

* Ф .-J:г ф ,
Iф,1ф , ш ф , шсф , г ф and Iф, which generalize the well-known classes m, mc, r and

1 respectively (§ 1).
The author gives the method of obtaining the necessary and sufficient conditions for

the linear transformations а—> (3, where а denotes one of the classes given above, and Pis one of the classes 16 or c x (§ 2).
Further, the necessary and sufficient condition is given for the linear transformations

(a =m, mc, r) (§ 3).
Two examples are presented on the application of these conditions to the investigation,

of the convergence of the Cauchy product series (§ 4).
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