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Альфред Пуро

К ПРИМЕНЕНИК ЗАКОНА СУММЫ В ИНТЕГРАЛЬНОЙ

ФОТОУПРУГОСТИ

(Представил Х. Абен)
3

Рассматривается задача определения осесимметричного распределе-
ния напряжений в прозрачном теле вращения по результатам его сквоз-

ного просвечивания [!} в предположении слабой оптической анизотропии
[* °]. Боковая поверхность тела считается свободной от нагрузок. Изме-
нение разности фаз и параметра изоклины [*] проводится в семействе

плоскостей ортогональных оси тела г. При таком проведении исследова-
ний на основе экспериментальных данных и уравнений равновесия уда-
ется определить только компоненту тензора напряжений о;;, нормаль-
ную к плоскости просвечивания, и тангенциальную компоненту Oy, [5 ©].

Нахождение остальных компонент связано с‚ обратной задачей тео-

рии упругости, решение которой для случая напряжений, вызванных

внешними нагрузками, рассмотрено в [. B].
Определение внутренних напряжений, обусловленных — дисторсией,

является качественно более сложной проблемой. Для стекла она He-

сколько облегчается тем фактом, что в большинстве случаев — тензор
остаточных деформаций в нем шаровой в; == е уу== #°,,==аТ, и может

характеризоваться одним параметром Г, — эффективной температурой
остаточных деформаций [?]. Решение обратной задачи термоупругости
в случае плоской деформации (сх:==бу:==o) позволяет — восстановить

напряжения полностью ['°]. Частное ее решение для круглых образцов
приводитк законусуммы— [!. ], который в некоторых работах [!?]
предлагается использовать для нахождения напряжения в случае его
произвольного осесимметричного распределения.

Ниже приведен вывод краевой задачи, позволяющей по эксперимен-
тальным данным восстановить напряженное состояние полностью. Инте-

ресно отметить, что методы решения этой задачи достаточно подробно
описаны в литературе и поэтому нами подробно не рассматриваются.

В случае слабой оптической анизотропии при просвечивании в плос-

кости х, у вдоль луча / можно измерить два лучевых интеграла [% ?]

A(m,6)=f (mimjai,-—o„)dl; H(m,B):fmimz @.

Здесь { j=x, у; MO повторяющемуся индексу ведется суммирование;
т — компоненты единичного вектора, нормального к лучу [; myx==coosb,
my=sinf; т — расстояние от начала координат до прямой !.

Значение осевой компоненты напряжений а, определяется из обра-
щения линейной комбинации лучевых интегралов [*5]

| д
ml

fa„ dl=sfH(m', o,z)dm’ —A(m,9,2).
m

Здесь т — одна из крайних точек проекции контура сечения на ось т.

* Eesti Teaduste Akadeemia Kiiberneetika Instituut (Институт кибернетики Академии
наук Эстонии). 200108 Akadeemia tee 21. Estonia.

УДК 535.552.24

https://doi.org/10.3176/phys.math.1991.4.06

https://doi.org/10.3176/phys.math.1991.4.06


297

Введем цилиндрическую систему координат 0, ¢, 2, COBMECTHB OCb Z C

осью тела вращения. При осесимметричном распределении напряжений
лучевые интегралы не зависят от угла @ и их обращение упрощается.
Компоненты с:г, Orz BOCCTAHABJIHBAIOTCA по исходным измерениям с по-

мощью инверсии Абелевских интегралов

R R

2 /№_9а9=і fH(m’,z)dm’—A(m,z),
m Yo— т? дё т`

‚R % *

2m ]LLD4o ti(m).
m V@&—т?

Здесь В (2) — радиус сечения исследуемого объекта. |
Одним из наиболее простых и эффективных методов обращения этих

интегралов является разложение разыскиваемых функций по полино-

мам Цернике &* (о)

0:2(Q) =J IR (); 0p:(0) =X oLR"(0).
h=o k=o

Способ определения коэффициентов в разложении достаточно под-

робно описан Кормаком ['°]. Отметим простую связь между полинома-

ми Цернике №o* (о) — Р, (20?—1) и полиномами ЛежандраР, (х). Можно

показать, что применение такого разложения облегчает во многих слу-
чаях дальнейшее решение задачи.

Таким образом, будем считать известными функции Ozz, Opz B HCCNE-

дуемом объеме. Для нахождения остальных компонент тензора напря-
жений воспользуемся уравнениями равновесия и соотношениями Дюга-
мейля— Неймана в цилиндрической системе координат

0 (0p —%) д
—

до
ор

о
+д2 бр:==o, (1)

1 0 d
et

bt 01,
2

o % (9ар) да
° (2)

. --
де ‚ди ), -- 3i -, Opz “‘(
Ög ÕZ ,

( )

— _"+]l — ——— — |н.и 2 h; G 2“ ,

— Ка (Т — То).
-

ЗКа
д@ — ди +?)+— 4

dQ/ъ=7»( 0z

3zxecb A, u — коэффициенты Ламе, К — модуль объемного сжатия, @ —

коэффициент линейного расширения, (Т—То) — учитывает как дейст-

вительную, так и эффективную температуру дисторсий. .
Преобразуем исходную систему соотношений с целью — получить

разрешающее уравнение относительно ор. Используя выражение для

бр И ау, преобразуем уравнение (1)

д2p 1оооо=0—Ё—-[ op+~—~—] Тр Ф
до 0
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и проинтегрируем его по о

дри==— 0 {ор—і—%т—с}‚ (4)

p

rae t= [ op.(¢,2)dt; C(2) — постоянная интегрирования
0

. u(g,2)C@)=+[ ou(o.2)+2ulim<2.
Представляя в разность 00, — 0? значение и из (4), преобразуем ее к виду

ow 1 0 0 д ]— —— ZZž st ma 2 ‚ — —
: о, —2u22

о до
[o%op]+%[Q =7 C(2). (5)

Заметим, что соотношение (5) B cayyae MJIOCKOH AehopMauuH (Op,=
=дш/дг==o) выражает известный закон суммы []. .

Исключим также и из (3)

=

w ] 20 ———-[ Ор С(г)'--}-—-—'2 T] . (62Üpz——2u
õg z

Окончательный результат получаем дифференцированием (5) по о, (6)
по г и вычитанием одного из другого ]

Lо) -ь —

`@ @
aQ ° Õg

(Q O'p) +ÕZZ Обр==
Õg

02+Q д22 Oz 3д2 Орг

: д8 д°
— e+o C(2). (7)

Таким образом, проблема восстановления в объеме значений Op, Og
по известным о; и ор СВОДИТСЯ к решению краевой задачи, определяемой
уравнением в частных производных (7) и краевыми условиями на сво-

бодной боковой поверхности о==Й(г)

Op= [—ЭЁ— К (2) ]2O„. (8)

Значения 0, U0; NPH этом связаны уравнением (3), а компонента O,

удовлетворяет условию статики — сохранению главного вектора силы

В сечении

R(2)

of 0:(0, 2)0 do=o. (9)

Общее исследование краевой задачи начнем с рассмотрения одно-

родного уравнения, приравнивая в (7) правую часть нулю.
Оно является стандартным уравнением математической физики,

получающимся при решении уравнения Лапласа относительно угловой
гармоники o(g, 2) соs ф==ooр(o, 2) соs Ф. Такое уравнение, в частности,
возникает в связи с задачами кручения вокруг оси тел вращения [].
В связи с проблемой концентрации напряжений в валах с переменным
сечением для нахождения его решения были разработаны различные
методы, в том числе, методы электроаналогий, численные и аналитичес-

кие. Прежде чем завершить рассмотрение краевой задачи, остановимся

на правой части уравнения, определяющей частные решения.
Произвольная функция С (г), входящая в (7), определяет частное ре-

шение ор(2) == С(2). Из уравнения (1) для него находим о9l(2) ==oр(г) ==
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== С (г), причем в этом случае с'!,;(о) зависит только от 0, а следова-

тельно, с;!(о, г) является линейной функцией от г. Покажем, что на: са-

мом деле этому решению соответствует с;!(0, 2) == (со-сl2) + (024 032) @°.
Действительно, из (4) следует, что ш1(0, 2)==)(0, 2)0, а из (6) —

2uw; (0, 2) = 2pnwy(2) — pu'l(2)e*+ 2t(e). Окончательный — результат

получается из анализа выражения (5). Условие равновесия (9) позво-

ляет определить форму тела, в котором может существовать это реше-
ние

R2(z) =—2(00+022)/(03+042). (10)

Уравнению (10) соответствует незамкнутая поверхность, на бесконечно-

сти переходящая в цилиндрическую и имеющая почти параболоидное
начало. При с==o поверхность переходит в параболоид — вращения.
Значение ор для этого решения находится H 3 граничного условия (8).

Заканчивая вопрос о приведении уравнения (7) к однородному, ука-

жем второе частное решение, окончательно решающее эту проблему
z Р

д ;
G ]a„(g,t)dt——g—ä-z—wrftaz(t,())dt. (11)

0 0

‚ — Таким образом, краевая задача свелась к решению — однородного

уравнения (7) с соответственно измененными краевыми условиями.

Не разбирая всех способов решения краевой задачи (7), (8), (9),
остановимся кратко на методе сращивания асимптотических разложе-
ний ['s]. Для получения решения в этом методе исследуемая область

разбивается на части в зависимости от характерных параметров (раз-
меров области, изменения кривизны поверхности или внешних сил). Ре-

шение строится для каждого участка отдельно, чаще всего используя

для этого асимптотическое разложение; полностью для всего объема

окончательный результат получается путем сращивания этих решений.

Проще всего асимптотическое решение получается для удлиненных ча-

стей тела с медленно меняющейся формой. В этом случае главный член

асимптотического разложения получается из решения плоской задачи,

удовлетворяющей краевым условиям; т. е. в уравнении (7) в левой час-

ти производная по г приравнивается нулю. Решение этого уравнения

известно, оно выражается суммой двух частных решений

ор(с, 0) =! (0) +-с° (о, 0).

Значение ср! определяется из краевого условия (8). Ясно, что для уча-

стка тела с плавно изменяющейся границей решение задачи MOXKHO

проводить, используя измерения в нескольких сечениях с последующей
аппроксимацией значений б::, Ор: На Весь объем сплайнами. Решение

краевой задачи для всего выделенного объема позволяет существенно

улучшить нулевое приближение. Завершая обсуждение вопроса о по-

строении нулевого приближения, в качестве справки приведем выраже-

ния интегралов, входящих в (11), для случая, когда оа, Ор: Представ-

лечы в виде рядов по плиномам Цернике
p .

stRr@—RT@),

В 0

; m —®— (Вт(о\— RPm :| [ R =gl (т(0)—у)
Использование этих интегралов позволяет существенно упростить про-
цесс вычисления окончательных результатов,
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Таким образом, проблема полного определения внутренних напря-
жений методом интегральной фотоупругости сведена к решению хорошо
изученной краевой задачи. Для определенных форм тела и напряжений
решение этой задачи можно проводить локально, используя асимптоти-

ческие разложения. В качестве примера построено нулевое приближе-
ние для участков тела с плавно изменяющейся границей. Это решение
обобщает известный закон суммы, применяемый при плоской деформа-
ции цилиндров.
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Alfred PURO

SUMMA SEADUSE KASUTAMISEST INTEGRAALSES FOTOELASTSUSES

On vaadeldud poordkehades telgsiimmeetriliste sisepingete mdaddramist integraalse
fotoelastsuse meetodil. Ldbivalgustus toimub keha teljega risti olevates tasandites.

Pingete таагапипе teisendatakse matemaatilise fiilisika ddrevaartusiilesande lahenda-
miseks. Asiimptootilise arenduse iithendamise meetodi kasutamine vdimaldab saada ligi-
kaudse lahendi lokaalselt. Nditeks оп saadud asiimptootiline lahend keha osadele, kus
kiilgpind muutub aeglaselt. See lahend iildistab tuntud summa seadust, mis on kasu-
tusel tasapinnalise deformatsiooni korral.

Alfred PURO

TO THE USE OF SUM RULE IN INTEGRATED PHOTOELASTICITY

In the paper the problem of determination of iternal stresses using the method
of integrated photoelasticity in the bodiesof revolution is considered. The illumination
is performed in the plane which is perpendicular to the axes of the body. The determi-
nation of stresses is transformed into solving the boundary-value problem. Using the

method of asymptotic connection enables to get an approximate solution locally. For

example, there is derived an asymptotic solution for the places of body where the
variation of tangential surfaces is weak. This generalises the known sum rule which is
used in the case of plane strains,
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