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Пеэтер ОЯ

О РЕШЕНИИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ КВАДРАТИЧЕСКИМИ
СПЛАЙНАМИ

(Представил Г. Вайникко) |

Рассматриваются краевые задачи обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка, где в краевых условиях присутствуют производные искомой функ:
ции. Для таких задач устанавливают оценки погрешности методов коллокации и под-

областей квадратическими сплайнами. В оценках выделены главные члены. Вспомо-

гательным средством служат интерполяционные квадратические сплайны при специ-

альных краевых условиях, для которых приведены оценки первых и вторых произ-

водных в узлах сетки. `

1. Сначала изучим точность интерполяционных — квадратических

сплайнов в узлах сетки, а полученные результаты используем при ус-
тановлении оценок погрешности методов коллокации и подобластей
для краевых задач.

‚ Пусть на отрезке [а,s] задана равномерная сетка с узлами
xi=a-+ih, i=o, .:., n, h=(b—a)/n. Введем еще точки

yi= (%i-I+xi)/2, i=l, ...,
п. Рассмотрим квадратические сплайны ©

с узлами xi, i=o, ...

‚ л, H3 класса С!, для них обозначим S;=
=S(yi), Mmi=S'(yi), Mi=S"(yi), i=l, ... ‚п. На подотрезке

[%i—l, xi] имеем представление -

i—l, Xi). (1)$5 (х)
M:

(x—yi)?+mi(x—y)+Si; xE[kl xi]D>

Записывая условия непрерывности $ и $’ в узлах х;, получаем из них

стандартными выкладками т. н. внутренние соотношения квадратиче-
ского сплайна

| 4

- M-y+6Mit-Migy =7 (Sil — Si-1), . : |

8

; Mi—l(+6Mi+Mi+l="'h'z" (Si+l —2Bi4Si-1), | ;
В i=2,...,n—1.

Предположим теперь, что квадратический сплайн $ интерполирует

функцию feCa,b] B y3aax yi, T. e. S(y:)=[(yi), i=l, ..., n, IH

краевых условиях

@S (@) +BS' (a) =i(@) Ы/(а) —-В " (@) — zK (@),

сг 9) +S(b)=uf(0) +Baf (b) —21"(b) — 3W4V (D),
rue o, a2=o, Bl<<o, P2=o, |ai|+|Bi| 40, i=l,2. Buyrpeunue соот-

ношения, содержащие т;, и краевые условия образуют следующую
систему В
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(5В — —Z— п…) тц+'(. Bi — —i— н…) тэа== да (а) +-2В)7 (а) —

—B b(@) — WY (@) — ]() (95)) + () (),

mi—li+6mi+mi+l='% (F(Yi+l) —F(ys-1)), i=2,..., n—l, (2)

( В;›_+—l— haz)mn_l'+ (552-{——7—- h(lz )mn=2a2f (b) +2pzf' (b) —

4 At ° 4

—%—hzf”'(b)—-ЙУ()— az(f(yn-i)e+f(yn))+%"i (F (yn)— Hyn-1)).

ÕTMETHM, что матрица системы (2) имеет диагональное преобладание.
Отыскивая решение системы (2) в виде

, O (3)mi=f'(yi)š+”—žl?-R (yi)t+yi —i=],
pet

n,

и разлагая затем значения функции j H ее производных по формуле
Тейлора (в м уравнении в точке у;), получаем для определения \;

систему с матрицей системы (2), но с правыми частями, имеющими

nopsaok o(h®) (или О(А43+%), если ПУеЕЛра, o<са=<l). Отметим, что

если, например, В:==o, то в первом уравнении порядок правой части

будет о (й*). Следовательно, у;==o (#3), а если — У е Шра, О<са<<l, то

у‚-=o(іl3+°°). -

Аналогично для определения М; получаем систему

(141 — Sash) My+ (281 — ash) Mz=-lhi('7-g—‘ (3f (y1— T (y2+

+ ((0) -H9)) — i(@) — B(@) 4Po (@) eIY (@) )
Mi—i+6Mi+Mi+l=% (H(8i41) —2] (9:) +(yi-1)), i=2,...,n—1,

, l 6 / а2
(22+021) Mnl+ (148a+502h) Mn=-7— [! —

Z (3] (yn)— Hyn)) —

—®()—ан)+а() НЫ () --- jep()-EM ).
Здесь решение имеет представление

LR(o) +yi (4)Mi=f"’(yi)——2—4—hf Yi ,

где yi=o(h?), a ecin fIV =Lipa, o<<a<l, 10 yi=o (h*'%).
Подставим т; и М; из формул (3) и (4) в представление (1), тогда

разложение Тейлора [(х) в точке y; MO3BOJISIET получить оценку

|S(x)—f(x) |<-—2l/l%— PI (y)|+o(h), xe[xi4 *].

В дальнейшем нас удовлетворяет оценка

15 —fllo= al‘fébls (x)—F(x) | =0 (h%).
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2. Рассмотрим краевую задачу

(Lu)(x)=p(x)u”(x)+g(x)u'(x)+r(x)u(x)=f(x), xe&(a,b),

asi (@) +Pu’(@) =yl, (5)
ази (6) --Взи' (6) —y2.

Пусть функции p, ¢, г и f достаточно гладкие, р(х) >ро>>0,
r(x)<ro<o, xe(a,b), си, @2 2>o, pl<<o, B2=o, |аі|+|[3‚-|ч&o‚ i=l]l,2.
Предположим, что 3aaaua (5) umeer pemeunke ucC*[a,b]. Knaccnue-
ской техникой можно показать, что соответствующая однородная крае-
вая задача имеет лишь тривиальное решение, значит, решение задачи

(5) единственное. .
В методе коллокации приближенное решение й(х) задачи (5) как

квадратический сплайн определим условиями |

(Lü) (yl)———f(yl)v l=lv MIIL

ü (a) +Biü'(a)=y, (6)

a2i (b) --Вай’(6)== .

Введем квадратические В-сплайны

| 1I(¥— xi2)?,
Bl(x)=,——2- 2h% — (x;—

e.

j
-

[хl—2› Xi— ]

&

sl
ol

|

ва —-а

‚xE [*il, %]
х © |[х;, хі+l]’

вне отрезка [Xi—g, X;+l] положим В;(х)==o. Дополняя сетку узлами
xi=a--ih BHe orpe3ka [a,b] (нам достаточно взять еще I==—2, —l,
п--1, п--2), можем определить Во(х), ...

,
В(х), они образуют ба-

зис в пространстве квадратических сплайнов класса С! на отрезке
n+l

[а, 6] с узлами х;, I==o, ... ,п. При atom 3 B;(x)=2, x& [a, b].
i=o

Коэффициенты в представлении .

ü(x) = Ёс‚-ві(х)
определяются на основании условий (6) из системы

(u-Ž bi )e+la+tŽp)a=vw

{( 2”—,55)— — i(ž—)+'—(f—)-)с(0PI )

+(fl/£‘fi)f+—q(—hy‘i)‘+—r%—i)—)ci+i=f(yi), i=1,...,n,

”

R
При малых ЙЛ система (7) однозначно разрешима.

Построим решению и(х) задачи (5) интерполирующий квадрати-
ческий сплайн - @(х), удовлетворяющий — условиям— интерполяции
u(yi)=u(y:), i=l, ..., n, ¥ KpaeßbHM yCJIOBHAM
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”
a

сч (а) + В (а) — и (а) + (a) —jõВа() — трВ (a),

”
N

vозй(6)--Вай’ (6) —оы (6)--Выи’() …—-ТБЁ“"З”’ (b) — 7og MU (D),

он имеет представление

7 (x)= ž:]:õißi(x).
Нам уже известно, uTO [[#—u|oo=o(h%). IloaroMy достаточно оцени-

вать |й— @.. Кроме того, поскольку |&—й 110 <2 max |ci—&il,
o<i<nt

TO мы будем оценивать — тах |с:—6;|. Tak kak L(@—u) (yi)=
=p(y:) (U" (y1)—ü"(y1))+9(71) (&'(9e) — &(1)), а также

ол(# (а)— #(@)) +В, (#'(а)— # (а)) —Ё пи”(а) +55ht@),

@2 (@ (6)— T (D)) +fa(' (6)— &(b))= "(b) +7 И(b),

TO €;i—Ci, =O, ... ‚
п-+-1, определяются из системы

((11—-—2—3l)(Co—Eo)'l'(arH%—fii)(Cx—Ei): it

=-В а” (a) o Y (@), _
| Ai(ci—l—õi—i) +Bi(ci—õi)+Ci(ci+l—õi+l)=D,-, i=l, т.., Й,

(8)
' 2: ( a,z——ž- Bz) (Cn — Cn) +(a2+l7l- 52) (Cntt — Cn4l) =

=a2w” (b) + h (b),

где мы обозначали

—
2p(yi) q(yi) > T(Yi)

Ai—
h2

—

h
+

4 ,

| 4p(yi) | 3r(yi)
Bi=- о

'

—

2р(у:) ‚ 9(9:) | r(yi) |
- G= , T

Di=p(yi) (4" (y:)— u" (y:))49 (9:) (v (9:) — @’(i) ) =

е(0(аи(а — а()а () ) +-0(#2)

Cayuaii py=p2=o usyuen B ['], мы показали, что

“ü—ullmš—ä— max IM
ута =

(g| o).

Поэтому будем рассматривать другие варианты.
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1) Пусть сначала a;5O, 1540, ag%o, P270. Torna B nepßoM H MO-

следнем уравнениях системы (8) разность преобладания главной диа-

гонали равняется 2a; и 2а соответственно, а во внутренних уравне-
ниях 2|/ (у;) |. Поэтому имеем оценку

2

max |ci—õ| <<max [—h——l—pi—l— ju”'(a)|,
O<i<n+Hl 24 m

2 B h 2 | Aoty } |—., 7/ b
,

— Т i ‚ 2

aa
))

8 TS, >
(9г) | [+0(12),

следовательно,

- e 1B @В
—< ”

PSa

gн — ülo<max 57
[0 @) т(,

hz lbulv_qu//lBmax|2 (9) | bo), (9)
24

I<i<<n
r :

а если 1У 11р а, О<са<<l, то в остаточном члене вместо 0(h?) стоит

О (Л?+<).
2) Если а:==@o2==o, Вls=o, Во==o, то (8) разложим на три системы.

В системе

Eo — šil:ov

Ašiib+Biši+Cibii=Di, i=11,..., n,

En — Enyt=o ‚

исключаем Eo H En+l, Ппосле этого разности преобладания главной

диагонали будут все же 2|/(у;)| и ее решение оценивается через

, h? | ри!У — ди”' l—— max|————

(y; o (h?). '| 48
I=l<п

r
WO gty

Затем решим еще системы

° 1
_ 60 — 61=—77u(a),

Aifšisb+Biti+Cišöi=o, 1==1,..., П,

En — Enl=o ,
H

Eo — &==o,

А‚-ё‚-_‚+В‚-ё‚-'+`С‚—Е…=О, i=]1,..7, . (10)

.
—

__l__ "

- Е, — лн= —

24
йи (6). .

Рассмотрим из HHX подробнее оценку решения системы (10). Ясно,
что уже из соображений симметрии решение другой системы оцени-

вается аналогично.

Исключая Ео, получаем уравнение

T e L.

' 20 (41) +1() —5 1 ()
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Обозначим

в (н) ——-2
2p (41) +hg(4yl) —

T
h2r (y1)

. r

тогда õl(h)=h2—l;%%j—|— O(h3)<0. Продолжая процесс исключения,
: 1

получаем исходя из уравнения ;

Ееа— (14+8i-1(h))Ei=0

следующее уравнение

Bi — (14-6i(h))Ei+l=o,
где

6; () == | # г(уг) )h 9(9:) | Br(yi)thyi)—-Fõi—*(h) ( I"—2'm+' 8 p(yi)
—

> h g(y)) __7_,l2_’@__6,-_1(11)( l——;m—""s— p(yi)I-F'ž—m 8 — р(у:)
Н (11)

Отсюда видно, что если Oi—1(h) =0(h%) u 6i-1(h) <O, 1O

(=)
s o,01 () =h* =St 81-1 ()0 ()

a takxe 0;(h)<<0. B конце процесса исключения получаем

—

1
V

бп (h) §n+l‘=°2_4“ hšu (b) .
Здесь

r |r(gi)| KÄD—Ba()= STLS0()>. (— &)
ГЙ

n MID
važh(b—'“)igž„ L ОО

Следовательно,

| h2|u” (b) | -
jnni<р maxPD

24(b—a) 132 r(3i) | AA (12)
[MockonbKy |Ei| <|&i+l|, то оценка |ЕЁл+l| распространяется и на все

компоненты решения. Оценки решений всех трех систем суммируются
и в итоге получаем оценку погрешности

_

й2(| м”(а) |+- 1 ”” (5) |) р(4:)
li — üll — m ТПах —— — —=

12(6 —а) m
r

r hz IV
—

”

4 max [P ()| o), (13)
ll<isn . r

а если шIУ ЕЛр а, О<са=<l, то остаточный член есть О (л?+*).
3) Рассмотрим еще, например, случай a; 70, 80, ag=o, P7O,

Тогда систему (8) разложим на две. В системе



341

2 AN п‹ —

7 [5l) šo+( ar}-T Bi) šl=-1[3—21 hžu”" (a)"—l—% hulv (a),

Aigi_l+Bi§i.+Cl‘§i+l=Di, == 1› ..., Й,

En — Enl=o

исключаем En+l, а затем оценим ее решение на основании преоблада-
ния главной диагонали; по сравнению со случаем 1) здесь в оценке

отсутствует член, содержащий а» и В.
Кроме того, рассмотрим еще систему

| 2 | 2( а: TT В, )šo-l'( (11.'+71"' [3l) Е, ==o,

А,-ё,-_l+Віёд+С‚-ё,-+l=О‚ в— 1,
3vy

Ty j (14)

- 1
En — Entu=——shu"(D).

Первое уравнение записывается в виде Eo— (1+ 6о(А))&== 0, где

8o(h) =2hai/ (21— hay). При малых Л имеем Лом/В << 6% () << Ла /2В, <<o,
следовательно, б6о(Й)==О(А). Формулы перехода (11) от б;-| к ©; при-
менимы и здесь. Имеем

ОВ i) 2 r(yi)й 4(#:) ЁШ)(ЪР_Щ_"Ё
P(yi)

)‹l—'_——37_{_ 8 p(yi) 2 P(yi)
dõi

где через №; обозначен знаменатель правой части формулы (11). Из

(11) вытекает еще последовательно, что

| ;- (9)), ы О (#2) —0 (й).а‚-‹п›-=п2ёт+ао‹п›+so‹ )

n §;(h)<<o, snauur, N;>o H —g-i—->O. Если теперь обозначить ко-

-11 .

эффициенты перехода 6;(й) в системе (10) через 6®(h), a B cucreme

(14) через 6©(А), то получаем, что 69 (А) << 69 (А) при всех . Следо-

вательно, и в системе (14) имеем оценку (12). Окончательно получаем
в данном случае, что

"ü—u"ooš%%:lb—)—l— max №_+ ;
(b—a) I<i<n

|r(y:)] '

h* | 84l
+max {—-__i_. 1"

й® и!У —

”

(15)

12 d1
'u (a)lv "QT' max lfi_‘lli_(yl)l}+o(h2

ll<i<n
r

)›

а если ulVeLlipa, o<a<{l, TO B остаточном члене вместо o0 (h?)
MOXHO Hanucatb O(h?+%).

3. Метод подобластей заключается в определении приближенного
решения й (х) условиями

Y (Lä-f)(x)du=o, i=1,..., n,

aü (a) +Blü' (a) =yl, (16)

asü (b))+B27" (b) =y2.
KND
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Мы не будем останавливаться на подробностях выкладок, укажем
только на наиболее существенные отличия от метода коллокации (см.
также [!]). Разлагая р, 4 и г по формуле Тейлора, получаем для опре-
деления коэффициентов с; систему .

( а—- )ek(b) cx=vs,

(—оНОО о))с

(B -2A 169 +Ar(5)+0())e+ (17)

%'(—2%—+—'3:/T(ši)é+i(%i+'—ql%yi)—%—f(—šii+O(h))cm=

.=%xf;(x)dx, i=1,...,n, K |
(а„—%ф)с„'+_(‘щ+—‚2l—62) C1 =y2. 54 |
Интерполянту #(x) построим как и при изучении метода коллокации.

Для определения с;—ё; получаем систему с матрицей системы (17), а

в правых частях по сравнению с системой (8) различаются лишь

Х, `

o,—=›-’1;- f L(u—ü)(x)dx. B ['] показано, что D.+=—-ll—2— h2(pu'")" (yi)+

+0O(h%). Во внутренних уравнениях системы (17) при малых Й главная

диагональ преобладает с разностями 2|/(и:)|--О(А), следовательно,

проходят все рассуждения, проведенные в случае системы (8). Ясно,
что и в данном случае получаем оценки, аналогичные (9), (13) и (15)
— изменяется только выражение, получаемое при оценке ~ Таким

образом, погрешность метода подобластей квадратическими сплайна-

ми имеет следующую оценку

-

R | B Р В
|—U mš { 1 —— ”1а— ülle<max

j7777 | (@)|, 5= 14T (0)],
h2 \(ри‚///)/- r max|9)()|}о(,12

I<i<n
r

ecan w7O, P7O, w270, P270; | -

а<
KU (a) [+ 12() ]) ах POD gv

:

1&—. < — 12(6—а) 12:‹" 7 (w0| + .
; ; Ё_ (pu///)/ | :- g max |25(49 | о()

если о:==o9==o, B{7#o, P8270;

-
h*|u™ (b) | p(yi)| 1& — и‚о<< —— тах —— — +
12(6— @) jse 17(90

- h 2 I Bil
” h 2 I (ри”,), \ } 2+max{ 9 а

169
пр ах[ )]+,
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ёсли w7O, PlO, oe=o, B2=o. Bo всех случаях остаточный член

имеет порядок О (#2+%), если и!У 11р а, О<са< 1.
4. В заключение сделаем несколько библиографических замечаний,

касающихся изученных методов. В [?] приведены оценки главного

члена погрешности метода коллокации квадратическими сплайнами,
фактически рассмотрены краевые условия u(a)=vy;, u(b)=vys. Ilpu
таких же краевых условиях в [!] оценка главного члена погрешности

существенно уточнена, кроме того, проведено и исследование метода

подобластей квадратическими сплайнами. В данной работе результа-
ты [!] обобщены на случай более общих краевых условий. Отметим,
что в {'] и [3] оценены также главные члены погрешности методов

коллокации и подобластей кубическими сплайнами, их обобщение на

более общие краевые условия будем рассматривать в другой работе.
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Peeter OJA

RAJAÜLESANDE LAHENDAMISEST RUUTSPLAINIDE ABIL

On vaadeldud ruutsplainidega kollokatsiooni- ja osapiirkondade meetodit sellise

teist järku hariliku diferentsiaalvõrrandi rajaülesande lahendamisel, kus rajatingimustes
võivad esineda ka lahendi tuletised. Veahinnangutes on välja eraldatud pealiige, mis

kajastab sõltuvust diferentsiaalvõrrandi ja rajatingimuste kordajatest.

Peeter OJA

ON THE SOLUTION OF BOUNDARY VALUE PROBLEMS

' WITH OUADRATIC SPLINES

We investigate the collocation and subregions methods (6), (16) with guadratic
splines for the numerical solution of two-point boundary value problems (5). The bounds

of error (9), (13), (15) for the collocation method and their analogues for the sub-

regions methods give a dependence on the coefficients of the differential equation and

the boundary conditions.
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