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СВОЙСТВА И ЗАКОНЫ КОМПЛЕМЕНТАРНОЙ АЛГЕБРЫ

(Представил Н. Алумяэ)

Непрерывная (бесконечнозначная) логика успешно применяется
для решения ряда кибернетических задач, для анализа и синтеза ана-
логовых функциональных и логических преобразователей [ l_3 ].

Однако возможности непрерывной логики (НЛ) ограничены кругом
задач, описываемых только линейно-изломными функциями.

В настоящей работе рассматривается логико-математический аппа-
рат (комплементарная алгебра), являющийся расширением предикат-
ной алгебры выбора (ПАВ) [4 ], который в отличии от НЛ позволяет
решать задачи, описываемые как линейно-изломными, так и линейно-
разрывными функциями.

Комплементарная алгебра (КА) существенно расширяет область
практического использования континуальных логических методов. До-
стоинством разработанного логико-математического аппарата является
его конструктивность (наличие общих свойств с булевой структурой
[ s ]), совместимость с математическим аппаратом ПАВ и НЛ (его
базовые операции включают в себя как частный случай базовые опе-
рации ПАВ и НЛ) и наличие адекватной элементной базы реля-
торов.

Базовые операции KA Z\ и г2 задаются корнями квадратного урав-
нения [ 6 ]

г2 —т~г (yi +^2 ) (/^+/>2)2+—- +Pl)+ (У] +У2
2 =o>

I+-а I+a 1 1

для которого

*1.2 = “п~' + (Р1+Рз)±

±i(y\— 2ауху2+у\) (P 2
t +P|) p2 (až/ 2

1
— 2г/Iг/2+аг/2 ) ]. (1)

Здесь предметные переменные у у2 и коэффициенты а, р\, р 2 явля-
ются комплексными и (или) действительными числами. Согласно (1)
21+22= (i/i+ž/г) (Рl+Р2) (при а'=l).

При р\-\-рч—\ (при выполнении условия комплементарности) и
Pi,p2 e{o, 1} (коэффициенты р\ и р 2 являются двузначными преди-
катами) выражение (1) приводится к виду

#2 ). (2)
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В частных случаях при а=l, а=o, а= 1 из (2) получим соответст-
венно

21 =0,5(01 + г/2 + \У\
г2 = 0,5(г/1 + г/ 2 — |г/i г/г|) =min(«/i, г/2 ), (36)

+^, 22=г/I+г/2 Уу\ +у\ , (4)

гесl(г/I+г/2) = шах (0, zi+z2), reel -1 (ž/i+^/2 ) = min (0, zi+z2). (5)
о-»t CO->—l

Выражения (3) воспроизводят базовые операции НЛ операции
выбора большей (За) и меньшей (36) переменной из двух предмет-
ных переменных у\ и у2, для которых zx —z2 =|#i —г/21, и z x z2=y\y2 .

Выражения (5) воспроизводят взаимообратиые функции идеального
выпрямителя, для которых reel -1 (red у) =у, rect(reel -1 у) —у [7 ].

Если положить р 1 =o,s(l+а)р* > /72=0,5(1 +a)pj, то при р*-\-р*=\
и р*,е {O, 1} выражение (1) приводится к виду

+2=0,5 {Уl+У2±Уу\ 2аухуг+уl ) • ( 6)

Выражение (6) определяет (z x ) и (z 2),
используемые в [B ] для построения математических моделей сложных
фигур (чертежей) на плоскости и в трехмерном пространстве. При
а= 1 выражение (6) воспроизводит базовые операции НЛ (3). При
a= 1 согласно (6)
2i= 0,5 (у! + г/2 + |г/! +г/2 |) = (г/I+г/2)/(г/I+^2У =тах(o, yi+y2 ), (7а)
z 2—o,s(yi+y2 \yi +y2\)=(yi+yz)J(—yi— г/2 ) =min (0, yt+yz). (76)
Здесь !(у) =o,s{l+sign у), где

~ ,_П V</>0 f I Vi/ > 0

есть соответственно единичная (пороговая) и знаковая функции.
При а=l согласно (1) получим

Zi=o,s[ (z/i|+ž/2 ) (Рl+Р2) + (г/i #2) (Pi Р2) ] =

[ ( г/iH—г/2 ) (pi+p2 ) {у\ yz) (Pi Рг) ] = */ip2+*/2Pi. (86)
Для операций (8) Zi+z2 = (t/i+*/2 ) (Рl+Р2), zt г 2= (г/i pt p 2),
ZiZ 2= {У\-\-у\)Р\Рг-\-У\У2.{р\-\-Р\) • При выполнении условия комплемен-
тарное™ /?I+Р 2=l (при pi=pi, p2~pi=\—pi, где I=l, 2, ... ,k)
согласно (8)

zi Vpi (г/±, г/2 ) =o,s[ž/i + г/ 2 ++i г—1) ] —У\.РI-\~Угр%, (9а)

Z2=Ap.{yi, уг.) = o,s[г/i + г/2 — {у\ уг) ( 2pi — 1)]=№+№• (96)

Операции (9) являются комплементарными дизъюнкцией (V p .) и
конъюнкцией (Ар г.).

На рис. 1 представлены графики функций (3), (5), (7) и (9), гдеУ=У\+У2 .
вТретьей базовой операцией КА является диаметральная инверсия

У]—2Уо—Уъ ži =2y o—zi относительно центра г/о =o,s(г/oi + г/02) прямо-
угольника на комплексной плоскости (рис. 2), на котором определены
предметные переменные у^\={уи у2, , ут}, где yOl =ai +/+ и
i/o2 = ö2 +/ö2 есть комплексные числа, задающие область определения



Рис. 1.

Рис. 2.

предметных переменных. Если предметные переменные и коэффици-
енты pi являются действительными числами, то операции диаметраль-
ной инверсии КА и НЛ совпадают.

Для комплементарных дизъюнкции и конъюнкции справедливы сле-
дующие законы и свойства:
закон тавтологии

Wp {у, у) =МР {у, у) =у, (10)
свойства перестановочной (коммутативной) обратимости

Wр {уи Уг) =Мр {у2 , У\) =М—(г/i, г/2 ) =W'-{у2, Ух) , (1 1)

распределительный закон
Wp,[i/i, Мр.(г/2, г/з)] =Mp 2[WPl (t/i, г/2 ), WPl (*/b у3 ) ] , (12)

распределительно-сочетательный закон
Wp,[Wp 2(i/i, г/ 2), Wp 2 (г/з, ] =Wp 2[Wp,(i/i, г/з), W Pl (*/2 , */4)], (13)

распределительные законы относительно операций сложения (вычита-
ния) и умножения (деления)

Ž/+W(#i, */2 )=W(i/+i/i, г/+г/2), (14а)
г/W (г/i, г/2 ) =W (г/г/i, г/г/2 ), (146)

свойство де Моргана
yi). (15)
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функционально-распределительный закон

F[VJ( yi,y2 )]=W[F(yi ),F(y2)],(l6)

где F есть линейный функционал вида F(t,) =ko-\-k% и др.
Здесь W есть V либо Л, М есть Л либо V. Тождество (16) при
l 'W{yi,y2 ) объединяет законы (14а) (при ko—у, k—\), (146) (при
/г0 =O, k— y) и свойство де Моргана (15) (при k 0 = 2y 0,

k— —1).
Многоместные («-арные) комплементарные дизъюнкции и конъюнк-

ции

W (г/i, у2, •.., Уп) = .jt У где a^ )
= ai {pu рг, .. ■, рп) (17)

г=l

конструируются путем последовательной суперпозиции элементарных
операций вида (9). Например, при левой многократной суперпозиции
комплементарных дизъюнкций (конъюнкций) получим

2i =W {уU У2)=Уlрl+У2ри

22=W (г/1, У2, Уз) =Zyp2-\-y3 p2=yxp\p2+y2piP2+y3p2, (1В)
V A V V V А V V А V А

z 3= £2Рз-\~УI,Рз= УIРIР?,Рз-}-у2Рlр2рЗ-\-УзР2рЗ-{-УьрЗ ИТ. Д.

Здесь pi есть /?г- либо pi, pi есть pi либо pi (при суперпозиции дизъ-
V А V А

ЮНКЦИЙ Pi=Pi, pi =pi , при суперпозиции КОНЪЮНКЦИЙ Pi =pi, Pi = Pi).
Таким образом, при левой суперпозиции можем записать

h+i h
Zh=V{y1, У2, уh+i) = Š УМ, где ai=pi-\JJ Pj, (19а)

i— 1 j—г

k+l _ k
Zh =A{yu y 2, ..., yh+i) = 2уюи где ai =pi-i]J Ph (196)

i=l j—i

где po=l, П Pj= 1. Здесь весовые коэффициенты сц =

j—h+i

pi, ■ Ph) ИЩ=CLi{pi-l, pi, ..., ph) связаны между собой
через операцию комплементарной инверсии

Относительно операции суперпозиции множество Z всех функций
вида (17), включая базовые операции (9), образуют алгебраическую
полугруппу (моноид) с единичным элементом W =х {у i, у j) .

Независимо от типа суперпозиции (левая, правая, смешанная) для
всех функций множества Z при Рг+Рг=l выполняется условие

V V V
«-местной комплементарное™: aii+oa'rb •• • i+an=l, следствием кото-
рого является закон многоместной тавтологии W {уу, г/2 ,

..., у) —у, и
свойство транзитивной комплементарное™ весовых коэффициентов

V

сбФ /-арных дизъюнкций и конъюнкций

—a(2)-fa®= a(3)_|_ a(3)_|_ a(3) =
_,.

=a(

i
n)rfa(™ )+

__. (20)

V м V

где i, / е {l, 2, ..., п), он есть щ либо аи a(1)sl.
Для «-арных комплементарных дизъюнкций и конъюнкций выпол-

няется многоместный функционально-распределительный закон
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E[W {уп, Ун, • • • , //nl) , W (//i2, 1/22, • • • , //?г2) , . .. , W{уlm, //2m, ■ • ■ , Упт) ]

=W[Е{ун, У l2, •• • , У\т) , F {у2l, У22, ••• , У2т) ,•• • , F {Упl, Уп2, •••, Упт) ]
,

(21)

частной реализацией которого является одноместный (т= 1) функцио-
нально-распределительный закон

F[W {уи у2, .... //n )]=W[EЫ. Е(//2 ), .... F(y„)], (22)
где F есть линейный функционал вида

F (El, &2, • • • , Em) =&0+&lEl + • • •

В частности, при & 0= 0 и &I+&2+ • • • -\-k m — 1 функционал (23) явля-
ется m-местной комплементарной дизъюнкцией (конъюнкцией).

Все вышеприведенные распределительные законы (12) (16) явля-
ются частными реализациями закона (21). Действительно, законы (12)
и (13) являются частными реализациями закона (21) при п=т= 2 и
F— WPl (для (12) необходимо положить //i=MP2 (//i, у\) ). Закон (16)
является частной реализацией закона (22) при п= 2.

Если в (21) F есть оператор сложения (& 0 =O, k\ k 2=...km =

= 1), то приходим к многоместному распределительному закону отно-
сительно операции сложения
W{уа, //(21, • • • , Уп\) +W (г/12, //22, • ■ • , г/пг) + • • • ~+W (//lm, У2т, • ■ • , упт)

w(//11 +//12+ •• • "j- У lm, //21+//22“Ь •• • +//2т, •■ •, Ут+//п2+ •• • +//пт) •

Если F является оператором умножения [ks=y, ko k2 ..
. =km = o),

то согласно (21) при т= 1

//W (//!, //2, . . • , //n) =W (////Ь УУ2, . . . , ////п).
При ko=2yo, £1 =— 1, k2 =kz= ... из (21) следует /г-арный
закон де Моргана

W (г/i, у2 , ..., уп) =W(//i, г/2 , .... //п).
При F=N[\ и п=т 2 согласно (21)

Mi[W2 (//n, //21), W 2 (//i2, //22) ] =W2 [Mi (//11, //12), Mi (//21, //22) ]-

Отсюда при Уп'=Уl2=У следует распределительный закон (12) и т. д.
V V

При pi {O, 1} (pi являются двузначными предикатами) КА вы-
рождается в предикатную алгебру выбора [ 4 ]. При этом дополнительно
имеют место ослабленный сочетательный закон

ЩУи W(//2, //s)]=W[W(//i, //2), уз] =W {уи уз), (24);

закон булевого поглощения

W[//i, M(//i, //2 ) ]=//ь (25)

свойство ортогональности весовых коэффициентов сб.п) ц-арных пре-
дикатных дизъюнкций и конъюнкций (17)

а(п)а(п)_ а(п) а(п)а(п) =о (26)
г г г i h ' '

и др.

При а* е {O, 1} (при pi {o,l}) в выражениях (16), (21), (22) F
есть любой заданный функционал (комплементарные и предикатные
дизъюнкция или конъюнкция, базовые операции непрерывной логики,
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операции сложения, вычитания, умножения или деления, единичные
или знаковые функции, любые функции нескольких переменных, опе-
рации интегрирования или дифференцирования и др.). Например, при
Pie{o, 1} согласно (21) при F=max и F—l получим соответственно
max [W (z/и, itei, .. . , tjlnl) ,W {у12, У22, •• • , t/nz) ~. ~ W {Уш, Уът, •• • , Упт ) ] =

=W[max(i/n, г/12, ..., г/im), max(ž/2 i, У22, •• •, Угт), ...

•
•

•
, Шах (Упl, Уп2, • ■ •

, Упт) ] ,

I[ W (г/ц, у2l, .. ■, у п\) +W (г/12, У22, •• •, +W (z/iTO , */2™, •• •, Упт ) ] =

W[/(yn+i/i2+ • • • r\~yim) , 1 (//21+//22+ • • ■ +#2m) , •••

■ ■■, I {Ут~\-Уп2-\- • • • +ž/nm) ]
•

V
Если F есть оператор деления, то при pi^{o, 1} согласно (21) спра-
ведливо тождество

W(г/ц, ž/2i, .■ ■ , Упl ) Уп У2Х Ут \

W{у 12, У22, ••
• , Уп2) ' Уl2

’ У22
’

//п2 '

которое при уп =у2l= .. .\=уп\= 1 приводится к виду

1/W(г/12, г/22, .• •, г/пг) =W(- ,
■——

~.-,
)

' Уl2 г/22 Уп2 '

И т. д.
При рг^(o, 1} выражения (9) воспроизводят дорические операции

альтернативного выбора одной из двух предметных переменных у\, г/2 .

Если коэффициенты pi и pi принадлежат отрезку [o,l] числовой оси
(pi,pi^[ o, 1]), то выражения (9) воспроизводят операцию взвешен-
ного суммирования двух предметных переменных у\, у2, а при р г l=
=pi,==0,5 воспроизводится операция осреднения Z\\= 22 =0,5(г/1-}-г/2)
двух предметных переменных.

V

Многоместные дизъюнкции и конъюнкции (17) при (при
V

метных переменных, при р г е[o,l] многоместные дизъюнкции и конъ-
юнкции (17) воспроизводят операцию взвешенного суммирования п

V V V

предметных переменных, а при ai = a2 = ... = an = 1/п. воспроизво-
дится операция осреднения п предметных переменных 2=
= (ž/i+#2+ ••• ~\-Уп)/п. В частности, для левой суперпозиции дизъ-
юнкций согласно (19а) для воспроизведения операции осреднения не-

V

обходимо положить pi = i/[i-f-1), т. е. р у = 1/2, р 3 =3/4 и
А,

т. д., а для левой суперпозиции конъюнкций согласно (196) р,=
V А

=l/(t+l), причем pi-\-pi\=\.
Согласно (19) переход от дизъюнктивных к конъюнктивным фор-

мам записи и обратно в КА осуществляется путем комплементарной
инверсии.

Множество всех функций Z, порождаемых операцией суперпозиции,
совместно с базовыми операциями диаметральной инверсии, компле-
ментарными дизъюнкцией и конъюнкцией при РгЧ-рг- =l, где р { есть
комплексные или действительные числа, образуют комплементарную
алгебру, а при р,е{o,l} образуют предикатную алгебру выбора;
<Z, V, Л, ->.

Для логико-математического описания и синтеза коммутационных
цепей с п входами и ш выходами введем операции многомерных ком-
плементарных дизъюнкций и конъюнкций
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n v

Zi =Wi{yu У2, Уп) = 2 di#], где t=i, 2, ..., m. (27)
j=i

Выражение (27) записанное в матричной форме имеет вид: Z= AY,
V

где А= || otijll есть матрица весовых коэффициентов, Y=||z/j|| мат-
рица-столбец предметных переменных. Условие комплементарности для
многомерных дизъюнкций и конъюнкций имеет вид: т=п,

jyjaij= a,ij=l. (28)
i=l j=l

V V

Условие (28) при a,-jG {O, 1} (при р 7 - е {O, 1}) означает, что каждая
строка и столбец матрицы А содержат только одну единицу.

Переход от дизъюнктивных к конъюнктивным формам и обратно в
многомерной КА также осуществляется путем комплементарной инвер-

V
сии и при aije(o,l} сопровождается изменением знака определителя
|А|^{—I,l}. Функции многомерной КА конструируются путем супер-
позиции и композиции.

При п>т и п= т многомерные предикатные дизъюнкции и конъ-
V

юнкции (aije{o,l}) воспроизводят соответственно операции группо-
вого выбора т из п предметных переменных и операцию сортировки
п предметных переменных (операции пространственного выбора т из
п переменных).

В качестве коэффициентов р 7 в КА могут быть использованы любые
комплексные или действительные числа и, в частности, трехзначные

Г 1 при aiXi-j-a2X2>-0
Pi==/p(a IXi-j-a2 X2) = J р при aiXi+ö2*2 =o (29)

[О при ai*i+a2-K2<o
или двузначные

Pi= /. («Л+«й) = { ПРИ “‘"I . (29а)10 при aiXi-j-^2^2^o

j ,
. ч / 1 при aiXi+a2 , or, Ä

,Pi=h («1*4+02*2) = \ к (296)10 при aiXi+a2x2<o
..

. Г1 при х(= [хи х2 ] /ОАЧPi = si(x,xu x2)= \ h 1 1
.

30)10 при х ф [хи х2\

предикаты. Здесь х, Xj есть предикатные переменные ai и а2 есть зна-
ковые (a l} а2е{— 1,1}) или пороговые коэффициенты, ре[o, I]. Дву-
значные предикаты (29а) и (296) являются частными реализациями
функции (29) при р= 0 и р— 1 соответственно. Предикат (30) воспро-
изводит Селектирующую фуНКЦИЮ Pi~I(x— Х\)l(х2—х).

При pi=pi(xi,x2, ... , xi) функции КА и ПАВ конструируются
путем предметной и предикатной суперпозиций.

Все вышеприведенные законы и свойства при pi—Pi(x\,x2, ... , xL )

остаются в силе, если множества предикатных Х={хь ;с2, . . .
, X/} и

предметных Y~{у и у2, ... , ут} переменных не пересекаются. При пе-
ресечении множеств X и Y часть вышеприведенных законов и свойств
видоизменяется.

Покажем, что КА включает в себя как частный случай непрерыв-
ную логику. Подставив (29) в (9), при Х\ =у х , х2= у2, а х =\, а2 =— 1
приходим к базовым операциям НЛ

Zi=VIp(x u х2 ) =max(xi, х2 ), z2=Ai р (х ь х2) =min(xl, х2 ). (31)
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В НЛ условие иепересечения множеств предметных и предикатных
переменных не выполняется, так как для ее базовых операций Х\—у ь
%2 =У2- Поэтому в общем случае законы НК не могут быть получены
прямой заменой в вышеприведенных тождествах операций V и А
соответственно на шах и min. Но поскольку КА является обобщени-
ем НЛ, то все законы и свойства НЛ являются следствием свойств
КА. Представления законов и свойств КА в НЛ рассмотрены в [б ].

Представления булевых функций в НЛ рассмотрены в [9 ].

При Хl,лг2е{o, 1} операции (31) являются соответственно буле-
выми дизъюнкцией Zi==xi\yx 2 и конъюнкцией z2 x\/\х2 . Отсюда сле-
дует, что КА устанавливает взаимосвязь между базовыми операциями
двоичной булевой алгебры и логическими операциями (9) альтерна-
тивного выбора (рг-е{o, 1}) одной из двух предметных переменных.
При этом в рамках КА вскрывается взаимосвязь между булевыми
дизъюнкцией и конъюнкцией (они связаны между собой через опера-
цию взаимозамещения предметных переменных в базовых опера-
циях КА).

В общем случае в (9) предметные переменные и коэффициенты pi
могут быть любыми математическими объектами, для которых опреде-
лены операции умножения и сложения. В частности, в [ lo ] разработана
алгебра гипернионных чисел

i;i”=l.
2=1

где 1in (ге{l, 2, ... , п}) есть заданная базовая система «единиц»
гипернионов, удовлетворяющих условию транзитивной комплементар-
ное™ (20) и свойству ортогональности (26). Этим же условиям удов-
летворяют весовые предикаты аг (п) ПАВ [4 ]. Однозначность тождест-
венного повышения ранга гиперниона путем подстановки вида
1”=1^+I +l^ 1

1 в [lo] обеспечивается фиксацией типа суперпозиции
(смешанная суперпозиция путем повторения правого и последующего
левого фрагментов гипернионного графа его предыдущих ярусов). От-
сюда следует, что i-й весовой предикат аг (п) я-арной предикатной
дизъюнкции при использованном в [ lo ] типе суперпозиции тождествен-
но равен гипернионной «единице» \г п i-го ранга, «-го порядка
(аг (п)

=К п ), т. е. ПАВ включает в себя алгебру гипернионов. Таким
образом, для алгебры гипернионов справедливы все законы и свойства
ПАВ, а для ПАВ справедливы все свойства и понятия алгебры гипер-
нионов. Отличие заключается лишь в том, что в алгебре гипернионов
гипернионные единицы К п введены аксиоматически и рассматриваются
как абстрактные математические объекты, а в ПАВ раскрыта струк-
тура весовых предикатов аг (п) .

Последнее обстоятельство в рамках ПАВ позволяет установить су-
ществование {п—1)! базовых систем «единиц» гипернионов, удовлет-
воряющих свойствам транзитивной комплементарности (20) и ортого-
нальности (26). Действительно, рассмотрим все возможные типы су-
перпозиций при п— 4, представленными на рис. 3 комплементарными
графами (сигнальные графы Мэзона [ п ]). Графам по рис. 3 ,а,б,в со-
ответствуют четырехместные дизъюнктивные функции

4
za— a^ &

yi =yip lp2p3+y2PiP2Ps-Iry3P2P3+y !tp3, (32а)
2=1

4
2б= 2, +УЗРIР2РЗ+УФ*, (326)

2=1

4
Zb= УIР2Рз-\~У2р2рЗ-]-узРlрз-\-УьрlрЗ- (32в)

2=l
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Рис. 3.

Выражение (32а) соответствует системе уравнений (18). Каждому
дизъюнктивному графу по рис. 3 соответствует конъюнктивный граф,
полученный инверсией передач pj ветвей в исходном дизъюнктивном
графе. Конъюнктивным графам соответствуют функции ■2т Za, £д—Z6
и ze =zß , полученные путем комплементарной инверсии функций
(32). Таким образом, при п— А существует шесть базовых систем «еди-
ниц» гипернионов, из которых в [ lo ] использована система «единиц»
соответствующая при п=А функции z^—zß . Каждому узлу комплемен-
тарного графа может быть поставлена в соответствие гипернионная
«единица» соответствующего ранга и порядка (рис. 3, б). При этом
для узлов разветвления П =U+I+U+1

1 , а для транзитных узлов
J i = 1 j+i,
i i

В качестве другого примера рассмотрим многомерные векторные
пространства. Пусть в m-мерном векторном пространстве заданы две
точки (вектора) У1 = yf, .... у™), У2={у% )

, yf, • ••, У( ™] ) и ска-

лярная величина р,е[ —оо, оо]. Тогда уравнение прямой, проходящей
через заданные точки yi и у2 векторного пространства R m будет опре-
деляться выражением у—у2 =Рг(У i —у2), которое при гi=y приводится
к выражению (9а). Отсюда следует, что комплементарные дизъюнкция
(9а) и конъюнкция (96) в многомерном векторном пространстве опре-
деляют множество прямых, проходящих через заданные пары точек
Уг= {у^ }

,

(17) уl, у2, .. . , у п являются точками многомерного векторного про-
странства Rm

, то при всевозможных вещественных аг- уравнение (171
V V V

определяет линейное подпространство R n (=R m
.

При ai-|-a2+ . -. +an = 1
выражение (17) определяет многоместные комплементарные дизъ-
юнкции и конъюнкции векторного пространства. Графики на рис. I,г
соответствуют комплементарным дизъюнкции (zi) и конъюнкции (z 2)
двухмерного пространства {т=2) при p =var. Введенная выше опера-
ция инверсии может быть обобщена и на многомерные векторные
пространства. Пусть у0 есть фиксированная точка многомерного про-
странства, являющаяся центром области определения предметных пе-
ременных векторов у j (m-мерный прямоугольник). Тогда любой
точке уг соответствует гиперсфера, все точки которой удалены на оди-
наковое расстояние d(yi, Уо) от центра уO , где d есть расстояние (мет-
рика) между точками у* и уO . Тогда любой точке у* гиперсферы будет
соответствовать инверсная ей точка у* на этой гиперсфере (точка пере-
сечения гиперсферы с прямой, проходящей через точки у г - и у0). Сле-
довательно, Уг= Уй+Уг, где уd есть вектор, соединяющий точки пере-
сечения гиперсферы с прямой, проходящей через точки уг- и уO . Если
областью определения предметных переменных является все простран-
ство R m

, то уо =oи yi —yi, т. е. при инверсии изменяется только на-
правление вектора уИз изложенного следует, что на множествах
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элементов линейных метрических пространств могут быть определены
операция диаметральной инверсии и логические операции (9) комп-
лементарные дизъюнкция и конъюнкция. Следовательно для метриче-
ских пространств справедливы законы и свойства (10) — (27), которые
определяют их логическую структуру.

Выводы. Разработанный логико-математический аппарат (комп-
лементарная алгебра и ее частная реализация предикатная алгебра
выбора) позволяет в наглядной и компактной форме представить в
единой аналитической записи широкий набор типовых и нетиповых
нелинейных (изломных и разрывных) функций и аналоговых логиче-
ских операций операции взвешенного суммирования и осреднения
двух и нескольких переменных, операции выбора одной переменной из
двух или нескольких переменных, операции группового выбора т из
п переменных и операции сортировки переменных, операции /г-значных
логик и непрерывной логики, операции ранжирования переменных, опе-
рации последовательного и параллельного выделения порядковых ста-
тистик и др.

Для синтеза аналоговых электрических цепей и систем с использо-
ванием изложенного логико-математического аппарата необходима
разработка соответствующей элементной базы, воспроизводящей эле-
ментарные операции КА, ПАВ и НЛ. Такие аналоговые логические
элементы разработаны и названы автором реляторами [4, e, i2-isj
В элементном базисе реляторов возможно построение широкой номен-
клатуры аналоговых логических, функциональных, вычислительных, из-
мерительных, управляющих и коммутационных преобразователей, ана-
логовых спецпроцессоров без промежуточных преобразований в циф-
ровой код, систем сбора, сжатия и обработки аналоговой информации

j- 4, 6, 15—23 J
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Академии наук Эстонской ССР

L. VOLGIN
KOMPLEMENTAARALGEBRA OMADUSED JA SEADUSED

On näidatud, et sama ruutvõrrandi juured genereerivad erinevate koefitsientide väär-
tuste puhul erisuguste algebrate põhioperatsioonid: ja
s. o. predikaatvaliku algebra ja pideva algebra põhioperatsioonid, Boole’i disjunktsiooni
ja konjunktsiooni jm.

On välja arendatud komplementaaralgebra (põhioperatsioonid: komplementaardis-
junktsioon ja komplementaarkonjunktsioon). Selle alla kuuluvad (erijuhuna) predikaat-
valiku algebra ja pidev loogika, mis on vaadeldavad Boole’i algebra üldistustena.
Komplementaaralgebra põhioperatsioonidest tulenevad kahe individuaalmuutuja kaalutud
summeerimise ja keskväärtuse leidmise operatsioonid; predikaatvaliku algebra põhi-
operatsioonidest tulenevad ühe individuaalmuutuja alternatiivse valiku operatsioonid
kahe muutuja hulgast. Artiklis on tuletatud komplementaaralgebra omadused ja seadmed.

Saadud matemaatilis-loogiline aparaat võimaldab tuletada laia valiku binaarseid ja
mitmeväärtuslikke analoogloogika operatsioone ning ebalineaarseid (murd- ja katkend)-
funktsioone ja annab analoogiliste ning funktsionaalsete muundurite formaalse tuletus-
viisi realiseerituna relaatorite elementbaasil.

L VOLGIN
PROPERTIES AND LAWS OF COMPLEMENTARY ALGEBRA

The paper shows that the basic operations of several algebraic systems are generat-
ed by radices of the same quadratic equation at different values of its coefficients: the

and i. e. the basic operations of predicate algebra of selec-
tion (PAS) and continuous logic, the Boolean disjunction and conjunction, and others.

Complementary algebra (CA) has been developed (basic operations: complementary
disjunction and complementary conjunction); it comprises (as a special case) the predi-
cate algebra of selection and continuous logic, which can be considered as a generaliza-
tion of binary Boolean algebra. The basic operations of CA implement the operations of
weighted adding and averaging of two individual variables, the basic operations of
PAS implement the operations of alternative selection of one individual variable out of
two. Properties and laws of CA and PAS are deduced in the paper.

The developed mathematical-logical procedures generate a wide assortment of
binary and n-ary logic analog operations and non-linear (broken and discontinuous)
functions, enabling to produce by formal methods logical and functional converters
employing relators in the role of basic components.
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