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§ 1. Введение < >;

X-V/ f ! А> i

1.1. Пусть К поле С или Rи А топологическая К-алгебра,т. е.
линейное топологическое пространство над К, в котором определено
умножение элементов, относительно которого оно является ассоциатив-
ной алгеброй, и в топологии которого рассматриваемое умножение (как
билинейное отображение А\А в А) раздельно непрерывно. В частном
случае, когда умножение элементов алгебры А непрерывно в совокуп-
ности, А называется топологической К-алгеброй с непрерывным умно-
жением. В дальнейшем вместо «топологическая С-алгебра» будем
писать коротко «топологическая алгебра».

Топологическая алгебра А называется
Q-алгеброй, если множество Qinv А квазиобратимых элементов*

алгебры А открыто в Л;
алгеброй с непрерывным квазиобратным, если существует окрест-

ность нуля алгебры А, все элементы которой квазиобратимы в Л, и в
которой отображение а-+ац (как отображение Qinv Л на Qinv Л) не-
прерывно в точке 0а (здесь 6 А обозначает нулевой элемент ал-
гебры Л);

алгеброй Фреше, если на Л можно определить инвариантную мет-
рику так, что топология, порожденная этой метрикой, полна и совпа-
дает с исходной топологией алгебры Л;

локально псевдовыпуклой (локально выпуклой), если топология на
ней определена семейством Р А ={ра непрерывных
родных (здесь o<с/г для каждого полунорм (соответствен-
но, непрерывных полунорм);

локально m-псевдовыпуклой (локально m-выпуклой) , если она ло-
кально псевдовыпукла (соответственно, локально выпукла) и каждая
ра^РА удовлетворяет условию

Ра{аЬ) <^ра{а)ра{Ь)
для всех а, ЬеЛ;

локально поглощенно псевдовыпуклой (локально поглощенно вы-
пуклой), если она локально псевдовыпукла (соответственно, локально

* Элемент аеЛ называется квазиобратимым в А, если существует элемент а9еЛ
такой, что а+а 9

— aa q =a+a q a qa=Q A -
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выпукла) и для каждой полунормы раеРА и каждого элемента аеЛ
существуют числа М{а,а), такие, что

ра{а'а ) <СМ (а, а)р а {а')
и

ра {аа') N (а, а)ра(а’)

для каждого а’еЛ.
1.2. В 1938 г. вышла из печати статья С. Мазура [ 1 ], в которой

среди остальных результатов было отмечено (но без доказательства),
что каждая нормированная R-алгебра с делением топологически изо-
морфна полю R, полю С или телу кватернионов. Затем в 1939 г. в
[ 2 ] И. М. Гельфанд утверждал, что каждая коммутативная банахова
С-алгебра с делением топологически изоморфна полю С. Доказатель-
ство этого результата он опубликовал в 1941 г. [ 3 ]. После опубликова-
ния упомянутых работ появились статьи, в которых эти результаты
обобщались на разные классы топологических алгебр, более общих,
чем нормированные. Но так как первые результаты такого характера
были получены С. Мазуром и И. М. Гельфандом, топологические ал-
гебры Д, обладающие свойством

(GM), если алгебра А содержит замкнутые регулярные двусторон-
ние идеалы, являющиеся максимальными как левые и как правые
идеалы, то факторалгебра А/М по каждому такому идеалу М алгебры
А является топологически изоморфной полю С,

будем называть алгебрами Гельфанда —Мазура (ср. [ 4 ], с. 308) (в
дальнейшем кратко GM-алгебрами) .

В 1947 г. Р. Аренс показал, что все отделимые локально выпуклые
алгебры с делением, обращение элементов в которых (как отображе-
ние а—изг 1 на множестве обратимых элементов IпуД алгебры А) не-
прерывно, и все сепарабельные локально выпуклые алгебры Фреше с
делением являются GM-алгебрами (см. [ s ], а также [6 ], с. 483). Далее,
Г. Р. Аллан [7 ] доказал, что GM-алгебрами являются и отделимые
локально выпуклые алгебры с делением, удовлетворяющие условию

(а) для каждого аеД существует такое Ха еС\{o}, что последова-
тельность сходится к нулю в алгебре А.

(Аналогичный результат получил позднее и Дж. Э. Симпсон [B ]).

Затем М. П. Тюпан [ 9 ] обобщил результат Г. Р. Аллана на случай
отделимых локально псевдовыпуклых алгебр с делением, удовлетво-
ряющих условию (а), а Л. Вальбрук [lo ] (с. 153) (см. также [ п ]), в
свою очередь, обобщил результат Р. Аренса, на случай отделимых
локально псевдовыпуклых алгебр с делением, в которых обращение
элементов непрерывно. В работах М. П. Тюпана и Л. Вальбрука было
предположено, что умножение элементов в рассматриваемых алгебрах
является непрерывным. Оказывается (см. теорему 3.1 настоящей
статьи), что такие результаты можно получить и без этого дополни-
тельного предположения.

1.3. Пусть А топологическая алгебра, 907/(Д) ($Д (Д)) мно-
жество всех максимальных регулярных левых (соответственно, пра-
вых) идеалов алгебры Д и 9ЛС(Д) подмножество замкнутых идеа-
лов в (Д) П ЗОД (Д). Кроме того, пусть horn Д множество всех
нетривиальных непрерывных С-гомоморфизмов на Д. В общем случае
множества Ш? С (Д) и ЬошД могут оказаться пустыми. Легко видеть,
что в случае GAf-алгебр эти множества пусты или непусты одновре-
менно. Поскольку в теории топологических алгебр непустота множе-
ства ЬошД играет значительную роль (ведь в этом случае становится
возможным развивать гельфандовскую теорию о представлении топо-
логических алгебр в виде алгебр непрерывных функций), то представ-
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ляет интерес рассматривать класс тех GM-алгебр, для которых мно-
жество 9Й С (Л) непусто. В дальнейшем такие топологические алгебру
будем называть строго GM-алгебрами.

Целью данной статьи является описание некоторых классов ло-
кально псевдовыпуклых GM-алгебр и выделение из этих классов
строго GM-алгебр.

§ 2. Вспомогательные результаты

Для описания некоторых классов GM-алгебр нужны следующие
результаты.

Лемма 2.1. Пусть А отделимая локально псевдовыпуклая ал-
гебра с единицей еА . Если выполнено одно из условий

а) алгебра А обладает свойством (а)
или

б) алгебра А является алгеброй с непрерывным квазиобратным,
то спектр o(fl)= {ÄGC: (о 'ke A ) А) каждого элемента

непуст.
Доказательство см. в [ l2 ].

Лемма 2.2. Справедливы следующие утверждения:
а) в локально m-псевдовыпуклых алгебрах с единицей обращение

элементов непрерывно,
б) каждая отделимая поглощенно псевдовыпуклая алгебра с еди-

ницей имеет отделимую локально m-псевдовыпуклую топологию, кото-
рая сильнее исходной топологии,

в) каждая локально поглощенно псевдовыпуклая алгебра Фреше
является локально m-псевдовыпуклой алгеброй.

Доказательство, а) Пусть А локально т-псевдовыпуклая
алгебра с единицей, топология которой определена семейством
{ра : непрерывных субмультипликативных полу-
норм. Для каждого ae3t положим Л а = Л/кегра и обозначим через яа
естественный гомоморфизм А на факторалгебру А а . Тогда для каж-
дого отображение qa, определяемое на Аа равенством
Уа{яа (а)) =ра (а), является субмультипликативной нор-
мой на А а . Значит, Аа является отделимой локально ограниченной ал-
геброй (см. [ l3 ], с. 8), в которой £а-однородная норма qa удовлетво-
ряет условию qa {xy) a {x) qa {y) для всех х, у^Аа . Поэтому (см.
[ l3 ], с. 18) обращение элементов в алгебре А а непрерывно для каж-
дого а&Ж.

Пусть теперь a9 elnv/l и (аЦ .czlnv/4 сеть, сходящаясяAGEA
к а O . Тогда, ввиду непрерывности отображения па , сеть (я а (аЦ)^л
сходится к Яа(ао) для каждого аеЗТ Так как яа (а 0), яа (ая) elnv/l
и Яа( u~i ) = (яа (о) ) —1 для каждого со=Д и aelnv Л, то в силу не-
прерывности обращения элементов в А а, сеть (^(аг1 )). сходится

А А€=Л
К ЯаК“‘). Учитывая это, сеть {ра {а~' а~ 1 ) ) сходится к нулю
для каждого ae'lf. Поэтому (а” 1 ) сходится к а0-1 в топологии
алгебры А. Значит, обращение элементов в алгебре А непрерывно.

б) Доказательство проводится аналогично доказательству
теоремы 1 в [ и ] (с. 144—145).

в) Пусть А локально поглощенно псевдовыпуклая алгебра
Фреше и ТаА псевдобочка в А (т. е. замкнутое закругленное по-
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CX)

глощенное псевдовыпуклое ** подмножество). Так как А= [} kT
h= l

(ввиду поглощенности множества Г), то по теореме Бэра (см., напр.,
[ ls ], с. 27) существуют элемент аO еЛ и открытое множество V oczA
такие, что ao^VoczT. Пусть теперь Я>o такое, что Т+ТаХТ и /

отображение А на А, определяемое равенством f (а) = (а—а0 )/2Х для
каждого Тогда / является гомеоморфизмом А на А и справед-
ливо f{Vo )czT. Поскольку 0 А=/(ао ) е/(К0 ) и /(Ко) открыто вА, то
Т является окрестностью нуля алгебры А. Значит, любая псевдобочка
алгебры А является окрестностью нуля. Таким образом, по теореме
2.22 из [ l6 ] А является m-псевдовыпуклой алгеброй.

Лемма 2.3. Пусть А Q-алгебра, В топологическая алгебра
и л; открытый гомоморфизм А на В. Тогда В является Q-алгеброй.

Доказательство проводится аналогично случаю, когда алгеб-
ра А имеет единицу (см. [ l7 ], с. 290).

Лемм м а 2.4. Пусть А топологическая алгебра с непрерывным
квазиобратным и IczA замкнутый двусторонний идеал. Тогда фак-
торалгебра А/I (в фактортопологии) является топологической алгеб-
рой с непрерывным квазиобратным.

Доказательство проводится аналогично случаю алгебр с еди-
ницей (см. [ lB ], с. 58—59).

В дальнейшем будем рассматривать следующие классы топологи-
ческих алгебр:

Ki класс всех локально псевдовыпуклых алгебр, удовлетворяю-
щих условию (а),

Кг класс всех локально псевдовыпуклых алгебр с непрерывным
квазиобратным,

Кз класс всех локально поглощенно псевдовыпуклых алгебр,
К4 класс всех локально псевдовыпуклых алгебр Фреше,
Кб класс всех локально m-псевдовыпуклых алгебр с единицей.
Лемма 2.5. Если ЛеКг (i=l, 2, ... ,5) и IczA замкнутый

двусторонний идеал, то факторалгебра Л//еКг-
Доказательство. Пусть А локально псевдовыпуклая ал-

гебра ия естественный гомоморфизм А на А/I. Тогда А имеет базу
(3 А закругленных псевдовыпуклых окрестностей нуля. Так как (3 a/i
= {n{U):U^fiA} образует базу окрестностей нуля в фактортополо-
гии алгебры А/I и каждое множество я {U) (£/е(3 А ) закруглено и
псевдовыпукло, то факторалгебра А/I является отделимой локально
псевдовыпуклой алгеброй (см. i[ 19 ], с. 4). При этом Д//еКб, если

Кроме того, А/I удовлетворяет условию (а) (является алгеб-
рой с непрерывным квазиобратимым или алгеброй Фреше), если ал-
ребра А удовлетворяет условию (а) (соответственно, является алгеб-
рой с непрерывным квазиобратным или алгеброй Фреше).

Пусть теперь ЛеКз- Тогда она имеет базу окрестностей нуля (Т А,

состоящую из тех ИЩ3А, которые удовлетворяют условию
((3) для каждого яO еЛ существуют X, такие, что aO UczXU и

Ua oczpU.
Поскольку я(/7) обладает этим свойством для каждого t/e(3’A , то
Л//<=Кз (см. [ l6 ], с. 54).

§ 3. Некоторые классы GM-алгебр

Во-первых, рассмотрим случай локально псевдовыпуклых СтИ-ал-
гебр с делением.
** Множество U называется псевдовыпуклой, если U-\-UczXlJ для некоторого числа
Х>o.
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Теорема 3.1. Пусть А отделимая локально псевдовыпуклая
алгебра с делением. Тогда эквивалентны следующие утверждения:

а) алгебра А топологически изоморфна полю С,
б) каждый элемент алгебры А имеет непустой спектр,
в) алгебра А обладает свойством (а),
г) обращение элементов в алгебре А непрерывно.
Доказательство. Импликация а также (так

как каждая отделимая алгебра с делением, обращение элементов ко-
торой непрерывно, является алгеброй с непрерывным квазиобратным)
имеют место по лемме 2.1.

б)=Ф-а). По условию б) каждый элемент ае.4 определяет число
LgC такое, что а= \а еА - (Если это не так, то а—ieA^lпуЛ для
всех IеС, что невозможно). Легко заметить, что отображениет: а->Яа является изоморфизмом А на С. Чтобы показать непрерыв-
ность отображения т, берем любую окрестность нуля О в С. Тогда
0 8 |Я|<г}с=o для некоторого е>o. Если ЯеО B\{o}, то (в
силу отделимости алгебры А) существует закругленная окрестность
нуля VczA такая, что \еА ф\/. Теперь из аеУ вытекает Яа еОЕ.
В самом деле, если аеК и |Яа то |ЯЯа

_1 в силу чего \еА
(ЯЯа-I )аеЕ Но это невозможно. Значит, отображение т непре-

рывно в точке а=oл и, следовательно, на А. Кроме того, т -1 явля-
ется непрерывным на С, ибо т~! (Я)=Яел для всех ЯеС.

Пусть т топологический изоморфизм А на С, аеЛ
любой элемент и ЯеС такое число, что |т(а)|<СЯ. Тогда последо-
вательность а п = (Я-1 (т(а) )) 71 стремится к нулю при Поэтому
последовательность (Я -1 а) п =т~ 1 (сс п) сходится к нулю в алгебре А.

Пусть ел отображение, определяемое на Л\(oл} равен-
ством ел (а) —а~ х . Так как Bл=т~1о ес °т, то ел (как композиция не-
прерывных отображений) непрерывно на Л\{oА }-

Теорема доказана.
Поскольку квазиобращение элементов в алгебре Фреше с делением

непрерывно (см. [ l3 ], с. 7), то по теореме 3.1 справедливо

Следствие 3.1. Каждая локально псевдовыпуклая алгебра
Фреше с делением топологически изоморфна полю С.

Теорема 3.2. Каждая отделимая поглощенно псевдовыпуклая
алгебра с делением топологически изоморфна полю С.

Доказательство. Пусть А отделимая поглощенно псевдо-
выпуклая алгебра с делением. Тогда на ней существует отделимая
локально m-псевдовыпуклая топология (по лемме 2.2 б)). Поэтому
существует изоморфизм т алгебры Л на С (по лемме 2.2 а) и по тео-
реме 3.1), непрерывность которого и его обратного можно показать
точно так же, как и в доказательстве теоремы 3.1.

Частный случай теоремы 3.2, когда рассматриваемая алгебра явля-
ется локально выпуклой, был приведен без доказательства в [2o ] (см.
также [ 2l ], с. 495), а доказан в статье [ l4 ] (с. 141—145) и в диссер-
тации [ 22 ].

Следующая теорема дает описание некоторых классов локально
псевдовыпуклых GM-алгебр.

Теорема 3.3. Каждая топологическая алгебра из класса Кг
(t— l, 2,3, 4) является GM-алгеброй.

Доказательство. Пусть (i= 1,2, 3,4) и М С {А).
Тогда А/М является отделимой алгеброй с делением, которая принад-
лежит классу Кг (по лемме 2.5). Следовательно (по теореме 3.1),
факторалгебра А/М топологически изоморфна полю С. Значит, Л яв-
ляется (Ш-алгеброй,
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При меч ан и е 3.1. В работах [ 23 ], [ 24 ] (с. 214—217), [ |3 ] (с. 83—

87), [ 2s ] (с. 127) и [ l9 ] (с. 141 148) приведены примеры топологиче-
ских алгебр с делением (в том числе алгебр с непрерывным квази-
обратным и алгебр Фреше), которые не являются топологически изо-
морфными полю С. Таким образом, утверждения теоремы 3.3 необя-
зательно справедливы, если рассматриваемые в ней алгебры не явля-
ются локально псевдовыпуклыми.

Примечание 3.2. Приведем теперь некоторые примеры, пока-
зывающие, что классы топологических алгебр, указанные в теореме
3.3, не совпадают.

1. Алгебра {С (X), k) . Пусть X тихоново пространство и
(C{X),k) алгебра непрерывных С-значных функций на X, наделен-
ное топологией компактной сходимости. Известно (см. [ 24 ], с. 63 —64
и 204—205), что (С (A), k) является алгеброй Фреше тогда и только
тогда, когда X является хемикомпактным и алгеб-
рой с непрерывным квазиобратным тогда и только тогда, когда про-
странство X компактно. Кроме того известно (см. [ 24 ], с. 342), что
алгебра (C{X),k) не удовлетворяет условию (а), если пространство X
не является псевдокомпактным.

2. Алгебра (Сь{Х), (3). Пусть X отделимое топологическое про-
странство, Сь{Х) алгебра непрерывных ограниченных С-значных
функций на X и Bq{X) алгебра ограниченных С-значных функций
на X с компактным носителем. Алгебру Сь{Х), наделенную тополо-
гией |3 (т. е. топологией, предбазу окрестностей нуля которой обра-
зуют множества

U (Ф, е) ={[ G С ь (А) : | Ф (x)f (х) | <е для всех хеХ},

где е>o и Фе50 (Х)), обозначим через (Сь(Х), (3). Легко заметить,
что (G(A),(3) является поглощенно псевдовыпуклой алгеброй, удов-
летворяющей условию (а). При этом эта алгебра метризуема (по тео-
ремам 3.4 и 3.5 из [ 26 ]) тогда и только тогда, когда X компактно.

3. Алгебра L“[o, I]. Пусть L w [o, I] множество классов эквива-
лентности интегрируемых функций f на [o,l] таких, что

p„(f)=(hfM\ n ‘‘xy,"<oo
о

для каждого neN. Тогда L“[o, 1] является локально выпуклой алгеб-
рой Фреше относительно поточечных алгебраических операций и топо-
логии, определенной семейством полунорм {рп :п е N} .

Известно, что алгебра L"[o, I] удовлетворяет условию (а) (см.
[ 27 ], с. 130) и не является поглощенно псевдовыпуклой алгеброй (по
лемме 2.2 в)), ибо обращение элементов в локально т-псевдовыпуклых
алгебрах с единицей непрерывно (по лемме 2.2 а)), а в алгебре
L“[o, 1] нет (см. [ 2B ] или [29 ], с. 145).

4. Алгебра D. Пусть D векторное пространство всех комплекс-
ных бесконечно дифференцируемых функций на R n (weN) с компакт-
ным носителем и k={k\, k 2, ... , kn ], где k\, k 2, ... ,

£(l eN. Пусть
далее пространство R” представлено в виде объединения счетного се-
мейства подмножеств Gm (meN) таких, что Gm содержится во внут-
ренности G m+ 1 для каждого meN. Через D{G m ) обозначим векторное
подпространство всех комплексных бесконечно дифференцируемых
функций на R n с носителем Gm . Определим на D{Gm) топологию при
иомощи семейства полунорм {рт : где для каждого f^D(Gm )
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pm(f) =sup {\dk {f{x)) 1 : хе Gm , 0< |£|

д\Щ
dh (f) = •{ dk^idh 2X2 ... dhmx m

и
I & I &1+&2+ • • ■

Кроме того, определим умножение элементов в D поточечно и наде-
лим его индуктивной топологией относительно семейства D{G m).

Тогда D является локально т-выпуклой Q-алгеброй (см. [ 3o ], с. 77),
которая не метризуема (см. [ 29 ], с. 146).

Соотношения между классами Кг с I=l, 2,3, 4 иллюстрирует таб-
лица (при этом в клетках Кг, К j указаны топологические алгебры, ко-
торые принадлежат к классу Кг, а не к классу Кj при i=/=j).

Закончим параграф некоторыми проблемами.
1. Известно, что каждая отделимая локально выпуклая алгебра с

единицей и с непрерывным квазиобратным и каждая равномерно по-
глощенно выпуклая алгебра (т. е. такая локально поглощенно выпук-
лая алгебра, для которой числа М{а,а ) и N {а, а), определенные выше,
не зависят от ае!) удовлетворяют условию (а) (см. [ 3l ], а также
[Э] и [32 с> 851). При этом не известно, существуют или не сущест-
вуют локально псевдовыпуклые алгебры с непрерывным квазиобрат-
ным, которые не удовлетворяют условию (а)?

2. Как показано в [33 ] (с. 163), каждая локально поглощенно вы-
пуклая алгебра Фреше является локально m-выпуклой. Поэтому пол-
ная отделимая локально ограниченная алгебра, неявляющаяся ло-
кально m-выпуклой, служит примером локально псевдовыпуклой ал-
гебры с непрерывным квазиобратным, которая не является локально
поглощенно выпуклой алгеброй (пример такой алгебры приведен в
[34 ], с. 337). Возникает вопрос, существуют ли локально псевдовыпук-
лые алгебры с непрерывным квазиобратным, которые не являются ло-
кально поглощенно псевдовыпуклыми?

Известно (см. [ lЭ ], с. 123), что каждая коммутативная локально
выпуклая алгебра с единицей и с непрерывным квазиобратным явля-
ется локально m-выпуклой. Если аналогичный результат справедлив
и в случае всех локально псевдовыпуклых алгебр, то ответ на этот
вопрос был бы отрицательный,

к, к 2 Кз к 4

к, L“[0, 1] L«[ 0, 1] (Сь(Х), Р)
X не компактно

К2 ? ? D

Кз
(с (X), к)

X не псевдо-
компактно

(С{Х), к)
X не компактно

{Съ (X), Р)
X не компактно

к 4

(С(Х), к)
X не псевдо-
компактно, а хемй-
компактное

L“[ 0, 1] L“[0, 1]
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§ 4. Строго GM-алгебры

Пусть А топологическая алгебра и comm А замыкание ком-
мутаторного идеала алгебры А, т. е. замыкание двустороннего идеала
алгебры А порожденного множеством {ab—Ьа \а, Ясно, что
comm Л= {oа} для отделимых коммутативных топологических алгебр
А, а соттЛ=Л для простых некоммутативных топологических ал-
гебр А. В дальнейшем мы изучаем значение условия comm АфА в
GM-алгебрах.

Предложение 4.1. Если А строго GM-алгебра, то
comm АфА.

Доказательство. Пусть А строго GM-алгебра, идеал
я естественный гомоморфизм А на А/М и т топо-

логический изоморфизм А/М на С. Тогда А=т°яеЬотЛ и, посколь-
ку сотт Лсдкег А, то comm АфА.

Теорема 4.1. Пусть А GM-алгебра с единицей, которая явля-
ется Q-алгеброй. Тогда А является строго GM-алгеброй тогда и только
тогда, когда соттЛ^Л.

Доказательство. Пусть Л GM-алгебра с единицей, кото-
рая является Q-алгеброй и удовлетворяет условию Тогда
существует идеал МеЗК((Л) такой, что соттЛстМ. Но так как
am—таеМ при всех теМ и аеЛ, то М является двусторонним
идеалом. Отсюда ясно, что МеШl,-(Л). Так как в Q-алгебрах мак-
симальные идеалы замкнуты (см. [3o ], с. 77), то Меl с (Л). Значит,
множество ШД(Л) непусто.

Обратное утверждение справедливо по предложению 4.1.
Из теоремы 4.1 вытекает, что каждая алгебра Л с единицей из

класса Кг является строго GM-алгеброй тогда и только тогда, когда
Но в случае алгебр из классов Ki и К4 это утверждение

не обязательно справедливо, поскольку алгебра Т ш[o, 1 ]eKi ПК4 и
множество homL“[o, 1] пусто (см. [29 ], с. 146).

Теорема 4.2. Топологическая алгебра BeКб является строго
GM-алгеброй тогда и только тогда, когда comm ВфВ.

Доказательство. Пусть ДеКб, comm ВфВ и л естествен-
ный гомоморфизм В на A B/commß. Тогда по лемме 2.5 алгебра
ЛеК5-

Пусть теперь Ра= {ра ■ а s[} семейство суб-
мультипликативных полунорм, определяющее топологию алгебры Л, и
ае2l. Пусть далее факторалгебра А а и гомоморфизм яа такие же, как
в доказательстве леммы 2.2, а Аа пополнение алгебры Л а и
Õ : Ла->Аа топологический изоморфизм, полученный при пополнении
алгебры Аа. Тогда множество horn Ла непусто (см. [ l3 ], с. 22).

Пусть Aehomla и Ai=A° б°яа ° л:. Тогда At е hom В и поэтому
ker Ai е 99?с (В). Значит, В является строго GM-алгеброй (по тео-
реме 3.3).

Обратное утверждение справедливо по предложению 4.1.
Из теорем 4.1 и 4.2 вытекает
Следствие 4.1. Пусть А топологическая алгебра с единицей-

Если Л LI Ks, то hom Л непусто тогда и только тогда, когда
comm АфА.

Пусть теперь Л отделимая локально поглощенно псевдовыпуклая
алгебра с единицей, удовлетворяющая условию comm Л ФА. Тогда по
лемме 2.2 б) на Л существует отделимая локально ш-псевдовыпуклая
топология т, которая сильнее исходной топологии алгебры Л. Поскольку
замыкание коммутаторного идеала и топологии т принадлежит comm Л



385

и, следовательно, не сопадает с А, то на А существует (по теореме
4.2) хотя бы один нетривиальный С-гомоморфизм, который необяза-
тельно непрерывен в исходной топологии алгебры А.

В заключение отметим еще, что в случае алгебр А без единицы тео-
ремы 4.1 и 4.2 (следовательно, н следствие 4.1) могут оказаться не-
справедливыми, так как comm А в этом случае может не принадле-
жать ни к одному максимальному регулярному идеалу. Примеры таких
топологических алгебр приведены в [ 3s ] (с. 711 —712).
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M. ABEL, A. KOKK
LOKAALSELT PSEUDOKUMERAD GELFAND-MAZURI ALGEBRAD

Artiklis on leitud tingimused selleks, et vaadeldav kompleksne lokaalselt pseudoku-
mer algebra oleks Gelfand-Mazuri algebra või rangelt Gelfand-Mazuri algebra.

M. ABEL and A. KOKK
LOCALLY PSEUDOCONVEX GELFAND-MAZUR ALGEBRAS

The by now classical theorem of Gelfand-Mazur has been generalized to many
different classes of topological algebras (see, for example, [ s ], [ 7], [ 9 ], [2o ], [34 ]). The
purpose of the present paper is to give some generalizations of this theorem for complex
locally pseudoconvex algebras. (We recall that a complex locally pseudoconvex algebra
is a locally pseudoconvex space over C which is at the same time an associative algebra
with separately continuous multiplication).

Let comm X denote the closed commutator ideal of a topological algebra X (i. e. the
smallest closed two-sided ideal containing all commutators), let Uh{X) (Ш Г (Х)) denote
the set of all maximal regular left (respectively right) ideals of X and let Ulc(X)
denote the subset of all closed ideals of Ш((1) П^Пг(Х).

We say that a complex topological algebra X is a Gelfand-Mazur algebra if for
every M the quotient algebra X/M is topologically isomorphic to C. More-
over, we say that a Gelfand-Mazur algebra X is a strictly Gelfand-Mazur algebra if the
set Ulc (X ) is nonempty.

Theorem 1. Let X be a complex locally pseudoconvex algebra. Then X is a
Gelfand-Mazur algebra if any one of the following possibilities holds.

(a) For each x<= X there exists IgC\(0) such that the sequence (x/X) n converges
to zero in X.

(b) X is a topological algebra with continuous quasi-inverse.
(c) X is a locally A-pseudoconvex algebra.
(d) X is a Frechet algebra.
Theorem 2. Let Xbe either a complex locally multiplicatively convex algebra

with unit or a Gelfand-Mazur Q-algebra with unit. Then X is a strictly Gelfand-Mazur
algebra if and only if comml^l.
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