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НОВЫЕ ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ КОНЕЧНОСТИ

ДЛЯ ДВОЙСТВЕННЫХ АЛГОРИТМОВ ОТСЕЧЕНИЯ

L. KIVISTIK. DUAALSETE LOIKEALGORITMIDE LOPLIKKUSE UUED PIISAVAD TINGIMUSED

L. KIVISTIK. NEW SUFFICIENT FINITENESS CONDITIONS FOR DUAL CUT ALGORITHMS

(Представил А. Хумал) :

Для решения задач целочисленного линейного программирования в ни-

жеследующем сообщении рассматриваются двойственные алгоритмы
отсечения, частными случаями которых являются циклический и сме-

шанный алгоритмы Гомори. Для этих алгоритмов приводятся достаточ-

ные условия конечности, которые более слабые, чем опубликованные до
сих пор условия. Эти условия могут служить теоретическим основанием

выбора более сильных отсечений и тем самым ускорения двойственных
алгоритмов.

Рассмотрим задачу целочисленного линейного программирования в сле-

дующей форме: максимизировать функцию

xo=aoo+2šooj (—х;)

при условиях

xi=aio+ 3 aij(—x;) =0 (ÜE]),
jEI

)7(jj =1(

X; — uenoe npu jeT={o, 1, ..., ny},

где / — множество базисных, / — множество небазисных переменных,

причем / ) /== {l, 2,...
,

п} и п<<п.

Предположим, что симплексная таблица этой задачи находится в

!-нормальной форме, т. е. Ау== (а0;, @» ...

, @»;)Т`>o при всех / © Т, и

что /-нормальность каждой следующей симплексной таблицы сохраня-
ется вследствие подходящего выбора ведущего элемента. При этом вид
задачи (1)—(4) можно считать текущим видом (изменяются TOJBKO

коэффициенты а;; и множества /, /). Однако в дальнейшем будем поль-

зоваться также обозначениями а;, А)*, Г. /з, где 5 — номер итерацион-
ного (симплексного) шага.

От задачи (1)—(4) потребуем еще, чтобы она имела по крайней
мере одно допустимое решение или же целевая функция (1) была бы
ограничена при условиях (2)— (3).

Пусть для решения задачи (1)— (4) применяется следующий алго-

ритм.
Если недопустимость текущей симплексной таблицы вытекает из оТ-

рицательности некоторого свободного члена @аo(7е/.), то ведущей
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строкой выбирается любая из таких строк. Если а:ё2>o при всех Ё е Г,
а некоторый ао° дробен, то добавляется правильное отсечение

ds + Z’ а* (—х;) 2>o,
ž

в котором @os<<o, и строка его коэффициентов выбирается в качестве

ведущей строки. Затем выбирается ведущий элемент по правилам двой-
ственного лексикографического симплекс-метода и проводится симплекс-

ный шаг.

Как известно, тогда выполняются лексикографические неравенства

ALA — (s==o, 1,2; :..).

Алгоритмами такого типа являются циклический (первый) и сме-

шанный (второй) алгоритмы Гомори [!-%]. Для них доказана конечность

при условии, что в качестве генерирующей строки выбирается первая
такая строка, где свободный член — дробное число (причем этот выбор
можно использовать не на каждой итерации, а по крайней мере через
каждые д итераций, где д — любое фиксированное число). Оказывается,
что правило выбора генерирующей строки можно ослабить. При фор-
мулировке соответствующих условий требуется понятие степени вы-

рожденности вектора, введенное в [*]: будем говорить, что вектор
Ау== (Qyj, Qyj, ...

, @п;)Т — имеет — степень — вырожденности @, если

oj=... =041,;=0 u aq4;so.
Теорема. Если каждое введенное отсечение (5) определяет ведущий
столбец А степень вырожденности которого не больше

r=min {i T | {a3} >o},

а в тех случаях, когда степень вырожденности равна г, выполняется не-

равенство

do— (an)
ds eti as

,

1 71

то описанный алгоритм отсечения конечен. ;
Доказательство. Используем идею доказательства KOHEUHOCTH

циклического алгоритма Гомори [!]. Покажем, что через конечное число

итераций или А° превращается в постоянный вектор с неотрицатель-
ными координатами а;0 (==l, 2,... , й), причем координаты этого век-

тора целые при {© Т, или у задачи(1)—(4) отсутствуют допустимые
решения (что также выясняется через конечное число итераций).

В силу неравенств (6) и предпюложений относительно задачи, выпол-

няются неравенства

R. >a = ...=M,

где М — или нижняя граница целевой функции, или значение целевой
функции при некотором допустимом решении. |

Вначале покажем, что через конечное число итераций йс° превра-
щается в целое, которое на следующих итерациях (если такие нужно

совершить) уже не изменяется. Если @* — дробное число, то Ay>o H

45/@в => {аооё} /дбоё. Следовательно,

asti=—qs L—Ciš... 8 <
{аЁО}

= = a A 5 ——————s =

00 00 d? о! ^OO as, % = [аЁо ],

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)
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т. е. вследствие симплексной итерации аосо уменьшается по крайней мере
до ближайшего меньшего от него целого числа. В силу (9), начи-

ная с некоторого значения индекса s==sso, Величина ао ДоЛЖНа оста-

ваться целой постоянной, T. €. Quo*tl=ay®, ecau s=S,. Допустим, что

алгоритм, однако, бесконечен и рассмотрим итерации с номерами s7> 5.
В силу неравенств (6) а,o*+!<ам. Покажем, что аo° тоже не может

оставаться дробным числом. Если бы было {аl*}»0, то /==l (аоo° —

целое), ао*==o (так Kak ap’t'=an®) и степень вырожденности веду-
щего столбца А# не меньше, чем 1. По условиям теоремы степень столб-

ца А точно равна 1, аl7>o и @o°/а > {аlо*} /а,ё. Поэтому .

dö
I——

—
—afä — d? а, << (asio) — [asw]’

следовательно, аlO уменьшается вследствие симплексной итерации Tak-

же по крайней мере до ближайшего, меньшего от него целого числа.

Поэтому ао или остается постоянным неотрицательным целым числом,
начиная с некоторого индекса s==s,7>so, WJIH через конечное число ите-

раций превращается в отрицательное. В последнем случае через конеч-

ное число #==Ё(s)1 итераций симплексная таблица преобразуется в

допустимую форму, причем Ао*+'< АO5. Так как аlo>o7> аlO, то AOIKHO
быть @аоо*!'<аоо’, UTO противоречит равенству асо*+'==ймё при 52>5).
Поэтому остается единственная возможность: @l9*+l==аo2>o при 52>51,
причем ао° — целое число. Тем же самым путем получается, что начи-

ная с некоторого индекса s==ss,2=s, Остается постоянным неотрицатель-
ным целым числом аo° и Т. д., наконец, начиная с индекса s== $„2>5,,—1
остается постоянным неотрицательным целым @л,. Теперь можно ана-

логично доказать, что через конечное число итераций @“л,+l,o, .. , @ло
преобразуются в неотрицательные. Теорема доказана.

Примечание. Доказательство остается в силе, если не жаждое от-

сечение (5) удовлетворяет условиям теоремы, а им удовлетворяет MO

крайней мере каждое д-ое отсечение, где д — любое фиксированное по-

ложительное целое число.

Легко проверить, что для циклического и смешанного алгоритмов
условия теоремы всегда выполняются, если отсечения построить стан-

дартным образом по первой строке, имеющей нецелочисленный сво-

бодный член. Но ясно, что и другие выборы генерирующей строки и

другие правила построения отсечений могут давать отсечение, удовлет-

воряющее условиям теоремы. При этом, чем больше частное в левой
части неравенства (8), тем вероятнее, что это неравенство удовлетво-
ряется.

Доказанная теорема может быть теоретическим основанием при вы-

боре и использовании более сильных отсечений с целью ускорения упо-

мянутых алгоритмов. ,
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