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6y TAMM

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ,

ЗАВИСЯЩЕЙ ОТ ПАРАМЕТРА

(Представил Н. Алумяэ) 2

1. В л-мерном евклидовом пространстве К” рассматриваются следующие
две экстремальные задачи:

ming {f (x, p) | x c R)
H

пипь { (x, p) | & (%, p) =o},

зависящие от S-MepHoro параметра р, где f[:R*Xßs—R' u g=
= (g'¢2 ... @т)Т : К® хК5—К". Предполагается, что при некоторых фик-
сированных значениях параметра эти задачи разрешимы, т. е. в них

существуют точки локального минимума. Имеется много работ, посвя-

щенных изучению вопроса устойчивости решения таких задач (см., напр.,
[ ?]), однако в большинстве случаев в них ограничиваются лишь каче-

ственным установлением устойчивости, а количественных оценок не вы-

числяют. Целью данной статьи является: |) нахождение окрестностей
этих значений, где разрешимость задачи сохраняется, и 2) определение

шара, содержащего все точки локальных минимумов, соответствующие
значениям параметра из указанных окрестностей. Для этого использо-
вана следующая теорема разрешимости специального вида, зависящего

от параметра, причем (п-|-5)-мерный вектор (Ё) для простоты обознача-

ется через (2, 4). :

Теорема 1. Пусть 1) В — линейный оператор из К в В, имеющий
обратный В-\, |В-|<с:; 2) А — линейный оператор u3 К® в ВК»;
3) /(г, 9) — нелинейный дифференцируемый оператор из К®Ж.К® в К,
удовлетворяющий условиям г(0,0)==0 и |/”(2, 9) |<<сэ! (2, 9)|. Тогда

уравнение относительно г

Bz=a+4-Aq+r(z,q),

зависящее от параметра q, umeer g wape ||zll<<l/(c,c2)— ||qll eduncreen-
ное решение 2(q), ecau (14-¢,||All)llgll<<l/ (4c\co)— c||all, причем

z (9) || <2cl(lla+Agll+czllgli?).

Доказательство. Построим последовательность (2") следующим
образом: 2°==o, г®+l==В-!(а--Ад)--В-!т(2г", 9). Покажем ограничен-
ность (2*). Поскольку оператор г(2г, 9) дифференцируем, то

1/ (2", g) I<< sup [I7 (02", 09) 11l (27, 9) | <call (27, 9) |2.
o<o<l

CnenoßarenpHo, |lznH| < ||B-*(a+4-Aq)|l + |IB-r(27, q) | < cilla + Aall +

+ cic2l| (27, )[R << cilla 4 Aqll + cica(ll27]l2 4 119112) < cilla + Aall +

--с162(|2"!--19||)?, и отсюда непосредственно получим
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zn+l]4 [lgll < cslla-AgqllHcica(2 14-11g11)24lgll. (5)
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Из условия, наложенного на ¢, и выбора г° следует |2°|--|49||<
<< 1/(4с:6»)<<l/(2сlсо). Допустим, что — справедливо — неравенство
|2"!-Н||9l<l/(2сlс»). В этом случае из (5) получим ||2"+!|--9<
< cilla4+ Aq|| + cic2(l/ (2¢lc2) )2+ |lgll —и, поскольку |а--А4д|| удовлет-

воряет условию — |а--А4|<l/(4сl?сэ)— llgll/er, 10 l2nH[4-lIgll«
<< 1/(4с:6о) —l9 |--1/ (4сlс2) +-19|| == 1/(2¢lc2), T.e. последовательность

(2") ограничена, ||2"|| << 1/ (2с:с»)— |lgll nnst Bcex n=o, 1,2, ... .
Оценим теперь величину ||2"-!—г®||. ||29+!—2|| = | В-1г (27, 4) —

____В—Ъ‚'(г‘п—і‚ q) |l<Cinr(zn’ q)_r(zn——'l’ q) " < CIC2 Sup ” (ezn+(l __.B)z'n—l’
: o<o<<l

g) l z" —z°O) £ ca max [l (27, g) I, Il (274, 9)] 127 — 2 <
: .. 1
<ciee max [llzr|4-llgll, Izt И 27 — 2771 <ciczm lzn —z =

1
n n— n n—

1
n—

—

1

=—ž-llz — z*4j. Отсюда ||2" — 2 ‘ll<7 |27—! — г 2ll<...<—§,_—,X

Xllet —2l=124, Hance, [lm — 29 < flomt —znHi-b]|[2m4o-)—
-А ‚

— zHd+...+1124 —2< 3 |2/2m2125 |
; i=o

TaKHM O6pa3oM, последовательность (2") фундаментальна и значит

имеет предел 2(4), причем

; |2®—&(4)| škž' Ilzk—zh“llššllzill/2"+*'=ll?«|l/2""*. |
В частном случае, когда п==o, имеем .

l2(9) =122 —z2(q) <202l <2[llß-* (a+Aq) I 4+-18-1r(0, ) ]<
<2(alla+Agll+ci вир 7 (0, да)|lO, 9) ]

о=o<! |

<2(alla+Agll+ciw2 sup 09l |lall) =2 (cilla+-Aqll+ |
о<е<l! -

+ c1e2llql?) =2eq (la+Aqll+-caliqll?).
Величина 2(4) является решением уравнения (3). Действительно,

IBzn — (a+ Aq) — r(z", q)|l =[|Be» — Bzt < cillzn —2+ >0 при

п—> 00,

Наконец покажем, что других решений уравнение (3) в шаре
12 << 1/ (с:сг)— |9|| не имеет. Допустим противное: пусть имеются два

решения г (4) и 2›(9) такие, что

21 (9) #22(9); — 21 (9) |<<1/ (сlбг) —а!, — 22 (9) I<< 1/(сlег)— liqll.
Тогда |2l (4) —22(9) |== 1В (7(21 (4) ,4) — г(22(4), 4) )1£ |
<OIO2I32IНГ’(62I(Ч)+(I —@)2›(4) ,9) 1(21 (4) —22(4) ,0) = В

<<сlсо тах[|2l (9) И--ИН9!, 22 (9) И--ИЯ!!] 21 (4)—22(49) | < :
1 ; .

<c,c2—c—c—-||zi(q)—zz(q) |==||2:(9) — 22(49)|, что невозможно. Теорема
102

доказана. | . . - . . . .
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Замечание. В {[3] доказана лемма о разрешимости уравнения

Bz=a+r(2),

нелинейная часть которого не зависит от параметра. Можно показать,
что лемма следует из теоремы 1, если в (3) считать /(2, 9) ==г(г, 0).
2. На основе теоремы 1, получим следующие две теоремы о разреши-
мости экстремальных задач, зависящих от параметра.

Теорема 2. Пусть выполняются условия:

1) функция |(х, р) дважды дифференцируема по х, f'x(x, р) диффе-
ренцируема по р, причем [хх” (х, р) и [х»” (х, р) удовлетворяют условиям

Липшица

1(23 о9) —7, (2, P I Kill (x* — %2, pt— p?)ll,

/i | <

для всех

х', **Е К®, — р!, р? © К;

2) в задаче

ming {f (x, P°) |x = R"};

где р° — некоторое фиксированное значение параметра р, существует
точка локального минимума х*;

3) marpuya |7 (x°, p°) положительно — определена, T. €.

qu’;x (XO, pPYYu=Mlu||*> Oasn всех иЕЕ К;

4) llp— poll <M/[4 (Ki+Kz) (M 7 (2, p0) 1) ]

Тогда в задаче (1) существует точка локального минимума x(p),
единственная в шаре ||х — х°|| <-М/ (К,--К,)— ||р— р°||, причем

2
I (p) —A £ [lf2, (* P) p — pil+ (Ki+Ka) р — pA].

Доказательство. Для того чтобы некоторая точка доставляла

локальный минимум в задаче (1), необходимо, чтобы она удовлетворяла
уравнению

Р (х, р) ==0.

Представим это уравнение в виде

Ра (, р0) (¥— 20) =—f(2, ) (p — pP)— 7(x — X, p—P°),

rae г(х— х%; р—р°) == , (*, р) — Р„ (*, °) (х — #)— Р., (2, р°) (р — р°).

Уравнение (10) эквивалентно уравнению (9) и является относительно

х—х° уравнением типа (3), rae 9==р—р°. Покажем, что (10) удовлет-
воряет условиям теоремы 1. В данном случае B=f/;x (x%, p)), B-' суще-

ствует в силу предположения 3), |В-!|-=l/М ив качестве с; можно

взять величину 1/М. Очевидно, что /(0, 0) =Ои г(х— х°, р— р°) —

=, 5 P)—(P, [ (xp)—F, (xp°), orkyna |r'(x—x°
P—P)l< (Ki+-Ke) ll (x —x° p—p°)||. Положим co=Ki+Ks. — Нера-
венство ||p — p| <l/ (4clc2) —c,llf:p (х°, р°) (р— р°)| выполнено, когда

1р—р°|| << М®у [4(К, +- К) (И (2, p°)|+M)], что — гарантировано

требованием (7). Отсюда — непосредственно следует, что — урав-
нение (10) имеет — решение x(p)—x°, единственное B шаре

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
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|х—х||°«М/(К,+-К,)— |р—р°|| и удовлетворяющее (8). Остается 10Ka:

зать, что в точке х(р) выполнено и достаточное условие локального

минимума задачи (1), а именно, цті’;х (х(р), р)и2=o. Поскольку

u'l” (%% р°) иа М|4|? по предположению, то достаточно показать, что

а7/ (# (р) ;р) и — ит/*,„ (, рд)и| <МИ.

Вследствие условия 1) имеем | (F7. (x(p), P) —T7, (% PO))u| <

< W(x(P), p) —TF", (2, p? < Kill (x(p)—2O p—pO)l lull> <

<<К (|х (р) —х°|--Ир — 2°|) 14?. По определению решения x(p)—x
справедливо неравенство ||х(р) — х°|| << М/ (К,+- Ко) —lр— р° и, сле-

довательно, — 4Т(” (x(p), p) —Р„ (, г°))и|< К (М/ (К, -К) —

—p— p+ llp — pll) lull?—— Ма М. Теорема доказана.
К,--К,

Следствие. При любом в7>o из неравенства

12 —©l ГУ ,PMK+K 2— IF (<%, Р°) )/[2(Кн-+- К) ]
следует||х (р)— х°|| <<е. |
Теорема 3. Лусть выполняются условия:

1) функции [(х,р) и g(x,p) дважды дифференцируемы no х;

Fe(x,p) u g'x(x,p) дифференцируемы no р, причем — ”(х,р),
g%, (,P)., &L (% P), €, (%), [, (x, ), &%, (x, p) удовлетворяют условию

Липшица с постоянными К, ...

, К; соответственно U, Kpome TO2O,

12 (X, P) <Kz, 1187, (%, p)l<Ks;

2) 8 задаче
& ¥ | : ВЕ

ming {f (¥, p*) | & (x, p*) =o}

существует точка локального минимума х*, причем |@’х(х*, р*)То||»
>o||o|| для некоторого о7>o и всех 0 ЕЕ Rm. B этом случае найдется
такой ненулевой вектор множителей Лагранжа №*== (М4*, №*, . ..

, Am™)T,
410 ['x (X, p*) 48" (x*,4*)A"=0 [4];

m

”***—s* * * /7 * *3) marpuya Lo, N, 0°) ST (x, P) +ММ ееа (x*, P*)
i=l

NOAOMUTEABHO OnpedeneHa, T- e. CyWwecreyeT p>o такое, что

wtL?” (x*, A%, p*)u=npllull? Odlaecexueß*;

4) llp—p*ll< {(desca[ 14-co (IL7 (2%, 2%, p*) I+llg?, (%, p*) 113,
ede

cy=max [llg? (x* p*) LY (x*, A% p*) Il (n>+l) /ou?,
ILY (%%, A%, p*) I (IIg” (x*, p*) I4+1) /el,

Co= Kl+2K3+Ki+ Ks+ Ks-+ || A*|| (K24 Ks) .
Тогда в задаче (2) существует точка локального минимума х(р),

единственная в шаре \х—х*||<< 1/ (сl6э)— llp—p*ll, причем

lx(P)—**I<2ex[(lIL7,) (x*, A%, p 1 4-1lg7) (x*, p*) ) X

Xllp— p*ll4callp — p*ll2].

Доказдтельство. Рассмотрим OTHOCHTENBHO (X, A) CHCTEMY

{ I, (x,p)+g’, (x,p)"A=o

g(x,p)=o.

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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Ёе можно переписать в виде

L 7, (¥* 2% %) (x— x*) +g (x*, pP) (k— 2) =

=—L/;p (x*’ Ä*, р*) ‹Р_р*)—’і(Х—Х*› ›"—_›"*я р_р*)

& (**, р*) (х —х*) ==—@', (Х*, р*) (р — р*)— га(х— х*, р — р*);

где

n(x—x*k p—pt) =[ (%,p) +¢', (. p)"h—-

-— L/a,cx (х"‘‚]›\‚*’ p*) ('Lx—x*)__ g; (x*, p*)‘T (|7u——-9\,*)— ng:p (x*,?„*,'p*) (p __р.‚.)

па (х — X%, р — р*) = &(х, р) — @', (Х*, р*) (х— х*)— @', (**, 0*) (р — р*).

Блочная матрица —

B (L (X%, 2% p*) gi (x*, P)" )g (x*, p*) 0

имеет обратную

By Baz)—1 —в( ов)
где

Bu=L7 (x* A% P) ННЕ (x% 4% p*) ~lg (x%, p*) 'B=g, (1", p") X

XL, (x*, 4%, p")™,
Bo=—L' (x*, 4", p*)~'g (", p*)"Ba,

o Ba=—[g (% p*) L] (2% A% p%) g, (x*, p*)"],
ecan L” (x*, A%, p*)~' — и В существуют [s]. Ввиду условия 3) матрица

L 7 (x*, A% p*)—t cywectßyer u [IL7 (х*, А*, р*)-!|<<l/ц. — Матрица

@ (х*, р*) 17а (х*, М, р*)1а (x*, p*)" положительно — определена:

для любого о © К выполняется оТа (х*, р*) 17 (х*, №, р*)! Х

Х @', (%% p*)Tv = |lgl (%% p*)TollZ/ILY (x*, A%, p > (2/LT, (x*, X

p*) lllvl®. CaenoßatenbHo, By cymectsyer u |[|Byl <L (x*, 2%, p*) 11/e2.
Tenepb MOXHO получить оценку ||B—l|| << max [||Bull,||Bazll]48l <

< max[l/u+llg’ (%, p*) LY (x*, A*, p*)II/u2e? lILY_ (x*, A%, p*)ll/e2]+
+lg7 (x*, p*)II L 7 (x*, 4% p*)ll/@* Непосредственно CJEAYET, YTO

(О› 09 O) —O’ a ”Г/(х—х*, ›‘—›"*› Р""р*) ll š “i/x/x (x*! p*)—f::x (х› р›"+

+ 1 3 [мета(® р) — Маах(Х° p*)]Il 4+ 2lg. (%, p) + & (x*, p*)Il +
i=l

m

+,6 p — F (%, o)1+ | 2Mg,(%, p) --Ket (x* PY +
. =1

+g7 (x,p) — &, (¥*, p*) | < [Ki+ 2Ks + Ki + Ks + Ks+[lA*]| (Ka+-Ke)]X
Xl (x—x* A—2A*, p—p*)ll. .

H

(17)
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Takum ob6pasom, система (16) удовлетворяет требованиям теоремы 1.
Применяя эту теорему, получим, что для всех таких р, для которых
имеет место (12), существует точка х(р), единственная в шаре
|х—х*||<<l/(с1с»)— |р—-р*! и удовлетворяющая (15), где выполнены

необходимые условия локального минимума задачи (2). Выполнение
достаточного условия показывается аналогично теореме 2.

Автор благодарит Т. Мерессоо за обсуждение работы и ценные

советы.
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Ebu TAMM

PARAMEETRIST SÕLTUVA EKSTREEMUMULESANDE LAHENDI STABIILSUSEST

Artiklis on kasitletud s-dimensioonilisest parameetrist soltuvate ekstreemumiilesannete
lahenduvust n-dimensioonilises eukleidilises ruumis R”™. On vaadeldud kaht iildist juhtu:
1) vaba miinimumi leidmist ja 2) vordustega kitsendatud miinimumiilesannet. Eeldusel,
et parameetri mingi véartuse korral eksisteerib iilesandel lahend, on molema juhu
jaoks ndidatud ruumis R® kera, kus iilesande lahenduvus séilib parameetri väärtuste

kuulumisel sellesse kerasse. Niisamuti on leitud kera ruumis R™, kuhu kuuluvad koik
vastavad miinimumkohad.

Ebu TAMM

ON STABILITY OF SOLUTIONS OF EXTREMUM PROBLEMS

DEPENDING ON A PARAMETER

In this paper the solvability of extremum problems depending on an s-dimensional
parameter p in an n-dimensional Euclidean space is considered. Two general cases are

treated: 1) unconstrained minimization problem min.{f(x, p)|x&R"} апа 2) equality
constrained problem mins{f(x, p)|g(x, p)=o, x= Rn}. Н is assumed that for some

fixed values of the parameter these problems have solutions. For both cases the

conditions are presented under which there exists a sphere in R® such that for every
value of p from this sphere the problem is solvable. Besides, in R™ another sphere is
found where all the respective minimum-points lie. To obtain these results a theorem
on the solvability of a parameter-depending equation Bz=a-r(z,q) is proved, where

B:R"»— R™ is an invertible linear operator, a& R™ is a constant and r(2,9) a non-

linear operator from R"XR® to R™.
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