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Эве ОЯ

О ЕДИНСТВЕННОСТИ ПРОДОЛЖЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ ПО ТЕОРЕМЕ

ХАНА—БАНАХА
(Представил А. Хумал)

§ 1. Введение

Согласно теореме Хама—Банаха, линейный непрерывный функционал,
заданный на подпространстве нормированного пространства, может быть
продолжен на все пространство с сохранением нормы. Хорошо известно,
что продолжение функционала по теореме Хана—Банаха (коротко, про-
должение Хана—Банаха), вообще говоря, не однозначно.

В дальнейшем все пространства предполагаются вещественными.
Следуя Р. Р. Фельпсу [ 1 ], будем говорить, что подпространство У

нормированного пространства X обладает свойством U, если любой эле-
мент из сопряженного пространства У* допускает единственное продол-
жение Хана—Банаха на все пространство X. Вопрос о единственности
продолжения Хана —Банаха рассматривался в [2>3 ], где охарактеризо-
ваны те нормированные пространства X, все подпространства которых
обладают свойством U (это в точности те X, сопряженные пространства
X* к которым строго выпуклы). Затем вопрос изучался Р. Р. Фельпсом
[ ! ], который, в частности, обратил внимание на тесную связь единствен-
ности продолжения Хана—Банаха с единственностью элементов наилуч-
шего приближения (см. также [4l), доказав, что подпространство У
нормированного пространства X обладает свойством U тогда и только
тогда, когда для любого элемента из X* существует единственный эле-
мент наилучшего приближения в аннуляторе У 1 (т. е. У 1 является
чебышевским подпространством вX*

[ s ]).
Следуя Дж. Хеннефельду [6 ], будем говорить, что подпространство У

нормированного пространства X является ЯВ-подпространством вX,
если его аннулятор У 1 имеет дополнение в X*, обозначаемое через G,
такое, что при всех f е X*, f = h, geG, h<= Yl, hФ 0, выполня-
ются неравенства \\f || > \]g ll, \\f]\ Ц/ф.

Любое ЯВ-подпространство У в X обладает свойством U в X (см.
[ б ] или П). Дж. Хеннефельд Г 6 l отмечает, что справедливость обрат-
ного утверждения далеко не ясна. В настоящей работе на примере будет
показано, что, в действительности, обратное утверждение не справед-
ливо: существует банахово пространство с подпространством, которое
не является ЯВ-подпространством, но обладает свойством U.

Пусть В и В нормированные пространства. Обозначим через
L{E,F) пространство линейных непрерывных операторов из В в В, наде-
ленное обычной операторной нормой, я через ЖВ, В) его подпрост-
ранство компактных операторов. В [6 ] был найден класс банаховых
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пространств Е, для которых К{Е,Е) является ЯБ-подпространством в
ЦЕ,Е).

Следуя Э. М. Альфсену иЭ. Г. Эффросу Г B ], будем говорить, что под-
пространство У нормированного пространства X является М-идеалом в
X, если его аннулятоп У 1 имеет дополнение в X*, обозначаемое через G ,
такое, что при всех fеч X* выполняется равенство \\f\\ HgH '+ ЦАЦ, где
f аJ- Ь а<= G hе= Уl .

Ясно, что любой М-идеал является ЯБ-подпространством. Обратное
неверно: в Г 6 l указан класс банаховых пространств Е, для которых
К(Е.ЕЛ является ЯБ-подпростпанством в L(E,E ), но не М-идеалом.

В Г B l М-идеалы охарактеризованы с помощью т. н. «свойства трех
шапов»: подпространство У банахова пространства X является М-идеа-
лом тогда и только тогда, когда Б, П Б 9 f| Б 3 П У 0- если В], Во, В ?

открытые тиары в X. удовлетворяющие условиям В\ f] В2 f] В?, Ф 0 и
Б,- П У 0, t= 1,2, 3. Вопрос, когда подпространство У является
М-идеалом в X,

изучался многими авторами. При этом свойство быть
М-ичеалпм устанавливалось либо с помощью «свойства трех шаров» (см.,
напп.. Г 9-11 !), либо непосредственно (см., напр., Г l2-14 ])-

Настоящая работа посвящена изучению вопроса, когда подпростран-
ство У в нормированном пространстве X облачает свойством U, явля-
ется ЯБ-подппостранством иди М-идеалом. С этой целью доказывается
общая теорема о разложении сопряженного пространства X* к норми-
рованному пространству X. имеющему подпространство У а,X с двумя
сетями линейных непрерывных операторов, сходящимися к единичному
оператору в слабой операторной топологии. С помощью этой теоремы
устанавливаются эйнЬектевные достаточные условия для того, чтобы У
в X об падало свойством Г/. являлось ЯБ-подпространством или М-идеа-
лом. Полученные результаты применяются в случае, когда X = У** и
У отожлествляетгя с его каноническим отображением в У**, а также
в случае, когда X = L(E,F) и У = K(E,F). Оказывается, в частности,
хгтп рдоденный в Г 6 l класс пространств Б, для которых К(Е, Е) является
ЯБ-ттотттгпостранством в Б(Б, Б), можно существенно расширить. Полу-
чаются также новые примеры пап Е и F с К{Е, F) Ф L(E. F), для кото-
рых К(Е, F) является М-идеалом в L (Б, Б).

§ 2. Характеризация свойства U

Обозначим через i тождественное отобпажение из подпространства
Y с J в нормированное пространство X. Напомним, что сопряженный к i
оператор г* каждому функционалу fе X* ставит в соответствие его
сужение на У.

Свойство U можно охарактеризовать в терминах разложения сопря-
женного пространства следующим образом.
Пр едложение. Листе У подипостпанство норминованного прост-
ранства X. Тоеда следиюшие итверждения равносильны:

1° У обладает свойством U в X.
9° Сишествиет изометрический изоморфизм у из У* в X* такой, что

любой функционал f е X* представим в виде
(1)

и выполняется неравенство
(2)

если h Ф О,
3° У-l имеет дополнение в X*. обозначаемое через G. такое, что при

всех f е X*, f— g -f- h, geG, h e Уl
,
hф О, выполняется неравенство

f=y ji*fJr h; h^Y1 ,

!!Л!>П(*Лl,
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4° G = {/ <= X* ; ||г*/|| = ||/||} является единственным дополнением
аннулятора Y 1 в X*, удовлетворяющим условию 3°,

5° G {/ е X* : \\i*f\\ ||/||} является алгебраическим дополнением
аннулятора Y 1 в X*.

Доказательство. 1° =ф- 2°. Пусть Y обладает свойством U в X.
Пусть у каждому функционалу из У* ставит в соответствие его единст-
венное продолжение из X*, сохраняющее норму. Тогда у изометриче-
ский изоморфизм из У* в X*. Ясно, что yi* линейный непрерывный
проектор вX* с Ker (yi*) = Yl . Поэтому любой / X* представим в
виде (1), причем ||/|| ||i*/||. Если теперь ||/|| = \\i*f\\, то yi*f =/. Сле-
довательно, h f yi*f 0.

2° =>- 3°. Ввиду разложения (1) ясно, что yi* линейный непрерыв-
ный проектор вX* с Ker {yi*) Yl . Поэтому, в силу (2), G= Im {yi*)
будет искомым дополнением У 1 в X*.

3° =*. 4°, Пусть G дополнение У 1 в X*, существующее согласно
условию 3°. Для доказательства достаточно показать, что G =

= {[ е Г : р*/|| = 11/11}. Последнее равенство проверяется по схеме
доказательства леммы 1.3 из [7 ].

4° =>- s°. Импликация очевидна.
5° =ф- I°. Рассмотрим F<= У*. Пусть F i*f i = /*/2, где /1 X*,

/2 ее X*, ЦБ|l = H/jII = H/211. Тогда /1 е G, /2 ее G и, значит, /1 —/2 ее G.
Но поскольку / j —/2 е Уl , то /1 —/2 =0 и, следовательно, f\ / 2 .

Предложение доказано.
Как уже отмечалось, любое ЯБ-подпространство обладает свойством

U (это ясно и из предложения, однако обратное неверно.
В [ 6 ] было показано, что КЦи 1\) не является ЯБ-подпространством в
L(l u l1). Сейчас, используя пример из [6 ], с помощью доказанного пред-
ложения приведем
Пример 1, Пространство К{l\, U) не обладает в Ь{l\, 1\) свойст&ом U.

Допустим, что К{l\,l\) обладает свойством U в L{l\,l\). Тогда, со-
гласно предложению, G = {/ е L(l u li)* : ||г*/Ц = ||/|(} является допол-
нением К(lи h) 1 в L{l\, I\)* таким, что при всех /= g -f- h . ffeG, Ae
е /C(/i, /1) 1

, hф 0, выполняется неравенство Ц/|| > В [ 6 ] найдены
g0 <= Gи h0 es K[l\, h) 1 с = \\h o\\ = 1 такие, что ||g 0 + h o\\ <l, в
противоречие с Hgo i+ К\\ > \\g o \\.

§ 3. Основная теорема

Пусть X нормированное пространство. Обозначим через Sx
={хе X : \\х\\ 1} замкнутый единичный шар и через 1Х единич-
ный оператор в X.

Имеет место следующая основная
Теорема 1. Пусть У подпространство нормированного простран-
ства X. Пусть существуют сети ( Ua ) и (Ур) непрерывных линейных опе-
раторов из X в X, удовлетворяющие условиям

3° Существует число М > 0 такое, что при любых е > 0 и х е Sx
существует число I > 0 такое, что при любых а и у е S Y

(3)

11/ll>ilgll.

1° lmUa czY Va, lim g{Uay) =g{y) Vi/ eY,Vg <= У*,
а

2° Im Ур c~Y vp, lim g{Vsy) =g{y) Vу Y, Vg ее У*,
p

lim sup HXFPf/ax+Vpt/a«/|KI-j-AfeA,
P
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где Ua=lx — Ua и V&=lx Ур,

Тогда Y обладает свойством U в X. Если дополнительно

то Y является НВ-подпространством в X. Если наряду с I°, 2° и 4° вы-
полняется

6° Существует число М>■ 0 такое , что при любом е> 0 найдется
число X> 0 такое , что при любых а, хе Sx и у Sy справедливо не-
равенство (3),
то существует изометрический изомопфизм х из Y* в X* такой, что любой
функционал f X* представим в виде (1), причем

(4)

Доказательство. Рассмотрим Ур как элементы из L(X,X)**. Со-
гласно 4°, они принадлежат замкнутому шару пространства L(X, X)**,
который по теореме Алаоглу является до*-компактным. Следовательно,
сеть (Ур) содержит до* -сходящуюся подсеть. Поскольку подсеть сети
(Ур) также удовлетворяет условиям теоремы, то без ограничения общ-
ности можно считать, что сеть (Ур) до*-сходится. Тогда при всех
и существует Ишр так как функционал ep :A-+f{Ax),
4gL(X, I), f непрерывное линейное продолжение функционала g
на X, принадлежит L(X, X)*.

Пусть g Y*. Положим
(5)

тогдя у, будет линейным чепрепывным оператором из Y* в X* с нормой
!!х|l < supp ЦУрН 1. В силу 2° имеем

(6)

Значит, и. следовательно, х изометрический изоморфизм.
Теперь ясно, что ш* непперывный линейный проектор в X* с

Trnfx./*) Ттп х и Кег(х/**) = У-1. Поэтому любой функционал f X*
представим в виде (1).

Положим g i*f и зададим произвольные числа е> 0 и б > 0.
Выберем хе S x так, чтобы выполнялось неравенство

Согласно условию 2° (соответственно условию 6°), числу f и элементу х
(соответственно числу е) выберем число 7.

Пусть г/eSy иа (существует в силу 1°) такие, что

Поскольку

и, согласно (6) и (5),

4° snp || Ур|| 1.
P

5° liminf ЦУРЦг^I,
Р

дап+иг*Лl<(l+меад|.

(к£) (*)= limg(Vpx); хееХ.
р

i*Kg=g Vg(=Y*.

h(x)>jjhjj-eõ.

g{Uay) >llgll вЯб/2.

\\mg{V?1 Uay)=g{Uay)
P

lim(xg) {VW*x)= (Kg) (Uax)—\\mg{VpU ax) =

P P
= (*g) (U*x) (*g) (U<*x) = 0,
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то существует индекс (3 0 такой, что

(7)
и

(8)

при [3 |3 O . Далее, поскольку h{x) = h ( V^Uax) , то

О)
при (3 (3 0 .

Ввиду 3° (соответственно 6°) для любого у > 0 существует индекс
(3 (3 0 такой, что

и поэтому

согласно (7) (9). Значит, выполняется неравенство
(ю)

Если теперь выполняется условие 6°, то Я не зависит от б, и из (10)
сразу вытекает (4).

Пусть выполняется условие 3°, Допустим, что ||f|| = ||g||. Тогда из
(10) получим, что

откуда вытекает, что \\h\\ = 0. Следовательно, условие (2) выполня-
ется. В силу предложения, Y обладает свойством U в X.

Покажем, наконец, что в предположениях Г°—s° Y является ИВ-под-
пространством в X. Согласно вышедоказанному, остается проверить
неравенство ||/|| \\h\\. Поскольку, согласно (6) и (5), при всех х^Х

и при всех х е X и (3

то

откуда с помощью 5° вытекает неравенство \\h\\ ||f||.
Теорема доказана.

Замечание I.Из доказательства теоремы 1 ясно, что ее утверждения
имеют место и без предположения 4°, если при всех хе X, gе Y*

существует предел (5), а отображение х, определенное соотношением
(5), будет линейным непрерывным оператором из Y* в X* с нормой
11х|| < 1.
Замечание 2. Условие 6° (следовательно и 3°) выполняется, если
существуют М> 0 и р> 1 такие, что при любых а, р, xg Sx и
У Sy

g{VfiVay)>\\g\\— eX6

1 (xg) (P№x) I <eõ

h{VWax) >||/г|| —еб

WKVHJ*x+ VpUay\\ 1 Н-МеЯ+Y,

{IVVUax+VpU ay) =
=h{ng) {VVUax) -\-g (V pUrjj) +hh(VW<*x) >

>llsll ■— ЗеА-б,

(1 -j-МеЯ) \\f II Hgll -(-A.||/i|l Зе'кб.

3eö+Me||f||>l|Ä|l,

lim (к§) (Wx) = (Kg) (x) {ng) (x) =O,
P

h{x)=h{ V&X) =f{ V&x) (xg) ( VVx),

h{x) Vxgl,
P
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а

Действительно, поскольку при X e (0, 1]

то 6° выполняется, если для выбранного в>■ 0 положить X =

= min {l,
Отметим, что, в силу замечания 2, из теоремы 1 сразу вытекает тот

известный факт, что любое подпространство У гильбертова пространства
X является ЯБ-подпространством. Для этого в качестве сетей {Ua ) и
(Ур) нужно взять постоянные сети с Ua ~ Р, Ур = Р, где Р ортопро-
ектор в X, проектирующий на Y.
Замечание 3. Требование 5° существенно: существуют пространства
Y с= X с lim infp ||УР|| > 1, удовлетворяющие условиям Г°—4° и 6° такие,
что У не является ЯБ-подпространством в X (см. пример 2).
Следствие 1. Пусть Y подпространство нормированного простран-
ства X. Пусть существуют сети ( Ua ) и (Ур) непрерывных линейных опе-
раторов из X в X, удовлетворяющие условиям I°, 2° и 4° теоремы 1,
и пусть существует число (0, 1] такое, что при любых а, хе Sx в
У *= Sy

Тогда существует изометрический изоморфизм х из Y* в X* такой , что
любой функционал f е X* представим в виде (1), причем

Доказательство очевидно, поскольку здесь (4) выполняется при
постоянном X и при произвольных М > 0 и е > 0.
Замечание 4. Если в следствии 1 Ä —1, то F является М-идеалом.

Приведем пример банахова пространства, содержащего при любом п
подпространство У с dim У = п, которое обладает свойством U, но не
является ЯБ-подпространством.
Пример 2. Пусть с А поле суммируемости метода арифметических
средних А. Пусть Un {lь Ь, ...)•= Ни •• • , |п, 0,0, .. .) , (£ ь Ь. . .)есА .

Тогда Im Un , п— 1,2, ... ,
обладает свойством U, но не является

ПВ-подпространством в сА .

Пусть Х—с А ={{1 1, 12, ...): Э Emm (,^™=1 Ы Im) банахово про-
странство с нормой

(см., напр., [ ls ]). Зафиксируем n —1, 2, ... и рассмотрим Y=lmUnczX.
Если в качестве сетей {Ua ) и (Ур) в следствии 1 взять постоянные сети
сUа Un, Ур = Un , то все предположения следствия 1 (значит, и усло-
вия 1°—4° и 6° теоремы 1) выполнены. Действительно, условия I°, 2° и
4° теоремы 1 очевидным образом удовлетворяются. И если взять 2Х =

= \/{п-\-\), то при любых xgSx, у«= S Y, а и (3

\\VVU*x+V& Uay\\p^M\\VW<*x\\p+\\VtUay\\v,

sup i| Ua \\ s-C 1, sup |1 УрН^Е
а P

\\lV^Uax-{-V ау\\ <max {l, \\XV^U a x-\-V^Uay\\p} <

(1, M№\\VW<*x\\p+ И УрЯау||р} <

<l+4pMXp
,

lim sup \\XVWax-\- VsUay\\ 1.
P

ЯМ+ГЛКIIЛI. (И)

m
|| (11, | 2,

...) Il = sup {\žlk\lm)
m h=i
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где Un = Ix Un. Следовательно, У обладает свойством U в X, причем
неравенство (11) выполняется в виде

Отметим, что условие 5° теоремы 1 не удовлетворено, поскольку при
Хо = с =—£п+l= 2н+l, ... i =^n+2=

•• • == o, имеем
||хо|| =l, а || Un Xo\\ 1 -f-н/ (н-j- 1 ) •

Покажем, что Y не является ЯБ-подпространством в X. Допустим,
что Y ЯБ-подпространство. Пусть G дополнение У-1 в X* такое,
что при всех f e I*, /=g + h, g<=G, h eeYl, hФ 0, выполняются
неравенства llfll > Hg|| и ||/|| ЦЯЦ. Тогда, согласно предложению,
G = (feP : \\i*f\\ = Hfll}. Определим gO , h0 eX* формулами (общий
вид линейных непрерывных функционалов всА см. в [ ls ])

Тогда g0 f= G, так как Ц**Ыl iidoli, и h Q (= УРассмотрим /о go + hO .
Очевидно, что ||/У 1. Поскольку h o {x0 ) (2я|-(-!)/(« + 1), то
Poil > 1, в противоречие с ||/0 Ц Poil-

Введя понятие свойства U, Р. Р. Фельпс [ l ] доказал, что замкнутые
идеалы в банаховой алгебре С(Т ) всех непрерывных функций на ком-
пактном хаусдорфовом пространстве Г. обладают свойством U. Позже
из основополагающей работы о М-идеалах [B> 9 ] (см. также [ l6 ]) выяс-
нилось, что замкнутые идеалы в С{Т) являются даже М-идеаламн. При-
ведем здесь простое доказательство немного более общего факта, осно-
вывающееся на теореме 1,
Пример 3. Пусть Т нормальное топологическое пространство и
С(Т) банахово пространство всех ограниченных непрерывных функ-
ций на Т. Пусть А замкнутое подмножество пространства Т и Y
= {х е С{Т) :x{t) = О W е А}.Тогда Y является М-идеалом в С{Т).

Рассмотрим направленное множество всех открытых покрытий а про-
странства Т

, где а' а тогда и только тогда, когда для любого G' \а'
существует Ged такое, что G' а G. Пусть Ga = U{G еа ; GП А Ф 0}
и za непрерывная функция на Т со значениями в [O, I], равная нулю
на Л и единице на T\Ga . Определим Ua : С(Т) С{Т) формулой
Uax xza. Покажем, что Uay-+y при всех уеY. В силу непрерывно-
сти у, для любого е >* 0 существует а такое, что если
то \y{s) y{t) |< е. Если теперь то ||у Ua 'y\\ е. Пусть сеть
(Vp) та же самая, что и сеть (Ua ) . Тогда условия I°, 2° и4° теоремы 1
выполнены. И поскольку \\V^Ua x + VsUay\\ 1 при любых а, р и
х, у <= sс(г), то, согласно следствию 1 и замечанию 4, Y является М-идеа-
лом в С{Т).

В нижеследующих параграфах теорема 1 и следствие 1 применяются
в случаях X = У**, Y нормированное пространство, и X L{E,F),
Y К{Е, F).

§ 4. Продолжение функционалов с Y на У**

Пусть У —нормированное пространство. Пусть i обозначает канони-
ческое вложение пространства У в /У**, а У отождествляется сlm i.

\\\KV^U'ax-\- V$Uay\\ \\xUn x-\-Un y\\

<max {\\Uny\\, n\\Uny\\l+l\\Unx\\}
{l, л/|(я,+ 1) +2A,} = 1,

М*)=—TJ, *=(Ei. е=Х
fo—l *
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Через j обозначим каноническое вложение 7* в 7***. Отметим, что для
любого функционала / е 7*** имеет место разложение

(12)
так как ji* является проектором в 7*** с Кег (/7*) = Yl . Применяя тео-
рему 1, получим следующий результат.
Теорема 2. Если существуют сети {иа) и (нр) непрерывных линейных
операторов из Y в Y, удовлетворяющие условиям

3° Существует M > 0 такое, что при любом s >■ 0 найдется X 7> О
такое, что при любых а, (3 и х, у е S Y

где ua =IY ua , t>P =/y— ü p ,
то Y обладает свойством U в Y**, причем для любого функционала
f е Y***, имея в виду разложение (12), справедливо неравенство (4).
Если дополнительно

то Y является НВ-подпространством в Y**.
Доказательство. Если положить X=Y**, Ua=ua

** иFp = vs**,
то условия 1° и 2° теоремы 1 очевидным образом выполняются. Усло-
вие 6° теоремы 1 также выполнено. Действительно, в противном случае
существовало бы е>> О так, что при любом л> 0 существовали
а, (3, у е S Y, G е S y**, число ö>o и g е 5У * такие, что

Поскольку при линейном непрерывном операторе Т = цРна образ
Т(S Y ) ьу*-плотен в T**{Sy"), то существует xeS y такой, что

Следовательно,

что невозможно.
В силу 2° при всех g е Y*, Ge имеем

так что в нашем случае х = / (см. (5)). Для завершения доказатель-
ства применим замечание 1.
Замечание 5. Из доказательства теоремы 2 ясно, что в случае,
когда {иа ) и (нр) являются соответственно последовательностями (и п)

и i v n), условие 3° в теореме 2 можно заменить, например, следующим
условием: существует М> 0 такое, что при любом е> 0 найдутсяк>о и k е {1,2,...} такие, что при любых m kn их, у S Y

(13)

где

f=ii*f+h, äge У-1
,

Г Im и** cz Y Va, lim uay=y Vу e Y
a

2° Im и** c: Y vp, limü*g=g Vg еУ*

ЦЯоРгЛя-f- VpUa,y\\ I+^eA,

lim inf Hü p || 1
P

l[(t>P)**(«a )**G] (g)+g(üpMa #) >l+МеИ-2б.

I [ (цР)** («<*)**G] (g) g{V?’UaX) 1

11Yv Р иах+ириау 11 lg (и |р ма х) -fg(о рад)
6+l+AfeÄ,+26=l+ MeÄ,+6,

(jg) {G) = G{g)= lim ü (t>* g) = lim g(v**G),
|3 1 p 1

||Хитм^+итмп г/|КI+МеХ,
ип =/ у un, vm =IY v m.
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Как и в случае теоремы 1, получается следующее
Следствие 2. Если в теореме 2 вместо 3° выполняется условие ; су-
ществует число Хе (0, 1] такое, что при любых а, (3 их, у SY

то для любого функционала имея в виду разложение (12),
справедливо неравенство (11).

Из следствия 2 легко вытекает известный факт (см., напр., [* ]), что
Со (Г) является 44-идеалом в т(Г) г= с 0 (Г) **, где Г произвольное
множество индексов. В самом деле, пусть 2 система всех конечных
подмножеств множества Г, направленная по включению, и пусть иа,

аеИ, конечномерный проектор в с0 (Г), соответствующий а (т. е. опре-
деленный условием {иау) (у) = у {у), если уе«, и (иау) (7) =O, если
уф. а). Если сеть (ир) та же самая, что и сеть (и а), то условия следст-
вия 2 очевидным образом удовлетворяются, причем К = 1. Следова-
тельно, с 0 (Г) есть 44-идеал в т(Г).

Пусть теперь У банахово пространство с базисом (e*b= 1,2,...-

Пусть

иип =/у ип . Все необходимые нам факты о базисах можно найти,
например, в [ l7 ] или [ lB ]. Из теоремы 2 и замечания 5 вытекает
Следствие 3. Пусть Y банахово пространство с натягивающим ба-
зисом. Если существует 44 > 0 такое, что при любом е У> О найдутся
к~>oи k <= {l, 2, ...} такие, что при любых m kn их,у е S Y

(14)
то У обладает свойством U в У**, причем для любого функционала

У***, имея в виду разложение (12), справедливо неравенство (4).
Доказательство. Если в качестве сетей ( иа ) и (ср) в теореме 2
взять последовательность {ип ), то условия 1° и2° теоремы 2 выполня-
ются, поскольку базис натягивающий и, ввиду конечномерности опера-
торов ип , Im ип

** аY. И так как неравенство (13) примет вид (14), то
остается использовать замечание 5.
Пример 4. Пусть Y замыкание множества всех последовательно-
стей, сходящихся к нулю, в с А,

где А метод арифметических средних
(см. пример 2). Тогда Y обладает свойством U в Y**, причем для любого
f е У***, имея в виду разложение (12), выполняется (11) с X = 1/2.

В У совокупность е\ (1, 0,0, .
..), с 2 = (0, 1,0, 0, ...),... образует

базис, который не является ограниченно полным, поскольку || ST .£гll = 1
при всех п, но ряд не сходится. Следовательно, пространство У
не рефлексивно. Так как lirn m {^™=l Šk) /т= 0 при всех (|ь £2, ...)еУ,
то из общего вида линейных непрерывных функционалов всА (см, [ls ])

легко вытекает натягиваемость базиса {еф. Зафиксируем произвольное
k е {2, 3, .

..}. Пусть %== (1 \/k)/2. Тогда при любых и
х, у S Y

Следовательно, согласно следствию 3, У обладает свойством V в У**,

11Я,оР^+орад1К1,

П оо

UnX=±'2li6i, Х= 2 li6i еу, п= 1, 2, ...,

г==1 i= l

||Tu mx-\~ ипуII 5-С 1 A-Ni&K,

\\Ытх+ипу\\^тах{\\ипу\\, п\\и пу\\/{т-ф 1) +Х||и?п

{l, п/т-\-
{l, l/6-f2A,} =l.
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причем (4) выполняется при заданном X и произвольном е > 0. Значит,
имеет место неравенство (11) сX= (1 \/k)/2. В силу произвольности
k выполняется (И) и с Л, = 1/2.

§ 5. Продолжение функционалов с К(Е, F) на L(E, F)

В этом параграфе теорема 1 применяется в случае, когда X=L{E, F) и
Y•K{E, F), где Е и F бесконечномерные нормированные простран-
ства.

Введя понятие ЯБ-подпространства, Дж. Хеннефельд [6 ] доказал,
что К{Е,Е) является ЯБ-подпространством в Е{Е,Е), если Е бана-
хово пространство с безусловно монотонным и равномерно гладким ба-
зисом, в частности, если Е лоренцово пространство последовательно-
стей d{w,p) с 1 <С р <С сю. Нижеследующая теорема 3 показывает, что
K{E,F) является ЯБ-подпространством в L{E,F ) при произвольном Е,
если F принадлежит классу пространств, который существенно шире,
чем пространства с безусловно монотонными и равномерно гладкими
базисами.
Теорема 3. Пусть Е произвольное нормированное пространство и
пусть нормированное пространство F такое, что существует сеть (Бр),
Бр е K{F, F), удовлетворяющая условиям

3ю Существует число N>> 0 такое, что при любом е>• 0 найдется
р, > 0 такое, что при любых sиу, z SF

где В& = IF Бр.
Тогда существует изометрический изоморфизм к из K(E,F)* в L(E,F )*
такой, что любой функционал f е L{E, F)* представим в виде (1), при-
чем справедливо (4) с X = pv0 иМ = N/vO,

где v 0 = sup (v: v||sP||
1 v«. Если дополнительно

то К{Е, F ) является ЯВ-подпространством в Б(Б, F).
Доказательство. Пусть seL(£, f). Положим F p (Б) = БрБ.
Тогда Im Ур с:K{E,F). Ввиду 1° и 2° сеть (Бр) сходится к 1F равно-
мерно на относительно компактных множествах в F. Следовательно,
limp Fp(T) = Т при всех Т е/( {E,F). Пусть сеть ( Ua ) та же самая,
что и сеть (Fp). Тогда условия 1° и 2° теоремы 1 выполнены. Поскольку
ЦТр|| ||Бр||, то и условие 4° теоремы 1 выполнено. Покажем справед-
ливость условия 6° теоремы 1. Зададим произвольное е » 0. В силу 3°
существует р > 0 такое, что при любых а, р и 5,Ге SL{E ,f) и при любом
X €ЕЕ Se

так что 6° выполняется. Наконец, отметим, что ЦУРЦ ЦБРЦ, и, таким
образом, остается использовать теорему 1.

3 ENSV TA Toimetised, F * М-4 1984

1° lim Вsу=у VyzEF,
P

2° sup PpIKl,
p

\\Bfiy+ixßVz\\ \-\-Nер,,

liminf ЦЯР|КI,
Р

I||>(VW*) =

= ИцВИ (vo B“Sx) +Ве(B aTx) II <
1-}-Ne\i = 1 +МеЯ,
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Из теоремы 3 вытекает, что K{E,F) обладает свойством U в
L{E,F), если Е произвольное нормированное пространство, а F обла-
дает монотонным и равномерно гладким базисом (определение равно-
мерно гладкого базиса см. в [7 ]).

Замечание 6. Аналогично замечанию 2 можно показать, что усло-
вие 3° теоремы 3 выполняется, если существуют числа М > 0 и р > 1
такие, что при любых |5 и у, z е SF

В силу замечания 6 из теоремы 3 сразу следует, что К{Е, F) является
ЯБ-подпространством в L{E,F) при произвольном Е

,
если F = / Р (Г)

или F = d[w,p) (о лоренцовом пространстве последовательностей
d{w,p) см. в [ 18]), где 1 <р < оо и Г произвольное множество
индексов.

Как и в случае теоремы 1 получается
Следствие 4. Если в теореме 3 вместо 3° выполняется условие; суще-
ствует р> О такое, что при любых sиу, z SF

то имеет место утверждение теоремы 3, причем вместо (4) выполняется
(И) с X = min {l, pv o}.

Из следствия 4 легко вытекает известный факт (см., напр., [ п - 14 ]),

что К {Е, с 0 (Г)) является М-идеалом в L {Е, с0 (Г)).
В некотором смысле симметрическим теореме 3 является

Теорема 4. Пусть F произвольное нормированное пространство и
пусть нормированное пространство Е такое, что существует сеть (Л а ),

Аа е К{Е, Е), удовлетворяющая условиям

3° Существует число N Х> 0 такое, что при любом е » О найдется
р » О такое, что при любых а и х*, у* е SE *

где Аа = 1Е А а.

Тогда существует изометрический изоморфизм х из K{E,F)* в L{E,F)*
такой, что любой функционал f L{E, F)* представим в виде (1), при-
чем справедливо (4) с X = pv 0 иМ = N/y0 , где vo = sup {v: v||/ra ||

1 Va}. Если дополнительно

то K{E,F) является НВ-подпространством в L{E,F).
Доказательство. Введем сеть (Яа) по формуле Ua {S) = 8А а,
S е L{E, F). Тогда Im Ua с= К{Е, F). Ввиду 1° и 2Э сеть (Ла*) сходится
к IЕ'1Е' равномерно на относительно компактных множествах в Е*. Следо-
вательно, при всех Т е К{Е, F)

поскольку Пусть сеть (Кр ) та же самая, что и сеть
{Ua ). Тогда условия 1° и2° теоремы 1 выполнены. Остальные предполо-

\\Вм+ВРг\\р^\\В& у\\р-\-М\\ВР2\\р, цад^l.

ЦБ р г/+|х№|Кl,

1° lim A*x* =x* Vx*<=E*аа

2° SUp Hallal,
■a

\\А* ах*+ll{А<*)*у*\\^\+Меll,

lim inf ||Ла || 1,
а

lim || Ua {T) — ТЦ =lim \\A* T* 7*|| =O,
ol a a
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жения теоремы 1 проверяются аналогично доказательству теоремы 3,
учитывая равенство

при проверке условия 6° теоремы 1. Таким образом, остается исполь-
зовать теорему 1.

Как и в случае теоремы 3, сделаем
Замечание 7. Условие 3° теоремы 4 выполняется, если существуют
числа М » 0 и р 7> 1 такие, что при любых а и х*, у * е SE '-

В силу замечания 7 из теоремы 4 следует, что K{E,F ) является
ЯЯ-подпространством в L{E,F) при произвольном F, если, например,
Е = / Р (Г), где 1 <с р < оо и Г произвольное множество индексов.

Следующей теоремой 5 воспользуемся для получения новых
примеров пар Е и F с K{E,F) =/=L{E,F), для которых
K{E,F} является ЛКидеалом в L{E,F). Кроме пары Е и F,
где Е произвольное нормированное пространство и F =

= с 0 (Г) (в [ п ] предложен несколько более общий вариант для F),
единственными примерами таких пар, известными до сих пор, были Е \—

= /р(Г[) иF= lg (Г 2), где 1< р q<оо и Г ь Г 2 бесконечные мно-
жества индексов (см. Отметим, в частности, что и этот последний
пример получается из теоремы 5.
Теорема 5. Пусть нормированные пространства Е и F такие, что
существуют сети ( Аа ), А Е), и (Яр), удовлетво-
ряющие условиям 1° и 2° теоремы 3 и Г° теоремы 4, и существуют функ-
ции Ne иNf на [O, oo) X [O, оо) такие, что при любых х SE , у, z<= F,
а, (3 иа,Ь, с, сГе[o, оо), где а си b d, выполняются неравенства

(15)
где

(16)

Тогда имеет место утверждение следствия 1 с X\—L{E,F), Y =

=K{E,F) и ?i=sup {(1 <= [l/2, 1]: р||ЯР||г=:l V [3}.
Доказательство. Заметим, прежде всего, что выполняется и усло-
вие 2° теоремы 4. Действительно, для А ах, где xeS£ существуют (3
иу е F такие, что \\Аа х\\ *= ЦБ р г/||. Но тогда

Сеть (Я а ) определим как в доказательстве теоремы 4, а сеть (Ур)
как в доказательстве теоремы 3. Тогда условия I°, 2° и 4° теоремы 1
выполнены. Кроме того, при любых а, (3 и S,T e Дад и при любом
хе SE имеем

так что остается применить следствие 1.

IIMVW“) (S) + (Voüa)(r)|| = ||[MVP№)(S) + (Vpy„)(r)]*||

(И* х*+ (Л“)*г/*Н \\А*ах*\\р+М\\ (Л«) *у*\\р, ЦЛссll <l.

NE {\\Aax\\, ЦЛ«кЦ).<l,

Pp z||),
А аIе Аа, В$ = 1р — Вр,

NF {a,b)<^NF {c,d),
NF {a, b) s^.NE {a, b).

IИ<^ll=llад|<^(llад|.о)^^(||БЭу||, \\а*х\\)<с
lИ«х||)^l.

li [X ( VW*) (5) +(УрЯ а ) (Г) ] (х) || = \\ШBА<*х-\-ВрТАах\\ <
а хЦ, ||ЯР(^Д«х)|<^(||Ла хЦ, ||Л«х||)<

ПЕ (11Л а хll, ||Л ах||) =s7l,
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Замечание 8. Если в теореме 5 вместо (15) выполняется равенство

при любых у, z Fир, то выполняется также предположение 2° из тео-
ремы 3. Кроме того, А'= 1, так что K{E,F ) является М-идеалом в
L{E,F).

В самом деле, если у е SF, то

так что 2° из теоремы 3 выполняется. Аналогично проверяется, что
supp \\В&\\ 1, откуда следует, что V— 1.
Замечание 9. Частный случай теоремы 5, где Е F является бана-
ховым пространством, имеющим безусловный натягивающий базис, был
доказан Дж. Хеннефельдом (см. [ l2 ], теорема 2.1), Результат Дж. Хен-
нефельда был обобщен Дж. Джонсоном (см. [ l3 ], теорема 1) на случай,
когда Е— F обладает сетью конечномерных операторов {Вр), удовлет-
воряющей условиям Г и 2° теоремы 3, Ишр Др*х*'= х* при всех х* е Е*,
\\Вsу .+ NF {\\Bpy\\, \\В?г\\) при всех у, z(=Е == F и у > (3, где
функция Np на [O, oo) X [O, оо) удовлетворяет еще условию (16), Тео-
рема 5 обобщает и улучшает результат Дж. Джонсона. Согласно заме-
чанию 8, в предположениях теоремы Джонсона (и даже в более общих
условиях) имеет место равенство ||f|| |= \\h\\ ■-}- ||г*/|| (вместо (11) с
I'= 1/2 у Дж. Джонсона).

Полагая Np{a, b) = (aP-f-öP) и NF {a, b) = из теоремы 5
в силу замечания 8 вытекает, что К{lР {Т\), /ДГг)) является М-идеалом
в L{lp {T\), /д (Г2)) при 1< р q < 00. Те же самые NE иNF нужно
взять, чтобы с помощью теоремы 5 обосновать следующий
Пример 5. Если I<р^(}, <оомГ бесконечное множество ин-
дексов, го K{lv (Г), d{w.q)) является М-идеаяом в L{l v {Г). d{w,q)),
при этом К ( 1Р (Г), d{w,q)) не имеет дополнения в L{lv {T), d ( w, q) ).

Остается доказать последнее утверждение в примере 5. Для этого
воспользуемся следующим результатом из [ l9 ]; если подпространства
Е 0 иFо дополняемы соответственно вЕи F, а K{Eq,F 0 ) не дополняемо
в L (Е O , F 0 ) , то К(Е, F) не дополняемо в Е (Е, F ). Отметим, что d (w, q) со-
держит дополняемое подпространство, изоморфное lq (см. [ lß ], с. 177),
но K{lp{T), lq ) не дополняемо в Е{lР (Г), lq ) (см. [2o ]).

В связи с примером 5 отметим, что K{d{w,q), d{w,q)) не является
М-идеалом в L{d{w,q), d{w,q)), 1 < q < 00 (см. [б ]).

В заключение рассмотрим пространство L{l u F), где F произволь-
ное нормированное пространство. Известно [2l ], что K{l\,F ) не допол-
няемо в L{l u F ), если F бесконечномерно. Мы видели, что К{l\, с0 ) явля-
ется М-идеалом в L(l u с 0), но К(l\,l\) даже не обладает в L{l h l x ) свой-
ством U (см, пример 1). Мы покажем, что Cq 0 F, которое канонически
отождествляется с подпространством в L(/b F), является М-идеалом в
L{l u F), когда F произвольное нормированное пространство. Это сле-
дует из нижеследующей теоремы, где с0 (Г) 0 F ввиду канонического
алгебраического изоморфизма рассматривается как подпространство в
Е{l\ (Г), F).
Теорема 6. Если F■— произвольное нормированное пространство и
Г произвольное множество индексов, то с0 (Г) 0 F является М-идеа-
лом в Е{l { (Г), F).
Доказательство. Будем применять следствие 1 и замечание 4 в
случае X = Е{l\ (Г), F) и Y = с 0 (Г) 0 F.

Пусть 2 система всех конечных подмножеств множества Г, на-
правленная по включению, и пусть Аа, ogE, конечномерный проектор

\\Bo+BVz\\=Nf {\\Bm\\, \\ВЩ\)

■\\B^y\\=NF o)<#,(||ЗД|, \\B&y\\) = ||г/||^l,



437

в с 0 (Г), соответствующий а. Канонически отождествляя сO (Г)* с Л (Г),
положим Ua {S) 1= SZla *, где Sel

Покажем, что Im Ua cz Y. Поскольку Ua {S) конечномерный опе-
ратор, то, канонически отождествляя /ДГ)* 0 F с подпространством в
X и 1\(Г)* с т{Т), имеем Ua {S) е т(Г) 0 F при всех Sel Так как
Ua {S) = Ua {Ua{S)), то остается показать, что t/a (7) еF, если
Т е т(Г) OF. Для этого достаточно рассматривать Т==Ф oу,
Фе m (Г), уе F. При любом <р е 1\(Г) имеем

так что

поскольку, в силу сделанных канонических отождествлений, 1тЛа **с:
с= с 0 (Г).

Покажем, что lima Ua {S) 5 в Y при всех S е Y. Рассматривая
Д'= х 0 г/le У, имеем, согласно вышедоказанному, Ua {S) = Д ах:o у.
Следовательно,

откуда вытекает наше утверждение.
Пусть сеть (Ур) та же самая, что и сеть (Ua ). Тогда условия 1° и2°

теоремы 1 выполнены. Так как \\Ua \\ IИ а *Ц 1, то и условие 4° тео-
ремы 1 выполнено. Наконец, при любых S, Т е S x, |3 дэ а и при любом
х е 5/,(г ) имеем

так что остается применить следствие 1 и замечание 4.
Теорема доказана.
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Eve OJAI

PIDEVATE LINEAARSETE FUNKTSIONAALIDE JÄTKU
ÜHESUSEST HAHN-BANACHI TEOREEMIS

On uuritud, millal reaalse normeeritud ruumi alamruum on Я-omadusega, osutub
Яб-alamruumiks või M-ideäaliks. Saadud tulemusi on rakendatud operaatorite ruumidele.

Eve OJA
ON THE UNIQUENESS OF THE NORM-PRESERVING EXTENSION
OF A LINEAR FUNCTIONAL 1N THE HAHN-BANACH THEOREM

It is investigated when a subspace У of a real normed linear space X has the pro-
perty V ['J, is an Яб-subspace [ s] .pr is an M-ideal [BJ. Let Sx— {* <= A:
and let 1 and i denote, respectively, the identity map on X and tihe identity шар from
У into X. The main results are:
Theorem 1. Let (Яа ) and (Fp) be two nets of bounded linear operators on X,
satisfying the following conditions:

3° There is an M> o such that for all e>o and x^S x there is a A->0 such that
for all a and y<=S Y

(*)

where

Then Y has the property U in X. Moreouer, if

then Y is an HB-subspace of X. If the conditions I°, 2°, 4° are satisfied and there is an
M>o such that for all e>o there is a L>o such that (*) is satisfied for all a, x^S x
and y^S Y , then there is an isometrical isomorphism x from У* into X* such that each
f eP has a representation

(**)

and
Corollary 1. Let (f/ra ) and (V R ) be two nets of bounded linear operators on X
satisfying the conditions I°, 2° and 4° of Theorem 1. If there is а X e (0, 1] such that
for all a, xeSi and yeSY

then there is an isometrical isomorphism x from У* into X* such that each f e X* has а
representation (**), and A,ll/i||+||t*fll ||f||.

И Я— l in corollary 1, then Уis an M-ideal in X.
The results above are used to give an example of a Banach space häving а

subspace with the property U which is not an ЯВ-subspace (this answers a question
of [ 6 ]). They are also applied to study the cases of X—Y**, Y a normed space and
X =L{E,F), Y~K{E,F) ( L(E,F) and K{E,F) denote, respectively, the bounded and
compact linear operators from E into F). As application, it is shown that K(E, l v (Г)),
K(E, d{w, p)), K(lp{T), E) are ЯВ-subspaces and K(IP (Г), d[w, q)) is an M-ideal in
the corresponding spaces of bounded operators for an arbitrary normed space E and

(d{w,p) denoting the Lorentz sequence space).

1° luited У va, \\mg(U ay)=g{y) уг/е У, у£ е У*,

2° Im У. cz У у(3, Пш£(Ург/) =£(«/)уу«е У, У£ е У*,
р

limsup WkVsU a x-\-V ay\\ I+МеЯ,
P

£7a ■=/Ua and FP =7Vp,

4° sup lIVJKI.p p

lim inf || 1/P||<l,
P

f=M*f+h, h^Y b ,

Шll + Iи*ЛК(l+М еадl!.

lim sup WXVVUax-\-V„U y\\ l ;
p p
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