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Т. ТОБИАС

О ПРИБЛИЖЕННОМ ОПРЕДЕЛЕНИИ ПАРАМЕТРОВ
В ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН

Т. TOBIAS. PARAMEETRITE LIGIKAUDNE MÄÄRAMINE ÜHES MITTELINEAARSES
LAINE LEVI MUDELIS

T. TOBIAS. APPROX IMATIVE DETERMINATION OF PARAMETERS 1N CERTAIN NONLINEAR
WAVE PROPAGATION MODEL

(Представил H. Алумяэ)

Пусть u = u{t,x\k) решение уравнения

(1)

где к {k u ... , k n ) еМ, аM ограниченное, выпуклое и замкнутое
в R n множество.

Предположим, что функция f{k,ux ) такова, что существуют непре-
ди дих df df(k,y)рывные —, —, и —-— l—. Предположим еще, что еслидк дк дк ду

fe(?n)—^ к, то и его производные равномерно сходятся к
u{t,x;k) и его производным.

Пусть f{k,u x) >0 при всех Тогда уравнение (1), как урав-
нение гиперболического типа, является нелинейной моделью распро-
странения волн деформации в упругой среде [']. Часто выбирают
f{k, их) = \+кl их+ ... -\-к п {их) п или f{k,u x )=[\+ ux ]-<i+h\ к> o.

Рассмотрим т. н. обратную задачу определения параметра к по ре-
зультатам наблюдений.

Пусть имеется возможность измерить деформацию в точке х = L,
т. е. пусть

(2)
По известной функции z{t) требуется определить неизвестный пара-
метр к<=М, характеризующий свойства исследуемой среды.

Такая задача рассмотрена в [ 1 ], где выведены асимптотические
формулы в предположении малых начальных деформаций.

В данном сообщении предлагается другой метод: задача определе-
ния параметра к по наблюдаемому значению z{t) рассматривается как
задача оптимизации, т. е. в качестве истинного значения параметра
выбирается к такое, чтобы решение ux {t,L\k) наилучшим образом
(в среднеквадратичном смысле) соответствовало наблюденному значе-
нию z{t).

Пусть

(3)

Требуется определить так, чтобы min J (к) = J(к) . Так как
кем
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ип —-[{к, их )ихх— 0,

u{o,x\k)=ut {o,x-,k)=o, ux {t,o-, k)=y{t), \imu{t,x;k)=o,
X~>oO

ux {t, L\ k) =z{t)-\-e{t), 0

J {k) = f [U x {t, L; k) z{t) ]2 dt.
о
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М замкнутое ограниченное множество и их непрерывная по k
функция, то к существует. Если z{t) точное значение деформации
в точке Х'= L (т. е. e{t) = 0), то min / (k) = 0 и к k*, где k* еМ
истинное значение параметра к.

Для минимизации функции J(к) можно воспользоваться методом
проекции градиента. Построим последовательность {к (?пф приближений
по правилу

(4)

Здесь Рм {l) проекция элемента l^Rn на множество М, а величина
tm длина шага. Условия сходимости последовательности {/г(т) }
к локальному минимуму функции J {к) и способы выбора шага tm

можно найти, например, в [ 2 ].
Выведем формулу для вычисления градиента функции /(/г). Пустьди

Vi =Vi{t,x\ к) И uA=u{t,x-,k+Ak), где k+Ak= (ki+Aki, Ьп +

+Akn )
. Тогда

Если разделить это выражение на Ak t и устремить то получим
уравнение для V{\

(5)

удовлетворяющее условиям

(6)

(7,

Здесь ö(x) дельта-функция, т. e. f ö'(x —L) g(x) dx= —g' {L).Yuho-
õ

жим обе части уравнения (6) на щ и проинтегрируем но области
(t, х) <= D = (0, Т) X (0, оо). Интегрируя по частям и учитывая краевые
условия функции Vi и р, получим после преобразования, что

k(m+i)—P M [k№> —i m grad / (/г(ш) ) ), m=0,1, ... .

(мд —и)it {[f{k+Ak, ид) иА
хх f {k, иД) м* J +

+[f{k, «£) U A
XX

/ {k, ux) U* x ]+ [f {k, Ux ) / (£, W v ) M«c] }=0.

(Vi)tt— [f(k, Ux ) (l/i)x]*=>—

dVi(o,x;k) düi(t, 0; k)Vi(o,x;k)= J=o, =O, lim Ui (t, x; k) =O.
Oi ОХ X—>-CXD

Ptt if{k, Ux)p x )x——2[ux z{t)]ö'{x L),

p( --0, \im p(t,x; k) =O.
Ot OX x->oo

oo

dJ 02 т
-H7-= I f [Ptt {f {k, Ux) p x )x\Vi dt dx =

öfZi 0 0

oo T
1= f f[(Vi)tt- (f(Ku x) {Vi) x )x ]pdt dx=

о 0

™ldf{k,ux )

—f f T7
— MjfcP dt dx.

0 0 öki

Очевидно, что -

dJ т
2 / [и х {t, L- k) - z(t) ] (и,) х (t, L; k) di.

0IZi 0
Преобразуем

это выражение., Введем сопряженное к (1) уравнение для функции
P = p{t, х; k) :



439

Итак,

(8)

46 gradf(ft.«.)=(JJ-.
Подобный метод вычисления градиента с помощью сопряженной

системы был использован, например, в [3 ].

Рассмотрим два примера. Отметим, что если уравнение- (1) опи-
сывает распространение воли в реальных средах, то можно априори
допустить ['] (с. 43), что \их \ <С 1.
1. Пусть f{k, и х ) = с 2 (l + kux). Тогда

где функция р p{t,x-,k) удовлетворяет уравнению

с условиями (7).
2. Пусть f{k, и х ) = с2 (l + u x )~ l' l+h). Тогда

где функция p удовлетворяет условию ptt с 2[(Г + и*) 6+ h )p x ] x = — 2[u x

z{t) ](x —L) и условиям (7).

Из вышеизложенного видно, что вычисление градиента по точному
выражению (8) весьма трудоемкая процедура. Поэтому на практике
целесообразнее, по-видимому, привлекать методы минимизации, не
содержащие производных.
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DO Т
grad / ( k ) =f J grad f ( k , Ux) tiX x it, k') p (t, x, k ) dt dx,

6 6

со т
/'(£)= с2 // UxUyxP dt dx,

о о

ptt C2p xx kc*{u xp x ) x=—2[u x z{t)]ö'{x —L)

J'{k)=—с2 /7(l+Их )-(1+») Iп(l+И*) UxxP dt dx;
о 6
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