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Т. ЛАУСМАА

ОБ ИНФОРМАЦИОННЫХ СВОЙСТВАХ РАЗБИЕНИЯ

(Представил Н. Алумяэ)

С. Ватанабе [‘] выдвинул идею использовать для характеристики сложности систем-
ного объекта информационную зависимость между его компонентами. Другой подход
к определению степени сложности системного объекта использован Дж. Роудзом и
К. Кроном [ 2 ], которые исходят из предположения, что объект тем сложнее, чем
больше неприводимых компонентов он имеет.

В настоящей работе рассматриваются свойства разбиения, связанные с комбина-
торно-информационным понятием энтропии [ 3

] и приводящие к определению понятия
информационной связки (ИС) для системы разбиений. ИС характеризует сложность
объекта, представленного в виде системы разбиений, и в каком-то смысле совмещает
упомянутые выше подходы. Идея определения ИС состоит в том, что система раз-
биений сначала декомпонируется на неприводимые компоненты, а затем эти компо-
ненты оцениваются по информационной взаимозависимости. Численная величина для
ИС получается как взвешенная сумма этих же оценок. Показывается, что ИС удов-
летворяет естественным требованиям, предъявляемым к понятию сложности.
Разбиение произвольного конечного множества X = {х\, х2, ... , хт}

на блоки Вд) г В(2\ BW, B^mi) обозначим через яДХ). В част-
i i г г

ности, Ох нулевое разбиение, а \х единичное разбиение. Для
любого подмножества X' cz X определим его вес qx {X') как отношение
qx (2Р) = ||Х/ (обычно индекс у q опускается). Разбиения яДйЕ)
и яДХ") будем называть эквивалентными (обозначение яД2O) ==

=яj (Z") ) тогда и только тогда, когда существует биекция
такая, что для любого Д7а)^я£ имеет место = q(<p(Bi^) ).

Определим для каждого разбиения яДХ) энтропию

а=l

Примем, что условная энтропия Н {щ/щ) =Н(щ- яj) Н [щ). Для
любой системы разбиений Р{Х) = {jti, яг, ..., ягУ} введем обозначения:

W W

tn {РУ= iJjti и М{Р) =2т. Если Р(Х)'=o, то примем, что
* i—l г=l

т{Р)'=\ х . Сужением разбиения я* (Я) на X' с= X будем называть
разбиение я* {Х') = {BW f) Х'\ е яг}. Для системы разбиений Р(Х)

Df г г

определим сужение на X' с= X как Р {Х')*== {яг (X') |я* е Р (X)}.

Лемма 1. Для любых разбиений ш{Х) и яДХ) всегда справедливо

Доказательство. Пусть jü= jci+;rtj- В силу свойства в) энтропии
[ 3 ] (с. 227) для любого я& пи получаем, что
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Н (щ) =—JJ q (Bf) ln q(Bf).
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откуда Н (rtj) -f Н (rtj) <= Н (яг •яj)+НМ 4 2 Я(^а) ) \Н (я* (Bj^) ) >4
а=l

4#(rtj(P(“))) — Н(яг •яj (В№) ) ]. Из свойства субаддитивности энтро-

пии разбиения для любого sj“) еял следует Я(ш (£(“)) ) 4
4Я(я i{BW))—H(Яг-Яj(fi( ®}) ) Поэтому Я (Яг) 4#(rtj) Я(rti -rtj) 4
4Я(rti4rtj) .

Учитывая, что для любых яДА), rtj (А) и я/ДА) всегда
(rtj-rtj4rtfe) (rti4-rt/i) (rtj4rtft), и применяя неравенство леммы 1 рекур-
сивно для системы разбиений Р, можно показать, что

Для произвольной системы Р определим
32(Р) - 2Н{т)-Н{т{Р))-Н{М{Р)).

1 я( еР

Нетрудно видеть, что если Р 1; Р2 cz Р и P l f\P 2 =o i то 32 (Р)
4 32(Р2 ).

Теорема 1. Пусть Р' cz Рил' = пг(Р') (я' = М(Р')). Тогда для
Df Df

любой системы разбиений Р верно неравенство 2 д(Р)32(Р(Я))
1 Вел'

<3B(Р).
Доказательство. Действительно,

Аналогично доказывается неравенство и для случая л' = М{Р').

Будем считать, что разбиение я;(А) квазинезависимо относительно
яДА) (обозначение ЛгТrtj) тогда и только тогда, когда для любых
В е Яг,4 rtj' и BjW <= яj при б/а) с: В справедливо Яг (В ) —я* (Я,(а) ) .
Из этого определения сразу вытекает, что отношение квазинезависи-
мости рефлексивно ((Уяг) яг-Т лг) •

Теорема 2. Для любых разбиений Яг(2С) и верно ЯiTrtj=Ф^
=>- 32({яг, )=0=> Тrti.

Доказательство.
1. Яг 32((Яг, я^}) =O.

Из Яг Т rtj для любого ВеЯг 4 rtj вытекает, что Я(я* • яу(Б)) =

= Я(Лг (В) (В) ). Поэтому

тк __

Я(ял) =Я(ял) 4 <7 (PJ“} ) Я(ял (Р^а) ) ),

а—l

lIPII
2 Н(Ж) S* 2Н(т ({М(П I Р' <= РЛilЩ =К})).

k=i

2 Я{ВЩ{Р{В)) = 2Н{Лг/т{Р'))-
Вет(Р') л(еР

~-H(m(P)lm(P'))~H(M{P)lm(P') )= Я (nj/m (P')) +
nj(=P'

4 2 H{ttkJm{P')) Н{т{Р)/т{Р'))= 2 Н {jih/tn {?')) +
лвеР\р' л кеР\Р'

4Я(т(Р, Я(М(Р'))<ЗВ(Р).
ллеР
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Теорема доказана.
Из теоремы 2 следует, что квазинезависимость "Г представляет

собой отношение толерантности (т. е. является рефлексивной и сим-
метричной) .

Примем, что разбиения яг (2Д и яД2O образуют модулярную пару
[s ] тогда и только тогда, когда для любого лн{Х) из щ< Лк вытекает
Пк - (Яг + Л;) =, Я i -]-Я j • Я/г.
Лемма 2. Пусть Яг Т или я*. Тогда яг "ф Jtj • л&.
Доказательство. В самом деле, учитывая, что при я* яь всегда
ял* ( Я j-fЯj) [ 6 ], из Н [Лк/Л]) Я ПОЛуЧИМ

Н (я j • Я/г) Я(Яj) (jlk- (Яг! -фЛ;) ) Я(rttff-Jtj) =»■

=> Я(Яг) -фЯ (я j• Лй) (л г ) -\~Н(я ; ) Я(я<+лД!+Я
=»- Я(Яг),-фЯ (Яj • Я/;) {Лг • Kj) П {ni Jr ttj ■ Пк) =>- ЯгTjtj • Я/г.

Теорема 3. Яз Лг ТЛj следует, что Яг и яj образуют модулярную
пару.

Доказательство. Пусть Лг (я/н я г я/,. В силу леммы 2 верно
Я (Яг -1- Jtj -Ял) Я(я* ■ (я г- + Яj) )= Я (Яг) + Я(яj • Яй) Я(Яг •Яj)

Я(Яй, • (л/-ф Яj) ) = Я(Яг) -ф Я(nj • Я/г) Я (Яг) Я(jlj) Н
Я(я/г • (Лг-фЛ ;) )= Я(Лл/яД Я (я/г/я г -фя;) =O. ПОЛЬЗУЯСЬ Нера-

В6НСТВОМ Яй* (Яг'-j-Jtj) ПОЛучаСМ, ЧТО Яй*
Теорема доказана.

Определим теперь для произвольных разбиений Лг{Х) иЯj ( X)
функцию расстояния d [7 ]: d{m, Яj) = Я(яг-Ат))-фЯ(л^/Яг).. В общем
случае с?(яг -, Яj) но нетрудно показать, что при
Яг 1 Яj верно й?(Яг,Я;)=Я(Яг-Я^/Яг'-1-Я^).

Из того, что для любых разбиений я ?:(Х), яj(2Q и лк{Х) спра-
ведливо (nj^ft) ’^Я(яг/яд), легко установить, что функция

Н(Лг • Я j) — Н -- Я {В) Н (Лг • {В) ) =

Вея,+л/

=Н(п,-1-лДЧ- 2 q(B)[H(m(B))+H(nj(B))] =

ВЕЛ;+Л/
Н (ш) \~\-H — Н (Яг+ЗХ./) .

2. Щ{Яг,Я$)=О^Я;ТЛг.
Jtj}) =0 H (Яг);+Я (nj) —H (Яг-Я j) -\-H (Яг+

=^//(Лг)+Я(Яг! Я(Б) Я (jtj (Б) ) .=

Вея г+Л|

I—Я (Яг) + q[B {f]Н (я,- (Bf>) ) -1-Н (Яг + =>

в| а) ел,

=*- 2? Ч(В)Н(щ(В))=2q(В) qß [Bf)H{ni (Bf))^.
В<=л ( +л, ве пl+л l В^ав

=>- q(Б) [Я ( jtj (Б)) 1-ф Я(Лг(Б)) —Я(лг-л^(Б)) ]= 0 .=>- (лемма 2
Bejtj+ Я;

из [*])

=Ф-(УВ е ЯгФфяД (VБ (к) dБ) (VБ ( Ф с= Б) = я,- Т я».т д г
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d удовлетворяет условиям метрики, т. е.:
а) d(я,, Яг) =O,
б) С?(яг', Яд) Яг),
в) d(яг, Я j)r\-d(Яд, яь) { Яг, Яь) .

Теорема 4. Ясли л, ТЯь и Яд Тяь, то Лj^Лh)l-\-d{лi[^-\-Лk,
Яд+Яь) Лг, Яд) .

Доказательство. Действительно, поскольку всегда (яь-|-я г - -Яд)

Из теоремы 4 следует, что если - d (яь, Яд) =
d(лг, Лj) .

При Лг(Я);+лИХ) =l* разбиения л, и л,- будем называть ортого-
нальными. Квазинезависимые и ортогональные разбиения л,(Х) и л,-(1)
будем называть независимыми (обозначение л, Iл,). Легко видеть, что
отношение независимости I антирефлексивно и симметрично. Можно
показать, что отношение л,- Iл j эквивалентно следующим условиям:

б) для любых 6(га) eл, и В (Р } <= л j верно q (Яа) f| 6‘Ф) =q (6 ( ;а) ) q (6 (Р').
Лемма 3. Если л, IЛь и то л,-1 ль.
Доказательство. В самом деле, л,-1 ль =>- Я(яг ) + Я(ль) —

Я (л, • ль) = 0 =4- Н (л 3-) |+ Я (л, •лj) Я(nj) -1- Я(ль) Я(,Яд • Яь)
Я(л, •щ • ль) + Я(л j • ль) = 0 =>- [Я (л,,) j-f- Я(ль) Я(л, • ль) ] i+

4- [Я (Лг/Л;) —Я (л {/Л j • Ль) ] = О =Ф- Я(Яд) + Я(ль) Я(Лд • Ль) = О =Ф-

=Ф- Лj I ЛЬ-

Лемма 4. Яри ль-ль (X) Iлг для любого Вн <=■ ль верно
Я/, (Ль) I Лг (Ль) .

Доказательство. В силу леммы 3, из Jtь•ль I л, для любых
Ль е Ль и Л, ел, вытекает, что

d(л, • Ль, Л j • ль) ~\-d (лг-фль, лДЬль)
—2 Я(Лг-Л.7-Ль) — Я(Лг'Ль) — Я(Яд-Ль) +

+ 2Я ( (Лг'+Ль) • (Я j-f- Ль) ) Я (Лг.+ Ль) Я(Яд+Ль) ‘Д

(Я (Лг’-Яд- Ль) +Я(яь + Лг-яД) Я(л,* Ль)—■
Я(лгН-ль) Я(л j • ль) Я(ЛдЦ~Ль)
(Я (Лг-Л,)+Я (ль)) —Я(Лг-Яь) —Я (Лг!+Яь) Я(Лд-Яь) —

Я(Я; +Ль) = d(Лг, Яj) .

а) Н (Яг)г|-Я (л.;) =Н (Лг-Jlj),

q (Bu fj Bi f) Bh ) =q {Bh П Bh) Q {Bi)
IIB h DB{ПBh || \\Bh []B k \\ \\B h \\ 11.6,11 \\ХЩ

Ивеи №ll imi pii iib,,ii
||В,.ПВ, ПВ/.11

_

llBhfl BftH Hflifl Bill
llBi.il II s„|| ||S„||

=>■ Qe h
[B h ПBi f] B k ) =qBh

{Bh f]Bk )qßh {Bh fj 6,) =>- ль(Яь) I щ {Bh ).
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Систему разбиений Р будем называть независимой тогда и только
тогда, когда для произвольных дизъюнктивных подсистем Р', Р" а Р
(т. е. Р' Г) Р" =0) верно т{Р')lт{Р"). Введем определение:
%{Р)— Н[т) Н{т{Р)). Учитывая лемму 2из [ 4 ], нетруднош Лг <=Р
установить, что это определение независимости для системы Р экви-
валентно условию S(Р) = 0. Аналогично, две системы разбиений РДА)
и Р2 (А) будем называть взаимно независимыми тогда и только тогда,
когда m{Pi) I т{Р2 ). Из леммы 3 вытекает, что если системы Р х иР2
взаимно независимы, то любые их подсистемы Р' cz Р х и Р" аР2 тоже
взаимно независимы. Взаимная независимость Р х и Р 2 означает, что
для любых Р' czP x и Р"аР 2 при произвольном Рет(Р") верно
т{Р'(А)) = т{Р'(В)) . Ясно, что если системы разбиений РДА) и
Р 2 (А) взаимно независимы, то Р х П Р2 с: {ljc}- Легко видеть, что если
системы разбиений Р' (А) и Р"{Х) взаимно независимы, то ■=

= А {Р') 1+ S {Р") ■ Можно также показать, что для любых яп ли еР'(А)
и взаимно независимых систем разбиений Р' иР" спра-
ведливо Н (яг • Яj/Я/i • Яа) =Н (я*/яа);+Я {лфль).

Системы разбиений РДА) и Р2 (Т) будем называть изоморфными
(обозначение Pi (А) Р 2 (У)) тогда и только тогда, когда существует
биекция <p:Pi^P 2 такая, что для любых подсистем Р',Р"сиР х при
произвольном В{а) е т(Р") верно т (Pi (Б('“■))) =т (ф {Pi (5(“)))) и
М (Р1 {BW) ) —М(ф {Pi (Ж»)))).

Если Р\{В') и Р 2 {В") в случае Рх ,Р2 сиР изоморфны относительно
сужения_ отображения <р : (Улг еР) (я* {В') |-> яг- {В") ) на Р ь то будем
писать Pi{B') 2 {В"). В дальнейшем вместо Pi{B') будем

р р,_
пользоваться записью Pi{B') Pi{B"). Ясно, что если Р{В')
то Ж{Р{В'))=Ш{Р_{В")) и %{Р{В'))=%{Р{В")). При Р ь_Р 2 с=Р
будем считать, что Р\{В') делит Р 2 {В") (обозначение Р Х {В')\Р2 {В"))
тогда и только тогда, когда Р х аР2 и Р\{В') Р Х {В"). \\з
Р\{В')\Р2 {В") легко выводится неравенство {Р\ {В') ) (Р 2 (Р")).
Если Р х сиР{Х) и для любого В<=т{Р\Р х ) имеет место РI (Р)|Р(А),
то будем писать Р х <Р. Нетрудно видеть, что если Ру{В) < Р{В)
и Р{В) s*p{B'), то Pi{B') <Р{В').
Теорема 5. Отношение < на множестве систем разбиений есть
отношение порядка, т. е. оно является рефлексивным, транзитивным
и антисимметричным. Выражение Pi(A)<P(A) эквивалентно взаим-
ной независимости систем Р х и Р\Р\.
Доказательство. Докажем сперва второе утверждение теоремы.
Пусть Pi < Р и Р2 = Р\Р\. По определению отношения < для любого
Ве/п(Р 2 ) верно Р х {Х)^Р х {В). Поэтому справедливо т(Р,(А)) =

= т{Р х {В)). Из этого непосредственно следует т(Р!)1т(Р2 ).

Пусть Р х и Р2 взаимно независимы. Тогда в силу леммы 3 для
любых P',P"czP x верно т{Р') • т{Р") \ т{Р2), а также М{Р') •

• т{Р") I т(Р2). Поэтому, опираясь на лемму 4, получаем для произ-
вольного р(«) е т {Р") , что т (Р / (£(■“>)) I т (Р2 (Р (а))) и М {Р' {BW) ) I
I т (Р2 (Р (а) )), откуда т{Р'{В№) ) —т (Р'(Р(а) f] В) ) и М(Р'{В^) ) ==

=M{P'{BW f] В) ). Из приведенного непосредственно следует, что
Pi (А) Pi (А) < Р (А).

Докажем теперь, исходя из вышеизложенного, первое утверждение
теоремы. Поскольку свойства рефлексивности и антисимметричности
вытекают непосредственно из определения отношения <, ограничимся
рассмотрением свойства транзитивности. Предполагая, что Р х ;< Р2,
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P 2 *n P
2, и пользуясь леммой 4, получаем по определению отношения

Из теоремы 5 можно вывести, что если Pi <Р, то (Р\Р i) < Р и
g(P)=^(Pl Пусть Pi с= Р2 с= Р. Тогда Рг<Р=>

=>■ m (Pi) I m (Р\Р i) m (Pi) I m (P2\Pi) =>- Pi <P2.

Систему разбиений P будем называть неприводимой тогда и только
тогда, когда для любой непустой подсистемы Pi с= Р из Pi < Р выте-
кает Р\ =Р. В силу транзитивности отношения < легко вывести, что
дли любой Р существует покрывающее множество дизъюнктивных не-
приводимых подсистем {Р i JРг Д Р}.

Произвольную подсистему Р/аР, суженную на любом Вет(Р\Р'),
будем называть подструктурой системы разбиений Р. Так как под-
структура однозначно определяется блоком В, на котором подсистема
сужена, то в дальнейшем для подструктуры системы Р на В будем
употреблять обозначение Р{В). Множество всевозможных подструктур
системы Р обозначим через * 8 (Р). Поскольку при Р {X) = 0 верно
т(Р) = \х, то сама система Р(X) тоже является своей подструктурой
(т. е. Р{Х) е8(Р)). Нетрудно убедиться, что если Р\{В) еЗ(Р(Х)),
то B(Pi (В) ) d8 (Р (X)). Из определения изоморфизма вытекает, что
если то существует биекция ф ; 3(Р(Р/

) )->B(Р(Р//

))

такая, что для любой е@(Р(В')) верно (£(“))).

Лемма 5. Пусть Р\ < Р и В<=т{Р\Р { ). Тогда из P 2
вытекает Р 2 < Р.
Доказательство. Действительно, поскольку для произвольных

Из леммы 5 следует, что если подсистема Р\{Х) < Р (X) неприво-
дима, то для любого В<^т{Р\Р l ) подструктура Pi(P)eB(P) тоже
неприводима. Отсюда следует
Лемма 6. Пусть Р{В) произвольная подструктура из 8(Р). Тогда
для любой неприводимой Pi(B) < Р(В) существует неприводимая под-
структура Pi{Bi ) е@(Р), которая делит Р{В).

Лемма 7. Пусть P\dP. Если Ри {Вц) е 8(Pi) {Рц{Вр) е 8(Pi) )

неприводимая подструктура, то найдется неприводимая подструктура
Pi{Bi) е8(Р) (Pj(Pj) е 8(Р)) такая, что Рц{Вц)\Рг{В { ), причем
Ри {Вц) s*Pn{Bji)

Pi p

Доказательство. Пусть Pi (Вц) < P(P,i) и Pi{Bu) непри-
водимая система разбиений. Исходя из теоремы 5 получаем

< "для любых (Р 3\Р2 ) иBW е m (РДРi) , что Р 2 < Р Р 2 (Х) sž

g*p2 m {Ру) • m (P2\Pi) I m (PS\P 2 ) =>- m (Pi (№))lm(P3\P2 (№) ) =Ф-

Pi(P(P) ) <Pi и (p 3\p 2 ) (P (P) ) =>■ Pi(P(a) n^P) )l p iU(PA^2)(P{P) ) =*■

Pi <P2^Pi(^)=Pi(s (P) )- _Поэтому, учи-
тывая (Рз\Р2 ) U (P 2\Pi) = Рз\Рь имеем Pr {X) g* Pr (Р (а) f] £(P) )

(P 3\P i) Ps.

B(“)em(P\Pi) и S(Wem(Pi\P2 ) верно Р\ < Р Pi (X) (Р( а )) =>-

=>- m(P2) • т(РДР2 ) I m(P\Pi) =>- m(P2 (P (P) )) I m(P\Pi(fi(P))) =>

=^P2(P (P) ) < P 2 u (P\Pi) (P (P)) =»■ P 2 P2(P(a ) n Р (|Д И Pz{B) <

< Pi(P) -ф^Р2(Б)^Р2 то имеем P2 (X) P2 (P) =

2 (6(W) 2 (Б( а Итак для любого BMg

em(P\P2 ) справедливо Pz{X) 2 (P (V) ) =^Р2 Д P.

Pi{B ix ) < Р{Вц) =>- m{Pi{Bn)) I т{Р{Вц)\Рг{Вц)) =>- m{P i {B ir){\

n Pii{Bn)) I т{{Р{Ва)\Рг{Ви)) n Pu(Bu)) =*■ Pi{Ba) П Pa{Bu) <
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Д Pii (P?;i) • Поскольку Ри {Вц) неприводимая система разбиений,
то из вышеизложенного вытекает Р гl с= Р/, откуда Ри {Вц) \ РДР г Д. Из
леммы 6 следует, что найдется неприводимая РДРДеO(Р) такая,
ЧТО РДРД ( Р(Р,т)- Ясно, ЧТО РДРД =— РДРг 1 ) > И ПОЭТОМУ Р г ДРгД | РДРД,

Пусть РДРД РДРД . Тогда Р г - = Р,-. Поэтому из РДРД |Р(Рг Д
р

и Р ДРД |Р(РЯ ) вытекает Р, cz P 7l U (Р\РД, Рд U (Р\РД =*- Рг ПР\ <=

с= Ргь Р,Щ Но, с Другой СТОрОНЫ, РгьДД, CZ Рг =>■ РгЬ PjiJZ Р 7 Д Р,.Итак, Рг, = Р,Т, а поскольку РгДРгД IРДРД и Pjl(Pjl) |РДРД, то
РгДРгД -Рд (Pji). Аналогично доказывается и обратное включение.

р.

Пусть PicP(X) и Рcz X. Сужение Р\{В) будем называть мини-
мальным тогда и только тогда, когда для любого В' а X из РДР)

следует ||Р'|| +: ||РЦ. Предположим, что ©(Р) какое-нибудь
множество минимальных представителей классов изоморфных сужений
системы разбиений Р, порожденное всевозможными неприводимыми
подструктурами из 0(Р). Определим теперь ИС системы разбиений
Р(X) следующим образом:

Ясно, что .93(Р) не зависит от конкретного выбора 0 (Р)-
Лемма 8. Пусть Р,, Р 2 аР{Х) и Р\Г\Р 2 =0- Тогда имеет место
неравенство 93(Р) (РД +93(Р 2).

Доказательство. Пусть теперь Ра (Ра), Р.а (Р.а) е(0(Р Д U © (Р 2))
и Ра (Ра) (Р,т) • Ясно, что Ра(Ра) фРп{В\\). Согласно лемме 7,

Pi
найдутся

_

РДРД, РДРД <= OДР) ТЭКИб, ЧТО Pfl(Pa) |Рг(Рг) И
Pji(Pji) ]РДРД. Если РДР+==РДРД, то в силу леммы 7 Ра и Рц при-
надлежат различным подсистемам Р, и Р2 . Учитывая, что Р, с= Р 2

98(РД (Р 2 ) и Ра*ПР.м =o> получаем 9S (РДРД ) (Рг-ДР гт))+
:+2B(P. 7 i(Pji) ). Ясно_также, что если Ра(Ра) (РДРД, то ЦРаll ЦРгО,
ибо тогда Ра (РД =Ра (P/i) • Из вышеприведенного уже несложно
вывести правильность утверждения леммы.

Исходя из леммы 8, нетрудно установить, что ИС 93(Р) любой
системы разбиений Р обладает свойствами, формально характеризую-
щими интуитивное представление сложности:
а) неотрицательность: 93(Р)
б) инвариантность: Pi Р2 =>- 93 (Pi) =93(Р 2);

в) сюраддитивность: (Pi, Р2 cz РДР, f] Рг=l o) =>■ 93 (Р) (РД -f-93 (Р 2).

Теорема 6. Рслн система разбиений Р независима , то 93 (Р) =O.
Для ортогональной системы Р (т. о. (Улт, яj е Р) (я* + яj = IаД ) верно
и обратное утверждение.
Доказательство. Пусть система Р независима. Тогда 98(Р) =O.
Предположим теперь, что Р' cz Р и Рет(РД. Согласно теореме 1,

q(Р( а Д9B (Р(Р(а Д) Из этого для любого 7(B)g0(P)
В^ет(Р')
вытекает, что 9Л (Р (В) ) =O, откуда непосредственно следует 93(Р) =O.

Пусть теперь 93(Р) =0 и ф>= {РДРгД Р} покрывающее Р
Df

»(B)= 2 д(ВЩ{Р<(В))
Df

Pi{B)^{P)
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множество неприводимых подсистем. Поскольку для любой Р* d Щ
найдется неприводимая подструктура РДР) еЗ(Р) при РДР) РД.Х),
то ввиду ортогональности Р верно £ДРДД)) = ЗЙ(РДР)) = 0. Поэтому
Д(Р) == хДРД==O, откуда следует и независимость системы Р.

Дер

Лемма 9. Если Р\ < Р, го для любой Р</гДР) е2(Р) верно:

а) Pj ПР(,{) (Р) <P(fe) (P),
б) при найдется рйД(В') е ©(РД такая, что p( ft )(P')

Доказательство. Пусть P9 i=P\P 1 . Тогда
Df

a)

6)

Из а) леммы 9 вытекает, что при Р х < Р неприводимыми являются
только такие е£(Р), для которых либо Р№сРь либо
PWcPVV
Теорема 7. Если покрывающие подсистемы Р ь Р 2 d Р (г. е.
Р\ [_) Р 2 ;== Р ) взаимно независимы, то справедливо равенство 23(Р) —

23(РД |+ 23(Р2). Для ортогональной системы Р верно и обратное
утверждение.
Доказательство. Пусть Р х и Р 2 взаимно независимы. В силу лем-
мы 8 23(Р) : 23(Pi) |+23(Р 2 ). Из леммы 9 вытекает, что для любой
7p(P)d3(P) существует либо Ри {В') s 3(РД при РДР) Рц{В') ,

р

либо Pi 2 {B") <= 3(Р2 ) при РДР) i2 {B"). Из этого следует, что

23(Р) <»(Pi)i+»(P2 ) =.®(Я,) + ф (Р 2).
Пусть теперь система Р ортогональна и 23(Р) = 23(РД Д-23(Р 2 ).

Обозначим множества дизъюнктивных неприводимых подсистем, по-
крывающих РЬ Р2 и Р, через {Po|Pa<Pi}, W= <Л2}

Df Df
И T= Ю|Рi < Р} соответственно. Из леммы 5 следует, что для любых

Df
Р г 1 1 и Рг 2 е^2 существуют дизъюнктивные неприводимые подструк-
туры Р' г 1 (Рг 1 ) £= ©(Р 1 ) и F i2 (P j2)e2(P2), которые делят Pi и Р 2
соответственно. Согласно лемме 7, равенство 23 (Р) =93 (Р i ) Д-23(Р 2 )

возможно только при условии, что любым Р'/ДРД) е 3(Pi) и
Р'ДРД) е 3(Р2 ) соответствуют такие Р/ДР/,), РДРД е 3(_Р), что
Р'/ДРД) Р/i (P/i) , Р'ДР'Д РДР j) иР/ДР/О ФРДВА (если P/j (Р/,) =

=Pj (В j) , ТО Д (Р/г (Р Л) )= Д (Р'/ДРД) );+ (P'j (P'j) )
, И ПОЭТОМУ

P/i = P'h{B'h ) h), Р'ДРД) Р'ДРД, что противоречит
неприводимости Р/ДР/Д). Из этого вытекает =ДД |J Д> 2, откуда полу-
чаем равенство =^s'(Pi) +л> (Р 2 ) • Поэтому /7 (m(Pi) ) Д- Н{m (Р 2))
—Н (m (Р)) = 0 =>- m (РД I m(Р 2).

Pi < Р m (РД Im (Р 2 ) =»-

=>- m {Pi П P (/i) ) • m (Pi\(P, П PW)) Im (P 2 П P<ft>) • m (P 2 \(P 2 f) PW)) =ф-
< PW(P),

Pi < Р =ф- пг (Р 1) Im (Р2 ) =ф- m (Р( /г )) . m (Pi\P( fe)) Im (Р2 )
=> m (P( ft ) (Р')) Im (Р 2 (РД ) =ф- РЩВ') (Р).
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T. LAUSMAA
TÜKELDUSE INFORMATIIVSED OMADUSED

Artikkel käsitleb lõplikul hulgal määratud tükelduse entroopia mõistega [ 3 ] seotud
tükelduse informatiivseid omadusi. Tükelduste süsteemi tarvis on defineeritud infoside
mõiste, mis iseloomustab selle süsteemiga määratud objekti keerukust ning on [ 1 ] esi-
tatud keerukushinnangu arendus. On näidatud, et infoside rahuldab keerukusele esita-
tavaid tingimusi.

Т. LAUSMAA

INFORMATIONAL PROPERTIES OF PARTITIONS
S. Watanabe [’] was the first to pay attention to the fact that informational inter-
dependcnce between the components of an object characterizes the complexity of this
object. The typical feature of this measure of complexity is that its numerical values
do not exceed the linear growth relativeto the number of components of the object
(but as we know from our everyday practice, the maximal complexity growth of real
objects exceeds by far the linearity). It is due to the fact that this measure does not
take into account the inner structure of the object, thus giving only a very rough esti-
mation of its complexity. Another approach to the problem of complexity was given by
K. Krohn and J. Rhodes [ 2 ], The basic idea of their approach lies in the principle that
an object is the more complicated the more irreducible components it has. Thus their
theory takes into account the whole inner structure of the given object and provides us
with a criterion for its complexity. But we lack the principle toestimate the relative
complexity of these components themselves.

In the present paper the informational properties of partitions on finite set based
on the notion of entropy for partitions ,[ 3 ], are considered. Founded upon these proper-
ties, the notion of informational bound (IB) for an arbitrary system of partitions is
introduced. IB provides us with an informational measure of complexity for any object
characterized by a system of partitions. IB is an advanced version of the informational
measure of complexity by S. Watanabe taking into account the inner structure of the
given object. It is shown that IB satisfies all the natural requirements tobe a measure
for complexity. The principle for determining IB is characterized by decomposing the
system into irreducible components and evaluating the informational intcrdcpendence
iii all these components. By the requirement for components tobe irreducible, the roie
of symmetry in the presentation of the system of partitions istaken into account. The
numerical va.lue for IB is given as the weighted summation of informational valuta-
tions over all these irreducible components. It is shown that il the system of partitions
is composed of informationally independent partitions, the value for IB is zero, and
if it is possible to decompose the system into two or more independent subsystems,
then IB for the whole system is equai to the surn of IB values for all mese subsystems.
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