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РАСШИРЕНИЯ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ,
ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПОКРЫТИЯ

(Представил А. Хумал)

1. Пусть X и У топологические пространства, © ©(А) покры-
тие пространства X и F поле С или R. Пусть, далее, С (X, У) —мно-
жество всех У-значных непрерывных функций на Xи С (X, У; @) —под-
множество тех функций / С (X, У), для которых образ f(S) отно-
сительно компактен в У при каждом Se©. Как известно, в прост-
ранстве F относительно компактны те и только те подмножества,
которые ограничены. Поэтому С{Х, F; @) совпадает со множеством
всех тех функций / <= С{Х, F), для которых сужения f\S ограничены на
5 при каждом sе©, Следует отметить, что С ( X, F; @) совпадает со
множеством С(Х, F) в случае, когда каждое sе© относительно псев-
докомпактно (т. е. каждое S есть такое подмножество пространства X,
на котором любая функция /е С (I, R) ограничена), и совпадает со
множеством Сь{Х, F) всех F-значных ограниченных непрерывных функ-
ций на А в случае, когда пространство X само псевдокомпактно или
покрытие © пространства X конечно. Таким образом, для любого
покрытия © пространства X множество С{Х, F; ©) представляет собой
некоторое промежуточное между Сь{Х, F) и С (A, F) множество, кото-
рое в частном случае совпадает с одним из них.

В данной статье определяются расширения * (©X, hx) и (©рХ, hx )

Тихонова пространства X, зависящие от его покрытия, и изучаются
свойства пространств ©X и ©рХ. Такие расширения хорошо известны
в случае, когда все элементы покрытия © относительно псевдоком-
пактны (тогда (©X, hx) есть расширение Хьюитта [ l2 ] пространства X
и ©рХ =hx (X)), и в случае, когда покрытие © конечно (тогда
(©X, hx ) есть расширение Стоуна —Чеха (f3X, hx ) [ l_3 ] пространства
X и ©рХ=(ЗХ). Как показано в [ l>2 ], при помощи пространств (ЗХ
и vX описываются алгебраические и топологические свойства алгебр
Сь(Х, F) и С(Х, F), а при помощи этих алгебр, в свою очередь, описы-
ваются топологические свойства пространств X, (ЗХ и vX. Таким обра-
зом, пространства ©X и ©рХ дают возможность одновременно изучать
алгебраические и топологические свойства не только алгебр СЬ (Х, F)
и С(Х, F), но и промежуточной алгебры С(Х, F; ©). В этой статье из
числа остальных свойств, доказывается -наполненность пространства
©X и находятся необходимые и достаточные условия для наполнен-
ности, псевдокомпактности и компактности пространства ©рХ (тео-
рема 2).

* Пусть X и Y топологические пространства. Если существует всюду плотное
вложение h x :X-*-Y, то пара (К, h x) называется расширением пространства X.
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2. Пусть А тихоново пространство и R* = RU{°°}- Поскольку R
отделимо и локально компактно, то R* является отделимым и компакт-
ным пространством (см. [3 ], с. 256). Поэтому функция f<=C{X, R),
рассматриваемая как функция X в R*, определяет однозначно опре-
деленную функцию f*eC((3A, R*) такую, что f* °hx = f (см. [ 2 ],

с. 103).
Как известно (см. [*], с. 21), наполнение \Х Тихонова пространства

X определяется равенством
vX={p<= $Х :f*{p )е RV/eC(I, R)}.

В случае, когда \X = hx {X), пространство X называется наполненным
пространством.

Пусть, теперь, © любое покрытие Тихонова пространства X и
вХ={ре=р*:Пр)е R VfeC {X, R; ©)}.

Тогда справедливы включения vA s ©А s (ЗА. При этом ©А = vA тогда
и только тогда, когда С {X, R; ©) С{Х, R), и @А<= (ЗА тогда и только
тогда, когда С (А, R; @) = Сь(Х, R). Множество ©А наделим топологией,
индуцируемой топологией пространства (ЗА". Тогда** cl^x hx (X) ©А.
Таким образом, пара (©А, hx) является отделимым вполне регу-
лярным расширением пространства X.

Пространство ©А будем называть наполнением пространства X отно-
сительно покрытия ©, а топологическое пространство А, удовлетворяю-
щее условию (BX = hx {X ), наполненным относительно покрытия ©.

Таким образом, тихоново пространство А является наполненным отно-
сительно покрытия © тогда и только тогда, когда пространство А само
наполнено и, кроме того, каждое sе© относительно псевдоком-
пактно в А.
3. Пусть А тихоново пространство, © покрытие пространства А
и

©рА = U S,

где Š = clpxhx {S). Тогда для любых sе© и / е С (A, R; ©) справед-
ливо

f (S)scl R. (f* 0 hx {S) )=cl R# f (5) cz R
(здесь функция feC(pA, R*), но oo cl R J(S), так как окрестность
(A\cl Rf(S)) U {oo} точки oo вR* и множество f{S) не пересекаются).
Поэтому

П©рА)= U f*{S)cz Rsев
при f^C{X, R; ©). Таким образом, множество ©рА удовлетворяет
условию hx {X) ©рА = ©А. Кроме того, если каждое множество Se©
компактно в А (относительно псевдокомпактно в А), то Š = hx {S)
(соответственно, 5 EvA (см. [ ! ], с. 28)). Поэтому в первом случае
справедливо ©рА =/г*(А), аво втором hx {X) s ©рА s vA,

Теперь рассмотрим некоторые свойства пространств ©рА и ©А.
Теорема 1. Пусть X тихоново пространство, © его покрытие
и Y тихоново ( соответственно, наполненное) пространство. Тогда
для любого отображения У; ©) существует однозначно опре-

** Здесь и далее через clyX обозначается замыкание множества X £ У в топо-
логии пространства Y.
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деленное отображение reC(SpI, У) {соответственно, f еС(е>У, У)
такое, что*** 0 hx=f.
Доказательство, а) Пусть Y тихоново пространство и /е
G= С {X, У; ©). Тогда отображение g- = /iy °/ е С(У, (ЗУ) определяет
однозначно определенное отображение (ЗУ) такое, что
g$ °h x = g (см. [4 ], с. 130). В силу относительной компактности мно-
жества f{S) в У при SeS, множество U = hY[c\Yf (5) ] компактно и,
следовательно, замкнуто в (ЗУ при каждом SgS. Учитывая это и непре-
рывность отображения на (ЗУ, убеждаемся, что для каждого Se@
справедливо

(S) clpy[g l3 ° hx{S) ]=ch $Y \hY ° / (5) ]£= clpy U= Ucz hY (У) .

Поэтому
£Р(©рУ) = (J gV{S)^h Y {Y).

seo
Таким образом, отображение f*3 = (Лг) 4 ° ž" 13 e С (©рУ, У) и справед-

Q 'Sливо / °hx =f. Отображение / определено однозначно ввиду отде-
лимости пространства У.
б) Пусть, теперь, У наполненное пространство и /еС(У, У; ©).

Тогда, аналогично изложенному выше, существует однозначно опре-
деленное отображение gp eC((3y, (ЗУ) такое, что gV °hx =g= hY °f.
Пусть, далее, а любая функция в С(У, R). Так как a
sa[clyf(s)] при sg@ и a[cly/(S)] компактно в R, то афе
еС(У, R; ©). Поэтому (а°/)*(р) R для всех /?е©У, Учитывая, что
множество /гу(У) всюду плотно в ©У, и то, что (a °f)*{p) *= (а* (ц)
для всех p^hx {X), убеждаемся в справедливости (а°/)* = на
©У при любой функции а еС(У, R). Значит, gP(p) Y {Y) для
каждой точки ре©У. Таким образом, отображение /® = (/г У ) -1 ° gl3 е
f= С (©У, У) и/' °hx=f. Отображение / определено однозначно ввиду
отделимости пространства У.

Теорема 1 доказана (см. [ 2 ], с. 117) для случая, когда все элементы
покрытия © пространства У компактны (тогда С (У, У; ©) С (У, У)
и ©У.= уУ), и для случая, когда ©= (У).

Пусть, теперь,
©р= {Š : S е ©}

и У локально выпуклая алгебра над F, топология которой опре-
делена семейством {ga :ae9t} непрерывных полунорм. Наделяя мно-
жество С(У, У; ©) топологией,' определенной семейством {gaS :а е
е 2Г, sе6} непрерывных полунорм (здесь Pas{f) sup pa {f{x)) для

xeS
всех [еС(У, У; ©)), и определяя алгебраические операции над функ-
циями, как обычно, поточечно, можно заключить, что множество
С (У, У; ©) есть локально выпуклая алгебра над F. С учетом этого
из теоремы 1 вытекает
Следствие 1. Пусть X тихоново пространство, © его покрытие
и У отделимая локально выпуклая (наполненная локально выпук-
лая) алгебра над F. Тогда F ~:/->/® является топологическим изо-
морфизмом алгебры С(Х, У; ©) на С/©рУ, У; ©pj (соответственно
изоморфизмом алгебры С(Х, У; ©j на С/©У, yjj.

*** Здесь и далее h x обозначает такое всюду плотное вложение X в (TY, при
котором существует отображение /РеС((ЗХ, У) (У компактное пространство),
удовлетворяющее условию fs°h x =/ для всех У).
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Доказательство. Как известно (см. [s ], с. 573), каждое отдели-
мое локально выпуклое пространство вполне регулярно. Поэтому (по
теореме 1) для каждого отображения f С (X, У; ©) существует одно-
значно определенное отображение С(©рХ, У; ©р) (соответственно,
f еС(@l, У)) такое, что f ° hx\=f. Нетрудно заметить, что
есть инъективное отображение. Если g С (©рХ, У; ©р) (или
ge С (©X, У)), то g° hx С {X, У; ©) (в силу того, что g ° hx {S)^g{S)
и Š компактно в ©рХ и в ©X) и F (g ° hx )\==[g o hx ) 0= g. Так как

по теореме 1 отображения определены однозначно для каждого
отображения f, то (/j-f- g) o=/0 +£ S

, {fg) &
=f 0g0 и (Äf) Л/ 0

для всех f,ge С{X, У; @) и ),eF. Следовательно,есть изоморфизм
С{Х, У; ©) на С(©рХ, У; ©р) (соответственно, на С (©X, У)).

Пусть, теперь, локально выпуклая топология алгебры У определена
семейством {ра : а е 91} непрерывных полунорм. Тогда справедливо

Pa.s(f)=Pai-(f
e

)

для всех аеsl, sе© и /е С {X, У; ©). Действительно, нетрудно
убедиться в справедливости неравенства

Pa,s{f) =PaMS){f в ) a j(f
e

)

для всех а <= 9t, sе© и / е С (X, У; ©). Предположим, что

О^=ра>B (/)<ра -(/ 0
).

Тогда существует точка реs такая, что d<gpa ° (р). В силу непре-
Сс _

рывности отображения pa °f на £ для каждого а е 91, Sе © и
f е С (X, У; ©), существует в ©рХ окрестность О(р) точки р такая, что
pa°f 0 R\[o,d]. Поскольку О(р) =£ 0, то pa o fW’=
=Pa°f [hx {x)]'>d при некоторой точке hx {x) О (р) [] hx {S) , что
невозможно.

Таким образом, изоморфизм F алгебры С (X, У; ©) на алгебру
С (©рХ, У; ©р) является топологическим.

Следствие 1 известно в случае, когда **** © = {X} (см., напр.,
[ 6 ], с. 19), а также в случае, когда У= F и покрытие © пространства
X состоит из счетного числа замкнутых подмножеств S n пространства
X, удовлетворяющих условию Sn^Sn+i для всех «eN (см. [7 ],

с. 38).
Теорема 2. Пусть X тихоново пространство и © его покрытие.
Тогда у

а) пространство ©X наполнено ;

б) пространство ©рХ наполнено тогда и только тогда, когда ©рХ = ©X;
в) пространство ©рХ псевдокомпактно тогда и только тогда, когда
©X ■= (ЗХ;
г) пространство ©рХ компактно тогда и только тогда, когда ©рХ = рХ.
Доказательство, а) Поскольку hx (X) <= ©X с= рХ, то существует

**** В этом случае @ftX = SХ.
3 ENSV ТА Toimetised. F * М 4 1981
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(см. [ B ], с. 227) гомеоморфизм р пространства (ЗХ на пространство
(3(©Х), удовлетворяющее условию***** p°l В силу
наполненности пространства R (см. [ ! ], с. 26), для каждой функции
f С (X, R; ©) существует по теореме 1 функция [s gC(©X, R) такая,
что ° h f . pjs ******

(/
er-H®X=(f e )*.fte;f ==fe =:/‘|®X

для каждой функции / е С (X, R; ©) и всюду плотности пространства
®Х в (ЗХ следует, что (/S )*°p=f* на (ЗХ для каждой функции
fе С (X, R; ©). Учитывая это и изоморфность алгебр С (X, R; ©) и
С(@Х, R) (см. следствие 1), можно заключить, что из

v(©Jf) = {9e|3(@X):a s)*(<? )eßVfeC(T. R;®)}
вытекает

R-‘[v (ВХ) ]={ре= $Х : (Is ) •[ц(р) ]s Rvfе= С (X, R; @)} =®Х
Следовательно,

г(@Х);=ц(@Х).=^ ад (@Х),

т. е. пространство ©X наполнено.
б) В силу включения hx {X) ©рХ (ЗХ и всюду плотности простран-
ства ©рХ в (ЗХ покажем аналогично части а) доказательства, что
р- 1 (v (<©рХ)) = ©X. Если пространство ©рХ наполнено, то

@X.= p-i[v(@pX) ]:=p“*[Ä (©рХ) ].==! (©рХ) =©рХ.

Пусть, теперь, ©Х>= ©рХ. Тогда, по утверждению а), пространство
©рХ является наполненным.
в) Как известно (см. [ 1 ], с. 27), тихоново пространство ©рХ псевдо-
компактно тогда и только тогда, когда v(©pX) = (3(@рХ). Если про-
странство ©рХ псевдокомпактно, то

Ш\= р-1 [v (©рХ) ]=р-Ч (3 (@рХ) ]=:рх,
а если ©X |ЗХ, то из

V (©рХ) =p(©X)i=p(pX)i=ip(©pX)

следует псевдокомпактность пространства ©рХ.
г) Как известно (см. [ ! ], с. 27), тихоново пространство ©рХ компактно
тогда и только тогда, когда оно наполнено и псевдокомпактно. Таким
образом, по утверждениям б) и в) пространство ©рХ является ком-
пактным пространством тогда и только тогда, когда ©рХ |ЗХ.
Следствие 2. Пусть X тихоново пространство и © его счетное
покрытие. Тогда ©рХ ©X.
Доказательство. В данном случае пространство ©рХ есть счетное
объединение компактных подмножеств. Поэтому пространство ©рХ

***** Здесь и далее 1у обозначает тождественное отображение на Y.
****** Здесь и далее g* обозначает продолжение функции R*) на (3F,

удовлетворяющее условию g* ° hr g (см. раздел 2).
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a-компактно и, следовательно, наполнено (см. ['], с. 25—26). Итак, по
теореме 26), справедливо В$Х ВХ.
4. Согласно следствию 1 из [Д, пространство ВХ и пространство
Нош С (X, F; В) всех F-значных гомоморфизмов алгебры С {X, F; В)
гомеоморфны, если пространство Нош С (X, F; В) наделить слабой
топологией, определенной алгеброй С (X, F; ©). С учетом этого спра-
ведлива
Теорема 3. Пусть X и Y Тихоновы пространства, а В\ и В 2
покрытия пространств X и Y соответственно. Пространства В\Х и B 2 Y
гомеоморфны тогда и только тогда, когда алгебры С{Х, F; ©i) и
С (К, F; В2 ) изоморфны.
Доказательство. Пусть со гомеоморфизм пространств B2 Y и
©Д. Тогда отображение со есть изоморфизм алгебр С {В\Х, F)
и C{B2 Y, F). Поскольку F как сепарабельное метрическое пространство
наполнено (см. [ ! ], с. 26), то, по следствию 1, изоморфны и алгебры
С{Х, F; В,) и С{Х, F; © 2 ).

Пусть, теперь, q изоморфизм алгебр С{X, F; ©Д и C{Y, F; ©2).

Тогда отображение есть гомеоморфизм пространства
HomC(T, F; В 2 ) на Нот С (Z, F; ©i) (в слабых топологиях, опреде-
ленных алгебрами C{Y, F; ©2 ) и С{Х, F; ©j) соответственно). Поэтому
гомеоморфны и пространства В\Х и B 2 Y (см. [ 9 ], следствие 1).

Из теоремы 3 непосредственно вытекает
Следствие 3. Пусть X наполненное относительно покрытия ©j
пространство иY— наполненное относительно покрытия В2 простран-
ство. Пространства X и Y гомеоморфны тогда и только тогда, когда
алгебры С (X, F; ©!) и C{Y, F; @2 ) изоморфны.
5. В заключение отметим, что результаты данной работы анонси-
рованы в [ 9 ’ 10 ], где даны их некоторые применения. В [9 ] использова-
лись пространства В$Х и ВХ для описания замкнутых и максимальных
идеалов алгебры С{Х, F; ©), а также для описания F-гомоморфизмов
алгебры С {X, F; @) и давалась алгебраическая характеристика напол-
ненности, псевдокомпактности и компактности пространства ©рХ В [ lo ]

некоторые из этих результатов обобщались на алгебру векторнознач-
ных функций.
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M. ABEL

ТОРО LOOGILISTE RUUMIDE KATTEST SÕLTUVAD LAIENDID

On defineeritud lopoloogilise ruumi uut tüüpi, ruumi kattest sõltuvad laiendid ja uuri-
tud nende topoloogilisi omadusi.

M. ABEL

THE EXTENSIONS OF TOPOLOGICAL SPACES DEPENDING ON COVER

Let X be a completely regular TVspace, ©=©(X) be a cover of X, F be one of the
fields R or C, C{X, У) be the set of all У-valued continuous maps on X and C{X, У;@)
be the subset of those for which f{S) is relatively compact in У for each
Seo. Moreover, let ((3X, h) be the iStone-Cech compactification of X,

Bb{pE pX:/*(p)e= R V/eCjl, R;@)}
(here /* e C((3X, R(J (oo)) and f*°h =f for each f e C{X, R)),

(J clpjp/i(5)
SeS

and У be a completely regular (respectively replete) separated space.
It is proved that

a) for each jeC(X, У,O) there exists a such map У) (respectively
)B еС(9Х, У) ) that
b) the space &X is replete for each cover S of X\
c) the space ©pX is replete if and only if ©pX=©X;
d) the space ©pX is pseudocompact if and only if ©X=|3X;
e) the space SpA' is compact if and only if
and
f) if ©i is a cover of space X and ©2 is a cover of space У, then the extensions
©Д and ©2 У are homeomorphic if and only if the algebras C{X, F; ©i) and С(У, F;©2)

are isomorphic.
The algebraic characterizations of spaces SpA' and ©X are considered in [9 ].
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