
А. КOППЕЛЬ

О НЕКОТОРЫХ АСПЕКТАХ МЕТОДОВ ГЕНЕРИРОВАНИЯ
ТОЧНЫХ АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНЫХ СТАЦИОНАРНЫХ

РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ ЭЙНШТЕЙНА

(Представил П. Кард)

Введение

Пусть (I/4,§) допускает абелеву группу изометрий С 2 и описывает
аксиально-симметричное (АС) стационарное вакуумное гравитацион-
ное поле. Как обычно принято, рассмотрим это поле в координатных
системах, присоединенных к соответствующим киллпнговым векторным
полям и £v

, причем координаты хА (А, В,... =3,4; х4 сх°) выде-
(o) (3)

лены так, чтобы градиенты их координатных поверхностей были орто-
гональны градиентам поверхностей хм = const, определяемых траекто-
риями группы G 2 (M,N

,
...= 1,2). Получаемую стандартную метриче-

скую форму зададим в виде

Инварианты (2), а также величины р и v являются теперь функциями
только координат хм и, таким образом, проблема решения уравнений
Эйнштейна Яар = 0 сводится к двумерной задаче, которая может быть
сформулирована в евклидовом V 2, где можно пользоваться либо декар-
товыми координатами хм

, либо комплексными координатами
yb=—^—(xlA-ix 2), у^=уI*, так что для У2 метрика имеет вид

У2

Уравнения поля распадаются на две группы; Rab = 0 определяют вели-
чины 'к, А и (W, а затем остальные уравнения дают функции р и v,
выраженные через эти инварианты. Тройке действительных функций
(X, A, W) равноценна также пара (<§,№), где

комплексный потенциал Эрнста, а твист-потенциал T" определяется
из соотношений
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(4)

ds2=X~i [е dg2+ W2 {dx3 ) 2 ]— ЦЛ dx3+ с dx0 ]2
, ( 1 )

где

te=—lala, A = W 2 (2)
(0) (0) (0)(3) [(0)(Э)] (0)(3)

{dxi) 2_|_ 2==.2dy l dy2
. (3)

iWd№a=b?diA, —iWd2'V =X 2d2A (5)
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(здесь и в дальнейшем операторы дх,д2 =-д ) * означают дифференци-
рование по комплексным координатам у х и у2

, звездочка означает комп-
лексное сопряжение).

Уравнениям R Ab = О можно придать разные виды. Но в любом слу-
чае из них выделяется уравнение

после чего в общем случае остаются еще по существу два нелинейных
дифференциальных уравнения второго порядка для двух независимых
действительных функций, зависящих от двух (переменных. Для 'потен-
циала & имеем одно комплексное уравнение

Отметим еще, что, как известно, именно уравнение (6) делает воз-
можным рассмотрение АС стационарных вакуумных полей также в оп-
ределенном евклидовом Бз с метрической формой

Функция V определяется в силу евклидовости Б 3 только функцией W,
в то время как функция р в (1) является характеристикой искривлен-
ности физического 3-пространства и определяется всей совокупностью
величин (X, A,W).

В последнее время развиты разные новые подходы к генерированию
новых точных решений уравнения (7) или равноценных ему систем
нелинейных уравнений. Здесь могут быть применены, например, ме-
тоды обратной задачи рассеяния [л ] и преобразований Бэклунда [ 2 ’ 3 ].

При любом методе генерирования решений мы имеем по существу
алгоритм, определяющий переход (7, A, W) (А/, A', W') или (<§, W) ->

(<§', W') . В данной статье мы поставили себе задачу проанализиро-
вать некоторые аспекты определенного типа методов генерирования
новых решений, характеризуемого в обобщенном виде алгоритмом
вида

где F и Н комплексная и действительная функции соответственно,
определяемые конкретным методом генерирования.

Некоторые общие теоремы

Выясним прежде всего некоторые основные свойства алгоритмов типа
(9) (10) при Н Ф const.

Поскольку в силу (6) W и W' должны быть гармоническими функ-
циями в 2-пространстве У2 , имеем сразу общее условие

где W\\) и W{ i) произвольные функции координаты г/ 1
, а

W' = W'* W(gj-=W* . Более конкретный вид функции Н полу-
чается при определенных условиях, налагаемых на Н применяемым
методом.

H={W\i)+W\2) ){W(i)+W{2)]- i, (11)

did2W=o, (6)

(£ + <§*) [d x {Wd2 ё) +d2 {Wdi&) }=4Wdi6d2 G. (7)

dl2 =e^d^-{-W2 {dx 3 ) 2
. (8)

ё'=Р6, (9)
W'=HW, 1 (10)

Пусть
Н=Н{\)Н(2), (12)
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где Я( 1) функция только координаты уl , а Я(2)=Я*11 . Так как в
АС стационарном случае при W ф const всегда \Е(2)= W* ф const,
то без ограничения общности из (11) и (12) следует

где h действительная постоянная.
Интересно отметить, что так как в силу (12) всегда д\д 2 In Я = 0,

то в рассматриваемом случае можно определить новую («дуальную»)
функцию у так, чтобы имело место

Интегрируя эти соотношения, получаем

Далее прямые вычисления дают соотношения

а отсюда в свою очередь вытекают совместимые дифференциальные
уравнения для у:

Наоборот, из этих уравнений для функции у вытекает соотношение
(10) при условии (12).

Таким образом, доказана
Теорема 1. При дополнительном условии (12) для Я нахождение
с помощью алгоритма (10) новой функции W' эквивалентно нахождению
функций W и у из дифференциальных уравнений (17) (18), причем
у и Н связаны соотношением (16).

Если в (13) (14) h ф 0, то характер пространственных координат
в евклидовом Ез с метрикой (8) изменяется, что нужно учитывать при
анализе получаемых новых решений. Ниже изложим один из способов
изучения такого изменения пространственных координат.

Пусть в V з 'введены как для 'исходного, так и для генерируемого
решения вейлевы канонические координаты х 1 = q, х2 = z и хl ' = q',
х2 ' =Ф, т. е. пусть имеем {у =у\ у' = yv )

Прямыми выкладками доказывается теперь
Теорема 2. Любое преобразование типа (20) можно представить

di In Я= di In у, 02 1пЯ=—ö2 ln у. (15)

(16)

H w=(l,+ihy2Wm)-t =H‘
2) (13)

и
W'w =Hm W^)=»"�, (14)

di (In W') =ydi (In W), d2 (ln W') =y~l d2 {\nW), (17)

<s,v=-y (v— l)<МlпГ), <3 2Y=(<JIY-i)*. (18)

W=-hr(y+y*)=Q. У'=ф(у'+уп)=<>’. (19)
ф2 У2

В силу (19) преобразование (14) получает вид
У'=У{ Уф thy) -1 =—iKy(V2~у iK) (20)

где K=y2h~l
. Для функции у (16) получается

.V=-[Q-4z-X)][e+i(z+K)]-‘. (21)
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как последовательность т. н. Ki-трансляции, К- инверсии и Кц-трансля-
ции, причем Ki-трансляция определяется формулами

Из теоремы 2 получается, во-первых, наглядное представление о ха-
рактере преобразования (20) вейлевых координат в 1/3. Во-вторых, на
основе теоремы 2 можно получить ряд полезных формул, позволяющих
упростить вычисления. Именно, в силу (22) мы имеем возможность

перехода от вейлевых координат yi=y,=—— (q-J-Zz) к специальным
f 2

сферическим координатам R и 0 в W Тогда вводятся новые операторы
дифференцирования по формуле

Одним конкретным видом алгоритма типа (9) является метод генери-
рования новых решений, данный Нейгебауэром [4 ’ s ]. Хотя в этом ме-
тоде имеет место W' = W, т. е. Н= 1, но комплексная функция F
является по существу функционалом, в который входят пары «генери-
рующих потенциалов» (уь, Кк) (/г =O, 1, ... , 2iV; N•=l, 2, ...), при-
чем функции ук определяются именно решениями уравнений (18) с
разными постоянными интегрирования, т. е. эти функции имеют вид
(16) с разными hk (или Кк) ■ При этом уо = 1, т. е. h 0 = 0. Каждому
конкретному у/{ соответствует определенная величина* Кк = Ык*)~\
которая является решением уравнений

т. е. определяется исходным решением. После интегрирования уравне-
ний (27), условиями интегрируемости которых являются уравнения
поля, т. е. (7), задача вычисления нового решения становится чисто
алгебраической.

Если уk = 1, то уравнения (27) легко интегрируются. Но в общем
случае уь Ф 1 интегрирование этих уравнений наталкивается на труд-
* В [ 2] имеет место ау~'/2==х, а в [ s] —а= х.

у—у 1к~1 (q=7? sin 0, z=R cos O+K), (22)
V 2

К-инверсия

{RR"=K2
, ф+o"=я), (23)

а Кц-трансляция
у' —у" ih~l {q'=R" sine", z'—R" cos Q" K). (24)

01=—е"(л- 1 — — (25)
]/2 x dö dR 1

а для функций H и у получаются формулы

Н=КЦН)-2
, y=e2i§ . (26)

О методе Нейгебауэра (Н = \)

diKk= ( ё"f- ё)1[y(%2
ft öi ёdiS J

) Xkdi (ё ],

д2 (27)
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ностн, обусловленные как видом исходного решения 6, так и неудоб-
ным видом функции yii в координатах (у\у2), даже если у 1 = у соот-
ветствует вейлевым каноническим координатам (см. формулы (16),
(13) и (19)). Для приведения уравнений (27) к более удобному виду
предложим перейти от вейлевых координат к сферическим (Л, 0) по
формулам (22). Продемонстрируем этот метод в случае, если исходные
решения являются статическими, т. е. при условии

В силу (28) уравнения (27) интегрируются, причем всегда можно за-
дать функции ки в виде

где, в отличие от вида этой формулы в [ s ], мы ввели две действитель-
ные постоянные ри и qk . Формула (29) охватывает и частные случаи
Kk— +l {ph= 0, дк ФO) иKh= 1 {ун =O, ркФО), когда Uи yh про-
извольны. Для Фй имеем уравнения [s ]

Отсюда видим, что при ук = 1 функция в формуле (29) попросту
заменяется на U.

Введем теперь при ук Ф 1 для вычисления каждого кк по формулам
(22) свои специальные сферические координаты {Rh,Qk)‘

Для вейлевых координат имеем теперь q = Л sin 0, z = Л cos 0, а Кн вхо-
дит в выражение (21) соответствующей величины ук . В силу (26)
имеем

а учитывая еще вид дифференциального оператора д х (25) получаем
уравнения (30) в виде

Как известно, в АС статическом вакуумном случае уравнение (7)
переходит в уравнение Лапласа для U в координатах 3-пространства
Уз- Пусть такая определенная гармоническая функция теперь задана в
сферических координатах {R, 0) в Уз. Пользуясь преобразованиями ко-
ординат (31), всегда молено выразить функцию U также в координатах
(Ль, 0ь). Подставляя такую U в уравнения (33) и решая эти уравнения,
получим Фй = ф ь (Ль, oft). Совершая обратный переход к координатам
(Л, 0), получим ф ь =Фь (Л, 0 ), а тогда в силу (29) имеем икк
= хй(Л, 0).

Для практических вычислений полезно вывести из формулы (31)
соотношения

Rh e~ie*=R eriQ Kk. ' (31)

ё = ё* = е2и
. (28)

х А ==е*®*= (—ф й е2ф (фле^+^л)- 1
, (29)

diQ>k=y'jfdiU, д2Фи=у~ 2̂ d2U. (30)

yk=e2i\ (32)

дФк Л ÕU n 4 . А ÕU
= cos 0 А дт 1 sm Qk —rz— ,dRh dRu h dQk

дФц n . л dU , гл dU QRkSmeh Ж Î+сов ь~мГ ' (33)

Rh =RY~l
, sin Qk= Yh sin 0, eos 0a=Yk (eos 0 /ь), (34)
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Р п {х) полиномы Лежандра. Величины со штрихом имеют место для
обратного перехода, причем для Y\ и t\ получаем такие же формулы,
как для Yu и tu, только переменные {R, 0) заменены на {Rk, Oh) и вели-
чина tk на t'h = Khßh~ l .

Из конкретных выражений для U представляют наибольший инте-
рес, естественно, те, которые являются потенциалами поля пространст-
венно компактного («островного типа») источника. Тогда функцию U
можно задать в виде мультипольного разложения либо в координатах
(R,Q), либо в координатах {Rk, Oh):

причем мультипольные моменты as и a связаны соотношениями

где C sp биномиальные коэффициенты. Подставляя выражение (38)
в уравнения (33), после интегрирования получим

откуда после обратного перехода в координаты {R, 0) имеем

Этим завершается нахождение функции Фи, а в силу (29) тем самым
и функции x/i по заданному мультипольному разложению.

Определенную ценность (см. ниже) могут иметь и потенциалы U
для «некомпактных» источников, например,

(потенциал поля «бесконечной нити») или *

(потенциал поля «бесконечной и бесконечно тонкой плоскости»). Под-
ставляя выражения (42) и (43) в уравнения (33), после интегрирова-
ния с учетом (35) получим соответственно

U= —а!пр =—aln(i?sino) (42)

U= asß~(s+ vPs {cos 0) = a( b )R- {p +i)Pp { cosoä), (38)
s=o p= 0

R=Rh{Y'h)- 1
, sin 0= Y'h sin oft, cos 0= Y'k {cos OаЧ-*'л) , (35)

где для Yh и tu имеем
yfti=,(l— 2Pn{x)t”k , (36)

n=o

tk=Khß~l
, x=cosO, (37)

as=2CP (K„)‘-Pam, (39)
p—o

Фк= ap )j^ft<P+l)jP P+l ( cos > (40)
p=o

On=Y-^äm-^Ps+l {cosQ), äW= ŽiKkys-Pcip. (41)
s=o p=o

U =
— az— — aß cos 0 (43)

Фh=—a In tan~-

,== —~2~ In{[ 1 (coso tk) Yh {cos 0 — tk) Yh ]-1} (44)

и
ФK=aßti=aßY- 1

.
! (45)
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О преобразованиях Бэклунда в случае Я Ф const

В [2 ] определена операция /, генерирующая из заданных АС стацио-
нарных вакуумных решений новые и имеющая вид (в наших обозна-
чениях)

причем
t в общем случае (у ф1) сюда добавляются и уравнения (17),

определяющие изменение W—y-W', т. е. функцию Я Ф const. В соот-
ношениях (46) величины х = х/г и у = уь имеют тот же смысл, что и
выше, т. е. являются решениями уравнении (27) и (18). Вместе с опе-
рацией S, относительно которой уравнение (7) инвариантно и которая
состоит is замене величин &+ = 'k~ x W —А и <§_ = Яг 1 W -ф- Ана 6 и6*
и наоборот, операция / позволяет конструировать определенные «преоб-
разования Бэклунда», дающие возможность генерировать нз определен-
ного исходного решения целую серию новых **. Метод Нейгебауэра
генерирования новых решений типа (9) и (10) при Я == 1, рассмотрен-
ный нами выше, по существу содержит операции / и S как составные
элементы [ 4> s ].

В случае исходного статического решения (28) интегрирование
уравнения (46) при х2 ф 1 дает

где L, М действительные постоянные, а х имеет вид (29) ,т. е. задается
при уф\ через функцию Ф, а при у=\ по той же формуле через U.
Подчеркнем, что поскольку в случае получаемого потенциала Эрнста

Я + функции У и Ч" функционально зависимы, то решение
относится всегда к классу Элерса —Папапетру. При х = ±1 новое
решение, генерируемое уравнениями (46) из статического, может быть
лишь статическое, причем при у Ф 1 новая функция +U' определяется
из U теми же формулами, что Ф из U, т. е. уравнениями (33), а при
у= 1 получается U' — +U.

Надо иметь в виду, что, рассматривая операцию (46) как одно-
кратный акт генерирования нового решения, в случае у Ф 1 имеет
место и переход к новой функции W', чему соответствует преобразова-
ние координат по формулам (22) (24). Поэтому, вычислив функцию Ф
(или ± U' при X =-±1) по уравнениям (33), нужно далее совершить и
операцию /(-инверсии по формуле (23), т. е. перейти к координатам
{■Rk", Qk") ■ Можно показать, что если U является гармоническим в коор-
динатах {Rk, oft), то Ф гармоническая функция в (/?*", 0*"). Поэтому
можно заключить, что не существует принципиальной разницы между
случаями уф 1и у 1 при генерировании новых решений с помощью
операции (46) из статических.

В качестве простого наглядного примера /(-инверсии может слу-
жить результат, получаемый из (45). Видим, что переход от (43) к
(45) плюс /(-инверсия переводят потенциал бесконечной плоскости в
потенциал точечной массы. В рамках нашего анализа важно теперь
иметь в виду, что такого рода «метаморфозы» потенциалов могут фак-
тически быть составными элементами более сложных операций генерн-
и * В связи с этим отметим, что вычисление определенных вспомогательных функций,
совпадающих с у и х, .является составным элементом метода применения преобразо-ваний Бэклунда, развитого в [ 3 - 6 ]. К'ак стало автору известно после завершения дан-
ной работы, в [ 6 ] применялся, хотя в рамках совершенно другой постановки задачи,
переход к новым переменным, в результате чего для величины, тождественной у.фактически был получен также вид (32).

{У)-^дх (M)- I di<r*=x-V/^“ I di<S*, (46)

s'=t(Lx+Af>, (47)
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рования новых точных решений .уравнений Эйнштейна. Например, по-
скольку в случае исходного статического решения 5-операция имеет
вид

то в случае плоского исходного решения (/7=o) 5-операцпя даст по
существу такое статическое решение, которое соответствует потенциалу
(42) при а —l/2. Если затем совершить операцию /, то получается
уже переход к потенциалу типа (44), который в силу (29) и (47) опре-
деляет решение типа Элерса—Папапетру. Снова применив операцию 5,
получим решение класса Льюиса —Стокума, но с комплексными метри-
ческими коэффициентами. Как показано в [ 7 ], определенное преобразо-
вание может привести именно от решения такого типа к решению
Керра, а.тот же результат дает и сложное преобразование типа I'SIS в
случае исходного плоского решения в [ B ]. Впоследствии выяснилось, что
упомянутое сложное I'SIS эквивалентно применению алгоритма типа
(9) (10) при Н = 1, рассмотренного выше, причем предполагалось
N = 1 и исходная метрика принималась плоской [4>s ]. Теперь, выделяя
составные элементы, мы попытались в некоторой мере раскрыть сущ-
ность получения метрики Керра из плоской метрики.

Приведенные выше соображения также конкретно демонстрируют,
что конечное («актуальное») решение, представляющее физический ин-
терес, может быть получено как результат применения целой цепи от-
дельных операций, причем промежуточные («виртуальные») решения
могут явно быть «нефпзическими». (Например, решение (48) при /7 = 0
также трудно толковать физически, так как при заданном W = q оно
не 'имеет нерел ятивист-ското оредела. Определенный in-редел в виде одно-
родного поля получается лишь после перехода в другую координатную
систему в Кз, причем в нерелятпвистском пределе получаются в пре-

о
дельном пространстве К3 декартовы координаты, а кривизна простран-
ства-времени нулевая.)

Итак, возникает и задача физического анализа развитых в последнее
время разных методов генерирования новых точных решений уравнений
Эйнштейна. На наш взгляд, одним из возможных подходов к этой
задаче является метод построения нерелятивистских аналогов изуча-
емых релятивистских решений [ 9- 10 ].
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A. KOPPEL

EINSTEINI VÕRRANDITE Täpsete aksiaalsümmeetriliste STATSIONAARSETE LAHENDITE GENEREERIMISE MEETODITE MÕNINGATEST ASPEKTIDEST
a"fi üüsitli?. mõningaiti Einsteini võrrandite uute vaakuumlahendite leidmise meetn-

, mis on üldistatud kujul esitatavad ühise algoritmina (9) (10) On tõestatud kaks

Ui
on uuritud staatilise.ja kõveruseta (tasase) lähtelahendi puhul. Koostisdemenlide

mõista tasaselt meetrikait Kerri meetrikaie

A. KOPPEL

ON SOME ASPECTS OF THE GENERATION METHODS OF EXACT AXIALLYSYMMETRIC STATIONARY SOLUTIONS OF EINSTEIN’S EQUATIONS
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