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А. ИЫГИ

О ПРИМЕНЕНИИ НАИЛУЧШИХ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛ
ПРИ РЕШЕНИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

И ВЫЧИСЛЕНИИ СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ

А. JÕGI. PARIMATE KVADRATUURVALEMITE KASUTAMISEST INTEGRAALVÖRRANDITE LAHEN-
DAMISEL JA SINGULAARSETE INTEGRAALIDE ARVUTAMISEL

A. JÕGI. ON APPLICATION OF OPTIMAL QUADRATURE FORMULAS FOR SOLUTION OF
INTEGRAL EQUATIONS AND EVALUATION OF SINGULAR INTEGRALS

(Представлена А. Хумалом)

1. Рассмотрим решение линейного интегрального уравнения Фред-
гольма второго рода

x{t) = f h{t,s)x{s)ds+y{t) (1)
о

при помощи наилучшей на некотором множестве функций квадратур-
ной формулы р] вида
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Jf{s)ds= 2Ak f (s ft ) -\-R n if) . (2)
0 h= l

Как известно [2 ], значения приближенного решения x{t) уравнения
(1) в точках Si {i 1,2, ... , п ) можно найти из системы линейных
уравнений

П

x{s i )-SAMsi,sk)x{sh )=y{si ) {i= 1,2, ..., n) .
й=l

Тогда

я(/) = */(0+ SAkh{t,sh )x{sh ).
ft= l

Если Я(/, •)*(•) еС2 = С 2[o, I], тогда наилучшая квадратурная
формула (2) имеет узлы, веса [3 ]

sk = 0,5 h (УЗ+4 {k —1)),
(УЗ+2 {п —1) )-1 ,

Л l=Лг? =0,5/г(2+уЗ),
Ak =2h {k =2, 3 — l)

и оценку ошибки

|Яп(Я|<Л*2А»/8,
где

д2
Mz = шах —— h(t,s)x(s) .

s ds2

Для решения уравнения (1) с использованием наилучшей формулы
(2) получим с помощью методики [2 ] оценку ошибки

тз-ы-i г г-н (р+ти+вт
, e[oil ,

*)!
8 1-Л>Н(I+ВЙ»)/8

(

при условии
/га/8Я(1+БЯ(о))<1,

где
P)h

й
‘
м=т,®х lFh{Us) '

d h
H(h)

= max ~—h{t,s) ,s t,s dsh v '

я(®=я<;)=я» )
,

F( ft )= max I z/W(t) j , max |fc(o |,
t i

Р.=2У(I) Я<«+У(2)Я®>,
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C={c ih), Cik=Ak h{Si,sh ) {i,k= 1,2, n),
D— (dik ) ={E C)~l

,

П

B= max \dik \.
i k—l

В качестве примера рассмотрим уравнение ([ 4 ], с. 357)

x{t) = / (0,3/я)л:(5)/(0,64 cos 2 ( (/-|-s)/2) \)ds-\-25 16 sin2 /,
—я

точное решение которого имеет вид
x{t) = 8,5,-f 128/17 cos 2/.

Использование наилучшей формулы (2) позволяет получить при
п = 37 правую часть оценки ошибки (3), равную 0,000787, в то время
как фактическая ошибка шах |x(s ft ) — x{sk ) | = 0,000755. Отметим, что

к
применение формулы трапеций дает при п 37 фактическую ошибку
0,464.
2. Рассмотрим вычисление главного значения сингулярного интеграла

ff{x)/{x —с) dx, с-е]o,l[, f{x)^WrL q
о

при помощи наилучших квадратурных формул. Исходя из равенства

/ f (х) /{х— с) dx= f f {х)!{х~с) dx+ f f (x) /{x —c) dxA~E'n (f),
0 0 c+e

определим при достаточно малом е = const > 0 значения интегралов

Jf{x)/{x c)dx, Jf{x)/{x—c) dx.
О С+B

Пусть на множестве WrL q имеется наилучшая квадратурная фор-
мула (2). Тогда на множестве Wx(x)Lq ={f : f {h{x)) <= WrL q} наилуч-
шей формулой является формула [ s ]

I Q{x)f{x)dx= SBhf{tk )+En{f),
о к=l

где
/& == Äi (лоО > Bk—xÄfi, En {f) =vß n (f), s

v=lQ(t)dt, ф(х) = l/v f Q{t)dt,
о 0

а %{x) есть обратная функция функции гр(х). Вычисления дают

Jf{x)/{x c)dx=\n{e/c) žAkf{c{\—{e/c) xH))Jr
0

(4)п 2 ' 7

i+ln((l с)/е) -2Akf{o-\-e{{\- с) /е)*.) -f Еп ф ,

k=i
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где
П= /2-1 ]— 71-2»

En {f) = ln(e/c)/? ni (fi)-f-ln((l —с)Ы) Rn2 {f2) Л~Е'n{f) ,

fi{x)=f{{c e)x), f2 {x) =f{c+ ei7h(l —c e)x).

Пример. Вычисляя интеграл

1

f f{x) J{x 0,5) dx=4,908448
о

где

Г 6x2 , 1/3
I 3x 2+2x— l/3, x>l/3,

по формуле (4), получим следующие приближенные значения

Применение формулы трапеций при е = 0,0)1 и п 800 дает значение 4,96.
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e
n

40 100 280

ID- 3 4,8983 4,89843 4,89845
10~4 4,9072 4,90742 4,90745
IO-5 4,9078 4,90829 4,908356
10-6 4,9074 4,90835 4,9084463
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